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Apds o lancamento do Sputnik em 1957, e a conhecida decisdo de os paises
ocidentais darem uma maior importancia ao ensino de ciéncias, iniciou-se na década de
1960, em varios paises do mundo, a chamada Reforma da Matematica Moderna. Tratava-se
do reconhecimento no ensino escolar de algo que ja era uma realidade para a matematica
pura e para 0 ensino superior: com a aritmetizacdo da analise, a lgebra passava a ocupar o
lugar central na matematica.

A énfase em prova e estrutura na algebra é a componente fundamental da mudanca
no ensino trazida pela Reforma da Matematica Moderna, durante sobretudo as décadas de
60 e 70 no mundo todo. “Esta mudanca é tdo profunda e de alcance tdo longo que somente
pode ser descrita como uma revolucdo” (HANNA, 1983, p. 21).

Mas esta revolucdo continha um paradoxo ndo divulgado, que consistia em que
“prova rigorosa formal” no sentido usado pelos reformadores nédo significava conhecimento
demonstravel de explicacdo em termos de causa e efeito. E o rigor caracteristico desta nova
fase ndo se fundamenta na idéia de uma radical correspondéncia entre causa e efeito

concretos, e sim na linguagem.

A partir de entdo, as demonstracfes e conceitos matematicos passaram a se basear
na aritmética, o que implicou uma concepcdo de que a matematica tedrica deveria se
fundamentar em provas rigorosas, eliminando-se a idéia de que a matematica se resume a

calculos, ou a idéia representada pela geometria euclidiana de que a matematica trata de



caracteristicas de grandezas ou de figuras concretas. Expressdo disso foi o “Fora Euclides!”
de Bourbaki®.

Assim, deixava de preponderar a concepcdo vinculada desde os gregos, e
particularmente por Aristdteles (384-322 a. C.), de que fazer ciéncia é buscar causas dos
fendbmenos, ou a esséncia Ultima das coisas (Segundos Analiticos, 78a 22), e que na
matematica se expressava pela fundamentacdo na geometria, celebrizada em Euclides. O
ponto de vista de Aristoteles, que foi o primeiro a formular uma teoria sobre a ciéncia, se
manteve com muita forca até por volta dos séculos XVII e XVIII, e foi duramente
enfraquecida pela aritmetizacdo da analise.

Talvez o primeiro exemplo desse novo estilo de fazer matematica se encontra no
Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen zwei Werten, die ein
entgegengesetztes Resultat gewaehren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege2
de Bolzano, publicado em 1817, sobre o qual falaremos adiante.

Lakatos (1970, p. 130) afirma, a respeito da revolucdo ocorrida nos séculos XIX e
XX sobre a nocdo de explicacdo, que “Durante séculos conhecimento significou
conhecimento demonstrado [...]. A integridade e a sabedoria intelectuais exigiram que se
desistisse de afirmacdes ndo demonstradas [...]”. No entanto, ainda segundo Lakatos (1970,
131), os resultados de Einstein (ou de Hilbert, conforme acrescenta OTTE, (2007, p. 247)
mudaram 0 peso na balanga, de forma que nos dias atuais muitos poucos filésofos ou cientistas

ainda identificam conhecimento cientifico com conhecimento demonstrado. Mas adverte que

isso ndo significa que toda a estrutura classica de valores intelectuais cai por terra e tem

gue ser substituida: ndo se pode simplesmente apagar de uma vez o ideal de verdade

! Nigo sabemos se Bourbaki tinha conhecimento da obra de Bolzano, mas é curioso perceber que Bolzano
escreveu um livro chamado “Anti-Euclides” (traduzido para o inglés e publicado em Russ (2004), no qual
questiona a concepg¢do de geometria de Euclides, em alguns aspectos de forma semelhante a que Bourbaki
viria a fazé-lo anos mais tarde.

2 Traduc#o: “Prova puramente analitica do teorema que afirma que entre dois valores de sinais opostos existe
pelo menos uma raiz real da equacio”. E o artigo que contém a demonstracio do que hoje é conhecido como
Teorema de Bolzano, que é um caso particular do Teorema do Valor Intermediario. Nas préximas ocasides
em que citarmos este artigo, ele serd denominado Prova Puramente Analitica... quando citado no corpo do
texto, e RB quando em citagGes (como é o padrdo em alguns artigos em diferentes linguas, em referéncia as
iniciais das duas primeiras palavras que aparecem em mailsculo no titulo do artigo — Rein e Beweis). O
Teorema do Bolzano em questdo sera sempre escrito em letras mailsculas, pois é de grande importancia para
esta dissertacao.



demonstrada — como alguns empiristas logicos [...] ou [...] alguns socidlogos do

conhecimento fazem (Lakatos 1970, p. 170).

A partir de entdo,“verdade e prova se tornaram tdo desconexos quanto matematica
pura e matematica aplicada” (OTTE, 2007, p.251).

Entdo, o que a Reforma da Matematica Moderna fez foi levar esta nova nogéo de
explicacdo e deducéo para as escolas do segundo grau. E no inicio da década de 70, com a
constatacdo de que a Reforma da Matematica Moderna, apesar de ser uma tentativa de
escolarizar o conhecimento matematico abstrato, ter falhado ao ndo criar nenhum tipo de
mediagdo entre o concreto e o abstrato, reduzindo a matematica apenas a uma linguagem,
muitos educadores matematicos passaram a questionar a nogdo de rigor matematico. Mas,
muitos chegaram a considerar a abstracdo, o rigor e a linguagem algébrica verdadeiros
vilGes.

E neste contexto que surge, na Educacdo Matematica internacional, o debate que
contrapde provas e explicacdes, ou “provas que provam e provas que explicam” (STEINER
1978; HANNA 1989; MANCOSU 1999), do qual trata minha dissertacdo. A introducéo
desta distincdo pode ser vista como uma tentativa de reassumir o modelo aristotélico de
ciéncia, duramente questionado pelos resultados de Albert Einstein (1879 — 1955), David
Hilbert (1862-1943), Hermann Grassmann (1809 — 1877), e que ja vinha sendo preparado
pelas nogdes axiomaticas de Giuseppe Peano (1831-1916), estes resultados, por sua vez,
tém no trabalho de Bolzano um de seus antecessores.

Mas o debate a respeito de provas que provam e provas que explicam tem mais uma
fonte importante: a filosofia da matematica. E bem conhecido o fato de que a filosofia da
matematica foi durante muito tempo — e ainda é em grande medida, sobretudo nos
departamentos de Ldgica existentes no mundo todo - identificada com a Logica
Matematica. O programa conhecido como logicista, de Frege e Russell, representou uma
tentativa de reduzir a filosofia da matemaética a l6gica. E foi a esta abordagem da filosofia
em que se buscavam resultados definitivos e ndo relacionados aos processos e construcdo
histérica, que Lakatos se referia ao parafrasear Kant dizendo que “A histéria da

matematica, sem o guia da filosofia, é cega, enquanto a filosofia da matematica, voltando as



costas para 0s mais intrigantes fenémenos da historia da matematica, é vazia.” (LAKATOS,
1970, p.135).

Com o fracasso nas tentativas de fundamentacdo ultima da matematica e mesmo a
prova dessa impossibilidade pelos teoremas de Godel (ver HEIJENOORT, 1967), esta
identificacdo da filosofia da matematica com a I6gica perdeu espaco, ou pelo menos deixou
de ser vista como uma forma de obter respostas definitivas a determinados questionamentos
historicos (ver BUTCHART, 1999); assim, ganharam espaco as reflexdes sobre como nds
temos acesso ao conhecimento matematico, e muitos filosofos da matematica se voltaram
para a epistemologia, bem como para a busca de significados em relagdo com a cultura, a
sociedade, a educacéo e a experiéncia.

No entanto, alguns filésofos foram além desta busca de significados e passaram a
buscar uma nocdo de explicagdo matematica que retornasse, de alguma forma, ao ideal
grego de identificagdo de conhecimento com conhecimento demonstrado, e com a
identificacdo de demonstracdo com a visualizacdo de causa e efeito dos resultados
matematicos.

O problema da explicagdo matematica ressurgiu no século XX, portanto, destas duas
fontes. Nesta busca por uma nocéo de explicagéo, Philip Kitcher (1975) percebeu que o
primeiro, e talvez o Unico, dentre os construtores da matematica pura a defender uma nocgéo
de explicacdo semelhante a busca de significados verdadeiros (e ndo apenas uma
linguagem) foi Bernard Bolzano.

Ao artigo de Kitcher, seguiu um de Steiner (1978) e outro de Hanna (1983). Embora
estes dois Ultimos ndo citem Bolzano, podemos perceber em suas obras objetivos muito
semelhantes aos de Kitcher, ou seja, de buscar uma nocao de explicacdo matematica que
retome aspectos da busca aristotélica por “provas do porqué” (Segundos Analiticos, 71b
25). Em Mathematical explanation, Steiner defende uma nocéo de explicagdo que aproxime
a matematica das ciéncias naturais, afirmando que é possivel desenvolver também na
matematica uma noc¢do de explicacdo causal; afirma ainda a existéncia de diferencas entre
provas que provam e provas que explicam. Mancosu (1999), como Kitcher, cita
explicitamente Bolzano e afirma que busca em sua nocdo de explicacdo algo que se

contraponha a nocdo de explicacdo matematica atual.



Entdo, Bolzano foi visto como um possivel recuperador de uma matematica mais
proxima das humanidades e das ciéncias empiricas, alguém que pudesse ajudar a retomar o
dialogo entre o que Snow chamou de “duas culturas”, desfazendo a ruptura de comunicagao
entre as ciéncias exatas e as ciéncias humanas (SNOW afirmou que esta ruptura era 0 maior
obstaculo para resolver os problemas do mundo), em que as ciéncias exatas sdo vistas como
o terreno da objetividade, em contraposi¢do as ciéncias humanas, da subjetividade. Mas
buscou-se em Bolzano algo mais, que talvez ele ndo pudesse ter oferecido. E isso se deve a
gue ha uma certa ambiguidade no legado de Bolzano. Ambiglidade que tem uma conexao
intima com o paradoxo ndo anunciado da Reforma da Mateméatica Moderna.

Acreditamos que a compreensdo da obra de Bolzano pode contribuir para a
compreensdo do problema maior da ruptura entre estas duas culturas; no entanto, é
necessario analisar com cuidado seu legado. O estudo de sua obra e do periodo histérico em
que ocorreu a aritmetizacdo da analise pode trazer importantes elementos para a formulacéo
dos conceitos e definicdes da educacdo matematica. Ndo porque se tenha a esperanga, como
Mancosu (1999), de resgatar a nocdo de Bolzano de explicacdo como uma nocao viavel de
ser aceita por matematicos da atualidade e assim superar o dificil quadro da filosofia da
ciéncia mostrado por Newton e Smith (2000) de fornecer uma nogéo de explicacdo. Mas
por compreender que a obra de Bolzano traz elementos fundamentais para os debates atuais
sobre prova e explicacdo, intui¢do e conceito, concretude e abstracao.

Mas, afinal, quem foi Bolzano, tdo conhecido nos cursos de Célculo pelo “Teorema
de Bolzano” e “Teorema de Bolzano-Weierestrass”, mas sobre o qual ndo se sabe que
varios outros resultados famosos sdo de sua autoria, e menos ainda se conhece sua obra
filoséfica e teologica?

Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano foi uma das poucas pessoas que, no
inicio do século XIX, conhecia profundamente os conteudos da matematicos, da
pedagodgicos e filosoficos de sua época. Por isso, conseguiu fazer uma série de relacdes
entre as diferentes areas que seus contemporaneos nao se estavam aptos Todas essas
relacbes contribuiram muito para a riqueza de sua obra, e é visivel que seu importante

legado matematico era ao mesmo tempo um trabalho filoséfico e de busca por justica.



Foi o primeiro fildsofo moderno a propor uma abordagem semantica da filosofia e
influenciou muito filésofos de diferentes areas, como Husserl (1859-1938), Peirce (1839-
1914), Wittgenstein (1889-1951), dentre outros.

Sua obra é imensa, e existe hoje uma equipe de professores que esta republicando
todas suas obras, numa edi¢do chamada de Bernard-Bolzano-Gesamtausgabe (BGA),
publicada por Friedrich Frommann Verlag—Gunther Holzboog, de Stuttgart-Bad Cannstatt.

Bolzano nasceu em 5 de outubro de 1781 em Praga, na Bohemia (que atualmente é
parte da Republica Tcheca), durante o Império Austriaco. Faleceu em 1848.

Foi filho de familia muito catdlica, o que influenciou profundamente sua obra, suas
concepcdes filosoficas e seu codigo moral. Estudou filosofia e matematica na Faculdade de
Filosofia da Universidade Carl-Ferdinand de Praga, e ap0s terminar seus estudos em 1804,
tornou-se padre; neste mesmo ano, obteve o titulo de professor de ciéncias da religido
catolica na Universidade de Praga. No mesmo ano, sob a acusagdo de ‘kantiano’, foi
informado de que perderia seu emprego apds o termino do ano letivo, mas se justificou sem
maiores dificuldades e se tornou efetivo em 1806.

Em 1811, obteve o direito de professar suas préprias doutrinas, mas em 1819 foi
demitido por expressar seu nacionalismo tcheco abertamente e proibido de trabalhar em
todo o territorio austriaco. Ao fim da década de 30 do século XIX essa proibi¢do atingiu
também suas publicac@es cientificas (LAPOINTE, 2003).

Com a perda da carreira de professor, Bolzano passou a ser sustentado por amigos e
ex alunos. Foi no mesmo ano de sua aposentadoria forgada (1919) que Bolzano comecaria a
escrever sua mais importante obra filosofica, “Doutrina da Ciéncia” (Wissenschaftslehre),
que seria terminada e publicada somente em 1837. Esta monumental obra, com suas mais
de 5.000 péaginas, tem uma importancia maior na obra de Bolzano, pois é nela que ele
propde toda uma reformulacdo da nocdo de ciéncia e justifica filosoficamente sua proposta
de fundamentacdo da matematica.

Deu importantes contribui¢es para a matematica, revolucionando a concepcao de
infinito e infinitesimal com base em estudo rigoroso desses assuntos em Paradoxos do
Infinito (1847), que lancou as bases para a construcdo da teoria dos conjuntos por Cantor.
Sua mais célebre obra matematica, no entanto, foi o Prova puramente analitica..., que pode

ser considerado um marco da aritmetizacdo da andlise; Bolzano foi chamado por Félix



Klein, pelos principios formulados nesse artigo, de “o pai da aritmetizacdo da analise”. Os
mais importantes resultados dessa obra estdo contidos na grande maioria dos livros
elementares de analise matematica, particularmente os teoremas que ficaram conhecidos
como Teorema de Bolzano, o Critério de Convergéncia de Cauchy e o Teorema do Valor
Intermediario (nos abstemos nesse trabalho de nos pronunciar sobre a polémica a respeito
de se Cauchy teria publicado em seu nome resultados matematicos que ele conhecera por
intermédio da obra de Bolzano em periodicos desconhecidos, sem os devidos créditos; para
quem se interessar, ver SEBESTIK, 1992, H. FREUDENTHAL, 1971); também esta
contida nessa obra o Teorema chamado por Sebestik de Teorema de Bolzano-Gauss (que
conhecemos atualmente como o teorema do limite superior), e que deu origem ao
conhecido Teorema de Bolzano-Weierstrass (SEBESTIK, 1992; RUSS, 1980).

Seu trabalho permaneceu muito pouco divulgado, em parte pela repressdo austriaca
decorrente do grande conservadorismo que predominava no pais, em parte pelo fato de que
suas doutrinas ndo eram bem aceitas num contexto institucional e intelectual dominado, na
Alemanha, pelo idealismo de Fichte (1762-1814) e Hegel (1770-1831) e pelas
interpretacdes psicoldgicas das doutrinas kantianas3. Além disso, seus discipulos ndo
deram continuidade a sua obra. e é possivel dizer que viveu em um quase anonimato até o
fim do século X1X, até que fosse redescoberto por Hermann Hankel (1839-1873) e por Otto
Stolz (1842-1905). Esse ultimo republicou em 1881 varios de seus artigos.

Bolzano se dedicou a ajudar a empreender a ampla e rica reforma da representacao,
organizacao e descoberta do conhecimento, tipica de sua época e que aflorava com especial
forca na regido da Tchecoslovaquia. Embora tenha sido proibido de lecionar, era
considerado um bom educador e reformador cuidadoso e persistentel, que se guiava, nos
aspectos desta reforma do conhecimento — como em todos 0s aspectos de sua vida — pela
“mais alta lei moral”, que consistia em “sempre estar num caminho que promovera o bem
comum” (BOLZANO, 1981). O bem estar e o progresso da humanidade, vistos num
sentido amplo, eram seu objetivo maior de vida. A no¢do da matematica de Bolzano esta
umbilicalmente ligada a busca de uma reforma do conhecimento, a problemas de ensino, e

por isso a aspectos de comunicacgéo e linguagem.

% E importante deixar claro que a referéncia aqui feita é a interpretacdes psicoldgicas; ndo se afirma que a
doutrina kantiana seja psicologica.




Entdo, é no contexto da busca por justica e pela reforma e expansdo do
conhecimento que Bolzano via sua teologia e sua matematica, assuntos que ele nédo
encarava como separados em compartimentos estanques, mas como ligados de forma
estreita. Sendo professor de religido Bolzano escreveu o Prova Puramente Analitica... em
1817 e o “Sobre a relacdo entre as duas racas na Boémia” em 1816 (ver Bolzano, 1989),
que trata do nacionalismo tcheco.

E neste contexto que deve ser compreendida a busca de Bolzano por provas
puramente analiticas, que pudessem ser aceitas por qualquer pessoa, independentemente de
sua capacidade ou percepgéo subjetivas, bem como a eliminacgdo de fatores subjetivos como
espaco e tempo da analise matematica, por meio da aritmetizacdo (ou algebrizagéo), e
sabemos que o distanciamento da matematica formal da intuicdo e da concretude € visto
como algo que dificulta a aprendizagem.

J& afirmamos que Bolzano criticava as tentativas de fundamentar a matematica na
intuicdo. Mas, qual era a situacdo da matematica e de seus fundamentos, nos tempos de
Bolzano?

A utilizacdo indiscriminada das noc¢des de espaco e tempo na analise matematica, e
a falta de fundamentagdo em geral, estava levando a resultados contraditorios de
matematicos do calibre de Euler (RUSNOCK, 1997).

Pascal (1623-1662) afirmou que as demonstracGes e explicacBes matematicas
deveriam ser feitas mostrando como proposi¢cdes complexas e conceituais derivavam de
proposi¢des simples e visualizaveis. Leibniz (1646-1716) criticou a concepgéo de Pascal ao
afirmar que o que ele considerava ‘simples’ poderia ainda ser dividido em partes e ser
demonstrado em termos de outros conceitos, mas ndo rompeu completamente com a idéia
de demonstrar tendo como referéncia a intuigéo.

Na época de Bolzano, Kant (1724-1804) era um dos pensadores mais em voga . Ele
buscou certeza intuitiva e considerou como conhecimento verdadeiro apenas o que pudesse
ser percebido como correto pelo sujeito cognoscente. Para Kant, os conceitos matematicos
seriam provenientes da intuicdo, e os matematicos deveriam decidir os fundamentos da
matematica de maneira a priori, ou seja: eles ndo seriam, nem decididos a partir de seu uso

(a posteriori), nem definidos de forma analitica (conceitualmente): a matematica seria,



deste ponto de vista, 0 exemplo de um tipo de conhecimento chamado ‘sintético a priori’,
expressao criada por Kant e que viria revolucionar a filosofia.

A posicdo expressa por Kant correspondia no plano da matematica, a manter 0s
fundamentos tais como estavam formulados por Pascal e Leibniz e em nada avancar nas
questBes fundamentais que eram necessarias para 0 desenvolvimento do calculo,
particularmente sobre as noc¢des de infinito e infinitesimal.

Bolzano, diferente dos seus predecessores que tentaram fundamentar a matematica,
ndo se preocupava com epistemologia — ou seja, com a busca de certeza subjetiva,
visualizavel e com o modo sobre como nos temos acesso ao conhecimento.Bolzano criticou
Kant e avaliou que, para fundamentar de forma adquada a ciéncia e a matematica, era
preferivel e necessario abrir mdo da certeza intuitiva e visualizavel para buscar verdade
comunicavel e objetiva.

Bolzano aceitava que num primeiro momento se tenham concentrado esforgos para
alargar a matematica ao invés de se preocupar com seus fundamentos; mas compreendia
que, uma vez amadurecida, requeria-se, para a continuidade do progresso da matematica, a
analise filosofica de seus conceitos fundamentais. O fato de que os matematicos dos
séculos XVII e XVIII tenham acumulado muito conhecimento, foi uma base importante
para 0s matematicos dos séculos posteriores. Pois, muito do progresso feito no seculo XIX,
e mesmo no inicio do século XX com os trabalhos de Richard Dedekind (1831-1916), foi
realizado apenas por meio da explicitacdo e representacdo daquilo que j& se conhecia
intuitivamente, causando uma generalizacdo impensavel no periodo ‘intuitivo’.

O debate sobre intui¢do e conceito, bem como a critica ao excesso de formalizacéo
na matematica, ndo pode ser visto como algo emergente com os softwares educacionais no
século XX, como Hanna (1983) parece acreditar. mas algo existente ha muitos anos, e que
Kant colocou de forma bem clara. E o rigor tampouco foi introduzido sem motivos ou por
mera questdo de gosto, mas sim como uma necessidade para a resolucdo dos problemas de
fundamentos, que levavam a resultados contraditérios e pouco férteis e praticos. Neste
sentido, o debate de Bolzano com as concepgfes de Kant, que acreditava que a matematica
se fundamentava na intuicdo; com as concepg¢oes de Euclides, que utilizava demonstragdes

por construcao por régua e compasso; e com as de Aristoteles, que acreditava numa nogéao



de explicacdo que se baseasse na nocdo de causa e efeito, podem contribuir em muito para a
compreensdo do que esta em jogo no debate atual sobre provas e explicagdes.

Vamos refletir sobre o processo de defini¢do da continuidade de uma funcdo. Esta
reflex&o pode trazer importantes elementos para compreendermos o processo de construgéo
e formalizacdo da matemaética, e assim jogar luz na discussdo sobre o papel da intuicdo e da
explicacdo na matematica.

Bolzano foi o primeiro a indicar claramente que a idéia basica da continuidade
deveria ser encontrada no conceito de limite, de forma a articular o método discreto
(numérico) com o continuo (geométrico), num processo em que o discreto ‘explica’ o
continuo®.

Como podemos analisar o debate sobre provas e explicagdes no processo de
definicdo de continuidade? Bolzano pretendia criar uma defini¢cdo de fungdo continua que
permitisse derivar dela todas as propriedades ‘conhecidas’, ou aceitas ‘intuitivamente’ pela
comunidade matematica como sendo préprias destas fungdes: elas ndo deveriam ter saltos,
furos, etc. Mas, uma funcéo assim definida aparentemente devera ser derivavel em todo seu
dominio, exceto num conjunto isolado de pontos. Foi isso que varios matematicos
assumiram, inclusive Bolzano, em suas primeiras obras. E algo aparentemente 6bvio, e sua
negacao vai contra nossa intuicdo fisica e geométrica.

No entanto, a definicdo de continuidade de Bolzano foi a mesma que permitiu
construir uma funcdo que fosse continua em todos os pontos, mas ndo derivavel em
nenhum, por meio de um raciocinio que envolvia subdivisdes infinitas de intervalos, até
infinitésimos”.

Ou seja: a definicdo conceitual de continuidade, criada para abranger as principais
caracteristicas que a comunidade matematica acreditava que correspondiam a idéia
intuitiva, foi a mesma que permitiu a criacdo de tal funcdo, que contraria nossa idéia

intuitiva de continuidade.

4 Bolzano afirma que “De acordo com uma definicéo correta, a expressdo de que uma func¢do fx varia de
acordo com a lei da continuidade para todos os valores de x dentre ou fora de determinados limites significa
apenas isso: se X é um tal valor, a diferenca f(x+w) — fx pode se tornar menor do que qualquer quantidade
dada, pressupondo apenas que w pode ser tomado tdo pequeno quanto se queira”. Como se Vé, tal definicéo é
muito semelhante a utilizada nos dias de hoje, que envolve épsilons e deltas

5 No entanto, esse trabalho ficou desconhecido, e tal exemplo seria mostrado por Weierstrass (1815-1897)
entre 30 e 40 anos depois.
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Agora, o paradoxo do legado de Bolzano consiste em que, de um lado ele pretendia
fundamentos objetivos e, por outro, a fundamentacdo que ele pretendeu fazer deixou em
aberto a possibilidade de haver diferentes formas de representar um conceito. Pois,
conceituar na linguagem coloca diretamente a questio: como fazé-lo? E natural que se
procure conceituar da forma mais conveniente possivel para o uso que fazermos do
conceito, e, portanto existe uma certa liberdade na escolha dos primeiros principios, quando
eles residem na linguagem, Por exemplo, alguém poderia querer uma nova definicdo de
continuidade que evitasse o choque a nossa intuicdo representado por este exemplo; e se tal
definicdo se mostrasse mais Util do que a de Bolzano, a anterior poderia ser abandonada.

Entdo, algo que o préprio Bolzano notou, embora ndo tenha extraido dai as
consequiéncias que Peano, Dedekind e outros tirariam alguns anos mais tarde, é que um dos
efeitos do trabalho fundacional é nos confrontar com novos teoremas que previamente ndo
eram alcancaveis, algo que pode nos posicionar de maneira a colocar questes de forma
diferente (ver RUSNOCK, 1997).

Pois, sempre que haja algo que contrarie, ou a intuicdo, ou outra teoria cuja
coeréncia interna seja conhecida e aceita (tal como a geometria euclidiana, por exemplo)
esta-se apto a perguntar se é possivel ou se vale a pena tentar definir o conceito de forma
diferente, para, por exemplo, obter uma classe mais ampla de func¢des continuas, melhores
propriedades de derivacao, etc. Este processo de fundamentacao na linguagem nao fornece,
portanto, os fundamentos objetivos no sentido que Bolzano procurava.

A objetividade buscada por Bolzano levou a seu erro com relagdo aos fundamentos
dos numeros reais e sua incompreensdo do fato de que a matematica ndo contém afirmacdes
categoricas, mas sim hipotético-dedutivas (OTTE, 2006, p. 32).

Poderia alguém afirmar, a esta altura, que se ndo tivesse havido formalizacéo,
poderiamos nos manter fiéis a nossa idéia intuitiva de funcéo continua, sem ter que aceitar
conseqiiéncias anti-intuitivas como a fungdo ndo derivavel em nenhum ponto? E que de
quebra poder-se-ia evitar todos os problemas atuais com a linguagem matematica que 0s
estudantes tém, nas escolas e nas Universidades?

Creio que muitos poucos estariam dispostos a afirmar isso, e menos ainda a levar
esta concepgdo até suas Ultimas consequiéncias. Afinal, todos os resultados do calculo —

limites, derivadas, integrais — se fundamentam na defini¢do rigorosa de continuidade, e
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além disso, sequer o Paradoxo de Aquiles e a Tartaruga — que colocou em Xxeque a
concepcao pitagoérica de matematica, bem como a propria escola pitagdrica — poderia ser
resolvido sem esta formalizacdo. Além disso, e ndo menos importante, € o fato de que
todos os problemas que envolvem o estudo das transformacdes e do movimento, tipico do
século XIX, e todas suas aplicacdes na ciéncias (fisica, quimica, biologia, economia,
engenharias), e nas e tecnologias em geral, envolvem a nogéo de continuidade rigorosa.

Assim, pouca gente parece estar disposta a criticar a existéncia de um rigor abstrato
na matematica. No entanto, muitos parecem insatisfeitos com o raciocinio envolvido na
matematica, bem como com sua linguagem formal e abstrata; alguns parecem dispostos a
criticar este rigor na educacéo, e apresentam o concreto em oposi¢do ao abstrato, ao invés
de encararem o concreto e o0 abstrato — ou 0 humérico e 0 geométrico, a quantidade e a
qualidade — como complementares, como uma analise histérica mostra que seria mais
apropriado (ver OTTE 1990 e 2003, ARRUDA 2007).

Entdo, mesmo que Bolzano pretendesse fundamentacdo definitiva por meio da
eliminacdo da intuicdo, o que de fato ocorreu foi que a partir do momento histérico em que
0s conceitos enunciados por Bolzano de um ideal analitico do conhecimento matematico
passaram a ser aceitos pela comunidade matematica, a matematica e 0s matematicos
passaram a se colocar, em primeiro lugar, ndo a questdo da natureza intima da verdade ou
da correspondéncia da teoria com a realidade. Ao contrario, antes da constru¢do das
relacbes matematicas, passaram se perguntar quando uma relacdo (matematica) € possivel.

Assim, como confirma Otte (2006, p. 29),

matematica (...) tornou-se metamatematica ou a analise dos significados dos conceitos e
proposicdes matematicos. A matematica ndo conteria, por esta maneira de encara-la,
explicacbes, mas afirmagdes apoditicas, exemplos de “conhecer isso” ao invés de
“conhecer por qué” (.).

Voltando a questdo do papel da intuicdo. O Teorema de Bolzano, redigido em 1817,
apresentado como a “Prova puramente analitica do teorema que afirma que entre dois
valores de sinais opostos existe pelo menos uma raiz real da equacdo”, conforme o titulo do
artigo de Bolzano, € um excelento exemplo para refletirmos sobre a mudanca de énfase nos

fundamentos da matematica aritmetizada, base para compreendermos a relacdo da
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matematica atual com a intuicdo. O teorema, como aparece nos livros de Célculo e Anélise
atuais, afirma que, dada uma funcdo f(x) continua em um intervalo [a,b], tal que,
f(a).f(b)<0, esta funcdo f(x) possui pelo menos uma raiz no intervalo [a,b]. Bolzano o
demonstrou apenas para polindmios, e ndo usava a terminologia f(a).f(b)<0 para denotar
que os valores de f(a) e de f(b) tém sinais opostos. Em outras palavras: dada uma fungéo
continua que assume valores positivos e negativos, em algum ponto ela devera
necessariamente assumir o valor zero.

O Teorema de Bolzano ja era utilizado desde a Antigliidade. Alguns matematicos
contemporaneos de Bolzano e anteriores haviam tentado justificar ou mesmo demonstrar
esse resultado, mas nenhum deixou de utilizar noges como espaco, tempo ou geometria6.
O artigo foi um marco na aritmetizacdo da analise, ndo apenas porque contém a definicéo
de continuidade, mas também porque na demonstra¢do do resultado, até entdo tido pela
maioria dos matematicos como 6bvio, Bolzano desenvolveu os principais fundamentos da
moderna analise matematica, a analise aritmetizada, mesmo sem contrariar a idéia intuitiva
da validade do teorema.

Num contexto em que demonstrar era reduzir ao intuitivamente Obvio, €
compreensivel que ninguém pretendesse demonstrar o Teorema do Bolzano, em raz&o de
sua obviedade intuitiva. Mas essa intuicdo geométrica ndo faz parte da matematica pura
como ela é entendida nos dias atuais, € como ja a entendia Bolzano, por isso Bolzano
pretendeu fundamentar algo tdo 6bvio em conceitos tdo complexos.

No preféacio de seu artigo, Bolzano analisa algumas das tentativas de demonstrago
feitas por outros matematicos, e critica particularmente a utilizacdo de elementos exteriores
a matematica pura, como a triade espago-tempo-geometria ja referida. Bolzano inicia
fazendo um pequeno tratado de séries, preparando o anuncio do que ficou conhecido como
o “critério de convergéncia de Cauchy”. Depois, enuncia o Teorema chamado por
SEBESTIK (1992) de Bolzano-Gauss, semelhante ao que hoje conhecemos como
“Teorema de Bolzano-Weierstrass”; e, por fim, por meio dele e utilizando as nogdes
enunciadas sobre séries convergentes, Bolzano constroi uma sequencia semelhante a

utilizada nos livros atuais e chamada de método da dissecdo, e assim demonstra entdo nosso

¢ Bolzano cita: “Kaéstner, Clairaut, Lacroix, Metternich, Kliigel, Lagrange, Résling, e varios outros” (p. 159-
160)
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atual “Teorema de Bolzano”, que ele chama de “teorema que afirma que entre dois valores
de sinais opostos existe pelo menos uma raiz real da equacédo” (do titulo). Assim, muito
mais do que demonstrar algo conhecido ha muitos séculos, Bolzano cria uma revolugdo nos
fundamentos.

Ao contrario do que afirmam alguns autores (BROWN, 1997, dentre outros),
Bolzano pretendia demonstrar 0 Teorema do Valor Intermediario, ndo por acreditar que ele
ndo fosse um resultado ébvio, ou que sua obviedade ndo implicasse sua veracidade. Ele

afirma claramente que

certamente, ndo ha nenhum questionamento referente a correcdo, nem certamente a
obviedade, desta proposicdo geométrica. Mas € claro que é uma ofensa intoleravel
contra 0 método correto derivar verdades da matematica pura (ou geral) (i.e.,
aritmética, algebra, analise) de consideracdes que valem para uma parte meramente
aplicada, particularmente, a geometria7. (RB, p. 170, italicos do autor)

E aqui reside a importancia da aritmetizacdo: o método de fundamentar o concreto
por meio do abstrato ndo nega a intui¢do, nem foi criado por pessoas que acreditavam que a
intuicdo ndo fosse confiavel; mas, sim, devido a compreensdo de que a intuicdo diz respeito
a uma subjetividade que ndo pode servir de fundamento, por se referir ao concreto e ao
particular e, por isso, ser incapaz de servir para provar o abstrato. Esta tendéncia se
acentuaria com a cria¢do da axiomatica moderna: usam-se 0s axiomas de Peano para provar
que 2 + 2 = 4, embora os axiomas de Peano sejam abstratos e 2 + 2 = 4 seja visualizavel,
concreto, etc.8” (uma discussdo mais aprofundada sobre isso é feita em OTTE, 1997).

Alguns alegam que o retorno a intuicao seria a solucdo pelo menos para o0 ensino da
matematica. A Reforma da Matemética Moderna, porém, trouxe uma importante licdo
também a este respeito. Dentre os elaboradores desta reforma houve, como G. Papy,

(1968), quem encarasse a abordagem da teoria dos conjuntos como a forma de retomar a

7 There is certainly no question concerning the correctness, nor indeed the obviousness, of this geometrical
proposition. But it is clear that it is an intolerable offense against correct method to derive truths of pure (or
general) mathematics (i.e., arithmetic, algebra, analysis) from considerations which belong to a merely
applied (or special) part, namely, geometry.

8 Os axiomas sdo: “1) 0 um ndmero; 2) O sucessor de qualquer nimero € um ndmero; 3) N&o ha dois
nimeros com um mesmo sucessor; 4) 0 ndo é o sucessor de ndmero algum; 5) Qualquer propriedade que
pertenca a 0, e também ao sucessor de todo nimero que tenha essa propriedade, pertence a todos 0s niimeros”
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ligacdo entre intuicdo e conceito, nogcdo que prevaleceu na geometria euclidiana. O
resultado foi que se criou uma dependéncia dos alunos em relacdo aos conjuntos, e de
repente se percebeu que as criangas ndo sabiam somar, multiplicar, subtrair e dividir,
enquanto se ocupavam com complexas operagdes entre 0s conjuntos.

Assim, vincular o conhecimento matematico a intuicdo leva muitas vezes a
aumentar a dificuldade dos alunos em compreender a matematica em termos de leis e de
generalizacdo, pois, na percepcao, ha muitos aspectos irrelevantes que se transformam em
distracGes e obstaculos para generalizar. O pensamento intuitivo é aberto & complexidade
de uma situacdo particular, da qual decorre seu lado forte e também suas limitacoes.

Além disso, ndo € possivel transmitir a intuicdo de uma pessoa para outra. O
maximo que se pode fazer € apontar e dizer: “Olhe”. Mas como a existéncia de objetos
matematicos é uma questdo muito complexa, deduz-se que apontar e falar ndo ajuda muito
0 ensino da matemaética.

Aliéds, mostrar exemplos e ndo conceitualizar ou abstrair as propriedades gerais
expressas no caso concreto do exemplo dado, leva ao vicio do exemplo, pois o professor
que trabalha com exemplos sem buscar a generalizagdo faz com que o aluno, ao se deparar
com um outro caso semelhante, tenda a repetir mecanicamente, e portanto os resultados
obtidos por este professor ndo se diferenciardo daqueles obtidos pelo professor que
simplesmente da uma formula e pede que seus alunos apliguem sem compreender 0s
conceitos envolvidos.

Conclui-se, portanto, que a relacdo da matematica com o senso comum € bastante
complicada e tem implicacdes nas questdes epistemologicas e de ensino: se de um lado o
Nnosso acesso ao continuo se da por meio da nossa sensibilidade e percepcdo (que €
relacional e relativa, pois os cinco sentidos trabalham em termos de relac6es), por outro, foi
a conceitualizacdo desse continuo em termos do discreto que possibilitou o pensamento
relacional caracteristico da matematica moderna, e as capacidades da ciéncia moderna e das
tecnologias, de medir, prever dados e manipular.

Poderiamos nos perguntar se os fundamentos da andalise poderiam ser, ao invés da
aritmética, a nocdo intuitiva da continuidade, ou se a aritmética poderia se basear na nocao
intuitiva de que 2 + 2 = 4. No entanto, manter os principios da analise baseados na

geometria corresponderia a ndo resolver os problemas essenciais colocados pelo Calculo de
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sua época. Concluimos que os fundamentos sdo escolhidos de forma que permitam
generalizar, e que “principalmente as razfes pragmaticas... sdo responsaveis pela escolha de
axiomas, razdes que sdo relacionadas com o desenvolvimento do conhecimento matematico
e a construcdo de teorias” (OTTE, 2006, p. 30). Assim, cabe falar em busca de causas e
‘por qués’ na matematica moderna? Onde se encontram os fundamentos de uma ciéncia que
utiliza o abstrato para provar o concreto? Sobre isso, acreditamos que ndo cabem ‘por qués’
na matematica moderna; ndo os ‘por qués’ de Aristoteles ou de Bolzano, e que talvez os
fundamentos da matematica se encontrem nas suas aplicacdes, no uso das proposicoes
matematicas, que muitas vezes sequer podem ser encontradas no momento em que se cria o
conceito; desse ponto de vista, para ‘explicar’ algo devemos exigir de uma prova
matematica que seja generalizadora e possivel de ser aplicada (ver OTTE, 1997 e 2006).

A forma de raciocinio que envolve a tendéncia de explicar fatos particulares em
termos de leis gerais € muito importante para a matematica moderna, porque possibilita a
unificacdo entre as diferentes areas da matematica e da ciéncia. O rigor na matematica
moderna ndo se deve a que as provas infaliveis sejam essenciais, mas a que produzem
resultados praticos e necessarios para a ciéncia, a tecnologia e para a vida das pessoas. A
intuicdo geométrica ndo pode cumprir o papel fundamental porque é relativa a objetos
particulares e, por ser sempre relativa a um objeto, a intuicdo ndo tem como se referir a
universos, portanto ndo € possivel, por estar o objeto preso a intuicdo, haver generalizacdes
e abstracdes partindo da intuigéo.

Voltando a nocdo de explicacdo, se de fato se leva em conta a histéria da
matematica, ndo se pode aceitar definicbes simplistas que pretendam reduzir as
demonstracdes e toda a matematica a intuicdo, ja que, como visto, se de um lado a nocao de
intuicdo nunca foi abandonada, por outro, ela ndo pode substituir a necessidade de
conceitos e da formalizacdo de teorias.

Assim, a Reforma da Matematica Moderna ndo foi a criagdo de uma nova
matematica, nem uma transposicdo artificial de conceitos que ndo fazem parte da
matematica atual.

Acreditamos que a vinculagdo da matematica a intuicdo ou a aplicacao a realidade
ndo sdo nem podem ser uma camisa-de-forca;,quando se fala em intuicdo matematica deve-

se levar em consideracdo a idéia de simbolos, que sdo a mediacdo entre a intuicdo, o
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concreto e a criatividade, de um lado; e a abstracao, do outro. A criatividade na matematica
ndo pode ser desvinculada da linguagem em que esta criatividade se expressa. Assim, uma
prova pode ser intuitiva por lidar com conceitos familiares aos simbolos e abstracdes
matematicas, mesmo que ndo diga respeito diretamente a capacidades da percepc¢do
sensivel.

No entanto, a maior parte dos matematicos — e o Programa formalista de Hilbert
expressava esta tendéncia — aderiram a uma espécie de “fetiche da forma9”, e ver a
matematica como um jogo de xadrez em que qualquer aplicagdo é vista como algo
extramatematico e que a matematica nao seria mais do que uma linguagem sem significado
algum, ndo resolve nenhum problema. Tampouco se pode acreditar que as premissas
matematicas sejam escolhidas aleatoriamente. Este ponto de vista, Além de ndo explicar a
importancia e o papel da matemaética para as ciéncias e tecnologias, nos faz colocar
imediatamente a questdo: para que ter a matematica como ensino obrigatério, como
acontece no mundo todo; por qué todos deveriam ser obrigados a jogar xadrez, se hoje
existem computadores que jogam melhor do que qualquer ser humano? (ver OTTE, 2007b).
Afinal, buscou-se, durante toda a histéria da matematica, que a matematica fosse fiel a
intuicdo até que essa fidelidade resultou em contradi¢cGes com outras verdades aceitas.

Assim, as premissas dos argumentos matematicos devem ser apresentadas ndo de
forma arbitraria, mas de forma que sejam “intuitivamente aceitaveis e claras e, a0 mesmo
tempo, metodologicamente produtivas” (OTTE, 2006, p. 31).

Quando nao estamos lidando com infinitos, infinitésimos, e dimensdes maiores do
que 3, frequentemente nossa intuicdo & plenamente confirmada. Além disso, como ja
afirmamos, a matematica ndo tem significados definitivos, e seus simbolos e significados
sdo processos, ndo cabendo portanto um questionamento causal das demonstragdes
matematicas, pois a justificativa das mesmas muitas vezes se encontra em possiveis novas
aplicacdes ou generalizacdes, e as premissas séo escolhidas de forma que confirme até onde
for possivel nossa intuicdo e sirva como instrumento para novas descobertas.

Por fim, algumas questdes que gostariamos de deixar em aberto, e que nos parecem

importantes como objeto de analise e estudos posteriores: como analisar o legado de Kant

9 Kolman dira que o fetiche da quantidade é caracteristico da burguesia
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para a filosofia em geral, e para as ciéncias exatas em particular? Afirmamos que muitas
das afirmacbes que Kant fez sobre a matematica ndo ajudavam a resolver as crises de
fundamento que ela enfrentava. Como é possivel que Kant seja tdo aceito e tenha tanta
influéncia sobre a filosofia posterior a ele, e seja tdo criticado na matematica e na filosofia
analitica?

E o legado de Bolzano? Como compreender que ele ajudasse a esclarecer tanto os
fundamentos da matematica, e tenha contribuido tanto para a fundamentacdo da mesma,
apesar de acreditar em nocGes tdo pouco aceitas contemporaneamente, tanto na matematica
quanto na filosofia, como a de “verdades em si”, “proposicdes em si”, “idéias em si”’?

Por fim, acredito que esta dissertacdo possibilita apontar para duas perspectivas
diferentes e complementares para estudos posteriores: de um lado, o inicio do estudo no
Brasil das obras de Bolzano, bem como da tradugéo de sua obra para o portugués; e a
continuidade da reflexdo com base em estudos histéricos e filosoficos sobre a relagdo entre
intuicdo e conceito, e assim ajudar numa questdo muito importante para a Educacao

Matematica: compreender a complexa relagédo entre ciéncias humanas e ciéncias exatas.
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