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Wéréd gléwnych kierunkéw badan podstaw matematyki, ktére powstaly
na przetomie dziewigtnastego i dwudziestego wieku, wyrdznia sie logicyzm,
intuicjonizm oraz formalizm. Byly one stowarzyszone, jak sie zazwyczaj
wskazuje, z konkretnymi koncepcjami w filozofii matematyki. I tak logi-
cyzm wiaze sie zwykle z platonizmem (skrajnym realizmem), intuicjonizm
z konceptualizmem oraz formalizm z nominalizmem. Tradycyjnie, je$li mowi
sie o zwiazkach wspomnianych kierunkéw badan podstaw matematyki z fi-
lozofia I. Kanta, to wskazuje sie jedynie na intuicjonizm, ktorego liczne
tezy byly zdeterminowane zaproponowanym przez filozofa z Krélewca kon-
ceptualizmem w zakresie ontologii matematyki, a takze koncepcja sadéw
syntetycznych a priori w teorii poznania.

Celem niniejszego opracowania jest uswiadomienie tego, ze wplywy filo-
zofii matematyki I. Kanta na filozofie matematyki, skonfederowane z gtow-
nymi kierunkami badan podstaw matematyki, byly o wiele szersze. Wiecej,
my$l I. Kanta do tego stopnia zdominowala dziewietnastowieczne myslenie
o0 matematyce, ze wszystkie wspomniane filozofie nie mogly obojetnie prze-
chodzié¢ obok tego spadku. Filozofia matematyki I. Kanta byla po prostu
punktem odniesienia, do ktérego musialy sie ustosunkowaé wszystkie wy-
mienione filozofie. Mozna powiedzieé¢, ze gtéwnym celem tych filozofii byto
albo podwazenie dorobku mysliciela z Krolewca, przede wszystkim w zakre-
sie epistemologii matematyki, albo jego podjecie i rozwiniecie w program
badan podstaw matematyki, albo przynajmniej czesciowa akceptacja nie-
ktorych jego istotnych twierdzen. Wszystkie one w jaki$ sposéb ,zmagaly
si¢” ze spadkiem kantowskim.

Tak okreslona problematyka jednoznacznie determinuje plan prowadzo-
nych badan. Najpierw zostang zaprezentowane gléwne wyniki dociekan
I. Kanta w zakresie filozofii matematyki. Nastepnie uwaga zostanie zwré-

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy srodkéw automatycznych; moz-
liwe sg wiec pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana (obi@opoka.org). Tekst
elektroniczny posiada odrebna numeracje stron.
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cona na filozofie matematyki stowarzyszone z logicyzmem, intuicjonizmem
oraz formalizmem. Ukazane zostanie, jak reprezentanci tych filozofii usto-
sunkowywali sie do dorobku I. Kanta, jak traktowali go jako istotny punkt
odniesienia.

Filozofia mys$liciela z Krélewca stanowila generalnie punkt zwrotny
w dziejach teorii poznania. Przy tej okazji I. Kant podjal szczegélowe za-
gadnienie z zakresu epistemologii matematyki, okreslajac charakter sadéw
matematycznych'. Przejal on zasadniczy podzial sadéw od G. W. Leibniza
oraz empirystow angielskich na prawdy rozumu oraz prawdy faktyczne. Za-
réwno wedtug tradycji kontynentalnej, jak i angielskiej, zdania matematyki
mialty by¢ prawdami rozumu. I. Kant okreslit prawdy rozumu mianem sa-
déw analitycznych, natomiast prawdy faktyczne mianem sadéw syntetycz-
nych. Oproécz tego dokonal on dalszego podziatlu sadéw syntetycznych na
empiryczne, uzyskane na drodze do$wiadczenia, ktére nazwal sadami a po-
steriori oraz nieempiryczne, niezalezne od do$wiadczenia, ktore nazwat sa-
dami a priori. Sady a priori charakteryzuja sie tym, ze sa one powszechne
i konieczne. W ten sposéb powstala koncepcja sadéw syntetycznych a priori.
W ramach tych ostatnich dokonal I. Kant kolejnego roztacznego podziatu.
Rozpadaja sie one na intuicyjne oraz dyskursywne. Sady intuicyjne zwiazane
sa ze struktura percepcji, natomiast sady dyskursywne — z porzadkujaca
funkcja pojeé ogdlnych. Przyklady sadow dyskursywnych to zdania czystego
przyrodoznawstwa a takze znana zasada przyczynowosci.

Istotne dla niniejszego opracowania jest jednak to, ze twierdzenia mate-
matyki okreslone zostaly jako intuicyjne sady syntetyczne a priori. I. Kant
staral sie¢ w Krytyce czystego rozumu wyttumaczy¢, jak mozliwe sa mate-
matyczne sady syntetyczne a priori. Przede wszystkim stwierdzil on, ze
sady matematyki dotycza czasu i przestrzeni. Czasu i przestrzeni nie poj-
mowal on jednak jako realnych przedmiotéw poza poznajacym podmiotem.
Czas 1 przestrzen sa apriorycznymi formami podmiotowej zmystowosci. Sa
one dodawane do wszystkich wrazen, tworzac w sumie wyobrazenia. Czas
i przestrzen sa odpowiednio przedmiotem arytmetyki i geometrii. Poniewaz
czas oraz przestrzen sg apriorycznymi formami zmystowosci, dodawanymi do
wszelkich bez wyjatku wrazen, dlatego sady matematyki, czyli sady o czasie
i przestrzeni, sa aprioryczne, sa konieczne i powszechne. Z drugiej strony,
wspomniany fakt, ze sady matematyki sa ,,0 czym$”, maja swdj przedmiot,

1Gtéwne wyniki filozofii matematyki I. Kanta opracowano na podstawie nastepujacych
publikacji: R. Morawski, Immanuel Kant, [w:] Filozofia matematyki. Antologia tekstéw
klasycznych, (red. R. Murawski), Poznan 1986, s.107; T. Batdg, Filozofia matematyks,
[w:] [Filozofia a naukaj, s. 177-186; S. Komer, The philosophy of mathematics. An
introductory essay, London 1960, s. 25-31.
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czas 1 przestrzen, sprawia, ze posiadajg one konkretna tresé¢. Nie sg wiec zda-
niami analitycznymi (zdaniami logiki) ale posiadaja charakter syntetyczny.
W ten sposéb przeciwstawil sie I. Kant logicyzmowi w pogladach G. W. Le-
ibniza, a takze empirystéw angielskich. Syntetyczny charakter sadéw mate-
matyki wyklucza bowiem mozliwosé — akceptowana przez G. W. Leibniza
— wyprowadzenia twierdzen matematyki z twierdzen logiki.

Oproécz przelomu w zakresie epistemologii matematyki, dokonal réw-
niez I. Kant rewolucji w ontologii matematyki. Partykularne przedmioty
matematyki, takie chociazby, jak liczby czy tez figury geometryczne, nie
istnieja poza podmiotem poznajacym. Sa one konstruowane przez pozna-
jacy podmiot w intuicji, czyli w apriorycznej naocznosci. Stanowisko filozofa
krolewiackiego jest zatem stanowiskiem konceptualizmu. Wiaze si¢ z tym
przyjmowana przez niego koncepcja istnienia obiektéw matematycznych.
Przedmioty matematyki istnieja wtedy i tylko wtedy, kiedy odpowiadajace
im pojecie jest niesprzeczne oraz gdy same przedmioty sa konstruowalne
w apriorycznej naocznoéci. Byto to zerwanie z dotychczas przyjmowanym
rozwigzaniem, ktére wywodzilo si¢ od Platona i stanowilo, ze przedmiot
matematyki istnieje, gdy jego pojecie jest niesprzeczne. Niesprzeczno$é po-
jecia stala sie u I. Kanta z warunku wystarczajacego jedynie warunkiem
koniecznym istnienia odpowiednich przedmiotéw matematyki.

Istotnie nowe jest takze przekonanie I. Kanta dotyczace szczegdlowego
zagadnienia z zakresu ontologii matematyki, jakie stanowi kwestia nieskon-
czonosci. Zaakceptowat on tradycyjny, arystotelesowski podzial nieskonczo-
nosci na nieskonczono$¢ potencjalna oraz aktualna. Nie zgadzal sie jednak
z przekonaniem Arystotelesa o tym, ze pojecie nieskonczono$ci aktualnej
jest niemozliwe. Zdaniem Kanta jest nieskonczonosé aktualna jedna z idei
rozumu, czyli nalezy do grupy pojeé, ktére sa z jednej strony wewnetrz-
nie niesprzeczne, ale z drugiej nie sa one stosowalne do doswiadczenia ze-
wnetrznego, poniewaz ich egzemplarzy nie mozna ani zaobserwowaé, ani tez

skonstruowaé?.

Po naszkicowaniu gltéwnych wynikéow filozofii matematyki I. Kanta, na-
lezy obecnie przedstawié, jak istotny punkt odniesienia stanowila ona dla
twéreow gléwnych kierunkéow w zakresie badania podstaw matematyki, jak
wielki wpltyw wywierala na stosowne filozofie, wzglednie tez, jak wiele wy-
sitku wkladano w przezwyciezenie utrwalonych w dziewietnastym wieku tez
kantowskich.

2Do zbioru idei rozumu zaliczat I. Kant takze pojecia Boga, duszy oraz $wiata (ko-
smosu).
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Chronologicznie pierwszym kierunkiem w zakresie badania podstaw ma-
tematyki jest logicyzm3. Zaczal on sie¢ ksztaltowaé juz w latach osiemdzie-
siatych dziewigtnastego wieku pod wplywem dokonan G. Fregego w logice,
G. Cantora w teorii mnogosci oraz R. Dedekinda i G. Peano, ktérzy zaksjo-
matyzowali po raz pierwszy dyscypline, z ktérej, jak uwazano, byta wypro-
wadzalna cata matematyka klasyczna, mianowicie arytmetyke liczb natural-
nych. Sama idea logicyzmu zostala po raz pierwszy, jak to juz wspomniano,
sformulowana przez G. W. Leibniza. Miala ona polega¢ na wyprowadzeniu
calej matematyki z logiki. Jednak dopiero rozwdj logiki w dziewigtnastym
wieku, powstanie teorii zbioréw (teorii mnogosci) oraz arytmetyzacja mate-
matyki klasycznej, dokonana réwniez w dziewietnastym wieku, umozliwily
probe realizacji tego zadania. W praktyce wykonanie planu logicyzmu pole-
galo na wykonaniu dwu krokéw. Po pierwsze, nalezalo pokazaé, ze wszyst-
kie aksjomaty i twierdzenia matematyki daja sie¢ wyprowadzi¢ z twierdzen
logiki, po wtére za$, nalezalo wszystkie pojecia matematyki, tacznie z jej
pojeciami pierwotnymi, zdefiniowaé wylacznie przy pomocy pojeé logicz-
nych.

Wykonanie tego zadania zostalo zdecydowanie ulatwione przez pro-
ces arytmetyzacji matematyki klasycznej, ktéry dokonat si¢ w dziewigtna-
stym wieku. Pokazano wowczas, ze wszystkie dzialy matematyki klasycznej
mozna sprowadzi¢ do (czy tez wywie$é z) arytmetyki liczb naturalnych.
Dotyczylo to po kolei arytmetyki liczb catkowitych, wymiernych, rzeczywi-
stych (a takze zespolonych), analizy matematycznej, geometrii euklidesowej
(przy pomocy metody kartezjatiskiej) oraz geometrii nieeuklidesowych, dla
ktérych znaleziono modele euklidesowe. W efekcie wiec wszystkie twierdze-
nia matematyki klasycznej mozna byto wyprowadzié¢ z twierdzen arytme-
tyki liczb naturalnych, natomiast wszystkie pojecia matematyki klasycznej
mozna bylo zdefiniowa¢ przy pomocy poje¢ wystepujacych w arytmetyce
liczb naturalnych (w tym oczywiscie réwniez stalych logicznych). Kolejnym
istotnym krokiem bylo podanie przez R. Dedekinda i G. Peano aksjomatyki
arytmetyki liczb naturalnych®. Ta ostatnia sktadala sie z pieciu aksjomatéw
i postugiwala sie trzema pojeciami pierwotnymi®. Mozna wiec konkludowad,
ze wszystkie twierdzenia matematyki klasycznej mozna wyprowadzi¢ z ak-

3Zarys koncepcji looicyzmu zostal opracowany na podstawie nastepujacych prac:
S. Kérner, dz. cyt., s. 32-71; J. Perzanowski, Logicyzm, [w:] Mala encykdopedia logiki,
Wroclaw 1988, s. 93-95; L. Borkowski, Logika formalna, Warszawa 1970, s. 214-241.

4Nie wyjasnionym po dzien dzisiejszy problemem z zakresu dziejéw matematyki jest
to, czy G. Peano samodzielnie skonstruowal swoja wersje aksjomatyki arytmetyki liczb
naturalnych, czy tez skorzystal z wczesniejszej aksjomatyzacji R. Dedekinda.

5Qczywiscie, oprécz tych trzech pojeé pierwotnych postuzono si¢ w aksjomatyce aryt-
metyki liczb naturalnych stalymi logicznymi.
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sjomatéw arytmetyki liczb naturalnych, a wszystkie pojecia matematyki
klasycznej — zdefiniowaé przy pomocy pojeé pierwotnych arytmetyki liczb
naturalnych (i stalych logicznych).

W takiej sytuacji wykonanie programu logicyzmu sprowadzalo sie w isto-
cie do pokazania, ze pie¢ aksjomatow arytmetyki liczb naturalnych da sie
wyprowadzié¢ z twierdzen logiki, za$ trzy pojecia pierwotne tej aksjomatyki
daja si¢ zdefiniowaé przez pojecia tylko logiczne.

Zadania tego podjal sie jako pierwszy Frege, w latach osiemdziesiatych
i dziewieédziesiatych XIX wieku. Jego wykonanie domagalo si¢ stworzenia
skomplikowanej aparatury logicznej®. Ostatecznie Frege podotal postawio-
nemu zadaniu i zrealizowat program logicyzmu”.

Po zrealizowaniu tego programu wyciggnal on natychmiast donioste
wnioski filozoficzne, przede wszystkim zas wniosek z zakresu epistemolo-
gii matematyki. Otéz G. Frege uwazal, ze wszystkie zdania logiki sa sa-
dami analitycznymi. Réwniez zdania dajace sie udowodnié¢ wytacznie przy
pomocy praw logiki oraz definicji terminéw w nich wystepujacych nazywa
G. Frege analitycznymi®. Zatem ostatecznie cala matematyka sklada sie
z sadéw analitycznych?.

Byt to wynik zasadniczo odmienny od tego, ktéry prezentowal I. Kant
Istota jego epistemotogii matematyki byto przekonanie, ze sady matematyki
sa sadami syntetycznymi a priori. Zdaniem my$liciela z Kréolewca mate-
matyka posiadala pewna tres¢ i dlatego nie byla redukowalna do logiki.

10

6Chodzilo przede wszystkim o stworzenie, przynajmiej w pewnym ograniczonym za-
kresie, teorii relacji ancestralnych. Warto tez w tym miejscu wspomnie¢, ze logika, ktéra
postugiwatl sie G. Frege, byla logika w specyficznym tego stowa znaczeniu. Nie byla to
tylko pewna teoria wynikania, ale rownocze$nie zakladano w niej specjalna teorie przed-
miotéw (obiektéw). G. Frege méwil o ,zakresach pojeé”. Jego logike da si¢ jednak wy-
razi¢ w kategoriach teoriomnogosciowych. W istocie zatem nie chodzilo o sprowadzenie
matematyki klasycznej do logiki w sensie teorii wynikania, lecz do jakiejs wersji teorii
mnogosci. Ta sama uwaga dotyczy pdzniejszej préby realizacji programu logicyzmu przez
B. Russella i A. N. Whiteheada.

7Qczywiscie, nalezy pamietaé o tym, ze system, do ktérego G. Frege sprowadzil aryt-
metyke liczb naturalnych, zawieral liczne antynomie. Usuneli je, z jednej strony B. Russell
i A. N. Whitehead w teorii typéw, z drugiej zas E. Zermelo, ktéry zaksjomatyzowal teorie
mnogosci.

8Por. L. Borkowski, dz. cyt., s. 240.

9Twierdzenie przedstawione powyzej wykracza w istocie poza twierdzenie sformuto-
wane przez G. Fregego. Byl on bowiem przekonany, ze zdania arytmetyki i analizy, ana-
lityczne, posiadaja zasadniczo odmienny charakter od sadéw geometrii. Tu zgadzal sie
z I. Kantem i twierdzil, Ze majaone charakter sadéw syntetycznych a priori.

100 czywiscie nalezatoby poddaé dokladniejszej analizie to, czy koncepcje analitycznosci
sadéw 1. Kanta i G. Fregego pokrywaly si¢ ze sobg. W ogdle problem podziatu sagdéw na
analityczne i syntetyczne (i kryteriéw tego podziatu) jest po dzien dzisiejszy dyskutowany.
Odzywaja si¢ tez glosy negujace podstawy dokonywania takiego rozlacznego podziatu.
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Natomiast realizacja programu logicyzmu $wiadczyla o czyms$ dokladnie
przeciwnym.

Wypada zauwazy¢, ze przeciwne przekonanie G. Fregego byto oparte
nie tylko na refleksji filozoficznej, lecz réwniez na starannie przeprowadzo-
nych badaniach podstaw matematyki. Co wiecej, mozna odnie$¢ wrazenie,
ze program logicyzmu zostal miedzy innymi przeprowadzony wlasnie po to,
by podwazy¢ epistemologiczna teze Kanta. $wiadczy o tym fakt, ze natych-
miast po jego realizacji wyciagnieto wnioski antykantowskie. Innymi stowy:
filozofia matematyki Kanta byla niezwykle istotnym punktem odniesienia
dla filozofii matematyki stowarzyszonej z logicyzmem, lub precyzyjniej, z fi-
lozofia, ktéra wynikala z realizacji programu logicyzmu.

Nalezy oczywiscie pamietaé¢ o tym, ze sposéb realizacji programu logi-
cyzmu zostal podwazony przez odkrycie antynomii logicznych (teoriomno-
gosciowych), ktore dotykaly samych podstaw systemu zbudowanego przez
G. Fregego. Dotyczy to przede wszystkim antynomii Russella. Ostatecznie
logik niemiecki stracit przekonanie do prawidtowosci skonstruowanej przez
siebie logicyzacji arytmetyki (matematyki klasycznej). W konsekwencji mu-
sial réwniez zmieni¢ swoje poglady z zakresu epistemologii matematyki.
Przyjal teze zwalczanego poprzednio przez siebie kantyzmu i orzekl, ze sady
matematyki sa sadami syntetycznymi a priori.

Natomiast sam system G. Fregego zrekonstruowano w ten sposéb, by
zachowaé¢ wszystkie jego wyniki, a jednocze$nie by nie dotykaly go znane
antynomie. Dokonali tego, budujac teorie typow logicznych, B. Russell oraz
A. N. Whitehead. Epistemologiczny wydzwigk realizacji tego zamierzenia
byl tak samo antykantowski, jak pierwsze wnioski wyciagnicte przez G. Fre-
gego. Poniewaz matematyka jest wywiedlna z logiki, dlatego zdania mate-
matyki sa analityczne a priori.

Filozofia matematyki I. Kanta stanowita rowniez niezwykle wazny punkt
odniesienia dla filozofii skonfederowanej z intuicjonizmem w ramach badan
podstaw matematyki. O ile jednak logicysci starali sie przeciwstawié kanty-
zmowi w filozofii matematyki, o tyle intuicjonisci rozwijali jego podstawowe
idee.

Juz I. Kant podkreslal role intuicji w epistemologii i ontologii matema-
tyki. Intuicjonisci holenderscy podjeli t¢ mysl na poczatku dwudziestego
wieku, zmieniajac jednak do pewnego stopnia konotacje terminu ,intuicja”.
Glosili oni, ze matematyka jest naturalnym wytworem ludzkiego intelektu.
Ma ona byé¢ wyrazem jego zyciowej, wolnej aktywnosci. Matematyka jest
produktem $cislej strony ludzkiego myslenia, opartego o pewne intuicje
podstawowe, ale nie kierujacego sie zadnymi stalymi czy sztywnymi za-
sadami. Intuicjonisci wyrazali przekonanie, ze zbiér podstawowych intuicji
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i idei wyznaczajacych aktywnosé rozumu, ktorych produktem jest matema-
tyka, zmienia si¢ w czasie. Wspomniana aktywnosc¢ jest niezalezna od jezyka
matematycznego, a takze od dowodéw formalnie poprawnych, ale nieintu-
icyjnych!!®.

Intuicja — zdaniem twércy omawianego kierunku L. E. J. Brouwera —
jest swoista aktywnosciag rozumu polegajaca na konstruowaniu poje¢ wraz
z rozumieniem warunkowanym przez zdolno$é jasnego wyrdzniania pojec
oraz ich zwigzkéw. Scharakteryzowaé ja mozna jako podstawowa aktywnoscé
zyciowa, ktéra jest a priori, jest niezalezna od jezyka i jest obiektywna,
poniewaz jest taka sama dla wszystkich ludzi'2.

Wydaje sie, ze L. E. J. Brouwer odszed! nieco od koncepcji intuicji pre-
zentowanej wezesniej przez 1. Kanta. Owszem, dla filozofa z Krélewca intu-
icja miata réwniez charakter aprioryczny. Mozna ja bylo wrecz zdefiniowaé
jako aprioryczna naocznoéé¢. W ujeciu holenderskiego matematyka intuicja
jest jednak ludzka aktywnoscia, ktéra polega na konstruowaniu pojeé. Nato-
miast wedlug I. Kanta intuicja wydaje sie mie¢ bardziej ,bierny” charakter.
To nie intuicja dokonuje konstrukcji pojeé, ale to ,w” intuicji, czyli aprio-
rycznej naocznosci, umyst ludzki konstruuje obiekty matematyczne, ktérych
pojecia juz posiada. Wydaje si¢ zatem, ze L. E. J. Brouwer nie tylko ,uak-
tywnil” intuicje kantowska, ale réwnoczesnie dokonal uproszczenia w epi-
stemologii I. Kanta.

Intuicja — jak wspomniano — jest, zdaniem L. E. J. Brouwera, ak-
tywnosciag aprioryczna. Jest ona nie tylko niezalezna od jezyka, ale réwniez
od logiki. To raczej od niej i od samej matematyki logika jest zalezna. Nie
mozna zatem sprowadzi¢ matematyki do logiki. Zatem sady matematyki,
bedace apriorycznymi, nie sg jednoczesnie analitycznymi. Sg zatem sadami
syntetycznymi a priori. Widaé zatem, ze w tym istotnym zakresie episte-
mologii poglady intuicjonistéw, przeciwne przekonaniom logicystéw, byly
zbiezne z podstawowsg teza 1. Kanta.

W filozofii matematyki myéliciela z Krélewca istotna funkcje spetniaty
aprioryczne formy naocznos$ci: czas i przestrzen. Intuicjonizm przejal z niej
aprioryczng forme czasu: intuicjonizm [...] przyszedl znéw do siebie, od-
rzucajac kantowska apriorycznosé przestrzeni, a podkreslajac zdecydowanie
apriorycznos¢ czasu. Ten neointuicjonizm uznaje rozpadanie sie momentow
zycia na jako$ciowo rézne czesci, ktore rozdzielone przez czas moga by¢ na
nowo potaczone, za podstawowe zjawisko ludzkiego umyshu, przechodzace —
dzigki abstrahowaniu od jego tresci emocjonalnej — w podstawowe zjawisko
myslenia matematycznego. Ta intuicja dwujedynosci, ta praintuicja mate-

Upor. J. Perzanowski, Intuicjonizm, [w:] Mala encyklopedia logiki, s. 75 (74-77).
12Por. tamze.
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matyki, stwarza nie tylko liczby jeden i dwa, ale takze wszystkie skoriczone
liczby porzadkowe, gdyz jeden z elementéw tej dwujedynosci moze znéw byé
pomyslany jako nowa dwujedyno$é — i proces ten moze by¢ powtarzany do-
wolnie wiele razy. To prowadzi jeszcze do skonstruowania najmniejszej liczby
porzadkowej w. W koncu ta podstawowa intuicja matematyki, w ktérej jed-
noczy sie to, co polaczone i to, co rozdzielone, to, co spdjne i to, co dys-
kretne, prowadzi bezposrednio do powstania intuicji liniowego kontinuum,
tzn. [intuicji] tego, co ,pomiedzy”, czego nie mozna wyczerpaé przez wsta-
wianie nowych elementéw i co w zwiazku z tym nie moze by¢ traktowane
jedynie jako kolekcja jednostek. W ten sposob aprioryczno$é czasu sprawia,
ze nie tylko twierdzenia arytmetyczne sa sadami syntetycznymi a priori, ale
to samo odnosi sie réwniez do twierdzen geometrii i to nie tylko elementar-
nej dwu- czy tréjwymiarowej, ale rowniez nieeuklidesowej i n—wymiarowe;.
Od czaséw Kartezjusza nauczyliSmy sie bowiem sprowadzaé za pomoca ra-
chunku wspétrzednych wszystkie te geometrie do arytmetyki”.

Moze powsta¢ pytanie, dlaczego L. E. J. Brouwer skorzystal w swej
koncepcji matematyki jedynie z apriorycznej formy czasu, a odrzucilt kan-
towska aprioryczna forme przestrzeni. Rozstrzygniecie to wynikalo z od-
krycia w dziewietnastym wieku geometrii nieeuklidesowych, co w przekona-
niu wielu falsyfikowato kantowska filozofie geometrii oparta na aprioryczne;j
formie przestrzeni. Brouwer znalazl latwe rozwiazanie tej sytuacji proble-
mowej. Juz w dziewietnastym wieku pokazano, ze wszystkie geometrie —
klasyczna i nieklasyczne — mogg by¢ zarytmetyzowane, sprowadzone do
arytmetyki metoda Kartezjusza. Dlatego wystarczala intuicja ciagu liczb
naturalnych i budowana na tym ciggu arytmetyka liczb naturalnych, by
wywieé¢ z tej podstawy matematyki wszystkie geometrie. Dodatkowo opart
sie Brouwer na przekonaniu, ze podmiot poznajacy moze z intuicji czasu
skonstruowac intuicje continuum liniowego, z ktérego wywodzi sie cala geo-
metria.

Zatem mozna konkludowaé, ze epistemologia intuicjonistéw jest przejeta
od I. Kanta i dostosowana do aktualnego stopnia rozwoju matematyki. Dal-
sze analizy beda zmierzaly do ukazania, iz réwniez ontologia matematyki
filozofa z Kroélewca zawazyla na ontologii przyjmowanej przez intuicjoni-
stéw. Mialo to dalej istotne konsekwencje w przyjmowanych przez nich roz-
wigzaniach dotyczacych podstaw matematyki, logiki i projektu zbudowania
nowej, intuicjonistycznej matematyki.

Stanowisko I. Kanta w zakresie ontologii matematyki bylo stanowiskiem
konceptualistycznym. W jego konceptualizmie byla zawarta teza konstruk-
tywizmu. Intuicjoniéci przejeli konceptualizm kantowski. Uczen L. E. J. Bro-
uwera, A. Heyting, twierdzil: ,nie przypisujemy istnienia niezaleznego od
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naszej mysli, tzn. transcendentalnego, ani liczbom catkowitym, ani zadnym
innym przedmiotom matematycznym [...]. Przedmioty matematyczne z na-
tury swej sa zalezne od ludzkiej my$li, i to nawet gdyby byly niezalezne od
aktualnych aktéw myslenia. Istnienie ich jest zagwarantowane o tyle tylko,
o ile moga by¢ okreslone przez my$l. Ale ta mozliwo$¢ poznania ujawnia sie
nam dopiero przez sam akt poznawania. Wiara w transcendentalne istnienie,
nie poparta pojeciami, musi byé¢ odrzucona jako srodek dowodu matema-
tycznego”.

Podobnie jak I. Kant, intuicjoniéci wiazali z konceptualizmem teze kon-
struktywizmu. Nie wypracowali oni jednoznacznej i klarownej koncepcji kon-
strukcji matematycznej. Czesto powiada sie, ze tyle jest typéw konstrukcji
co konstruktywistow, wsrdéd ktorych znajduja sie oczywidcie wszyscy intu-
icjonisci. Najogdlniej jednak mozna powiedzieé, ze intuicjonisci konstrukcje
jakiegos obiektu rozumieli jako podanie zespotu operacji wraz z kolejnoscia
ich stosowania, prowadzaca do tego obiektu przez stosowanie tych operacji
w ustalonej kolejnosci do obiektéw podstawowych — to znaczy obiektéw wy-
prowadzonych z intuicji podstawowych, badz do obiektéow wczesniej w ten
sposéb skonstruowanych?!3.

Przejecie od 1. Kanta ogolnej idei o konstruktywnym charakterze obiek-
tow matematycznych zaprowadzito intuicjonistéw do daleko idacych wnio-
skow w zakresie podstaw matematyki, logiki oraz koniecznosci zrekonstru-
owania matematyki klasycznej. Konstruktywistyczna rekonstrukcja, jak sie
okazalo, mogta obejmowac tylko niektore fragmenty matematyki klasycznej.

Zgodnie z — przyjmowana przez intuicjonistow za I. Kantem — teza
konstruktywizmu, wykazanie istnienia jakiegos przedmiotu matematycznego
musi byé zwiazane z prezentacja jego konstrukcji. Tymczasem w matema-
tyce klasycznej istnieja dowody egzystencjalne nie wprost, ktoére nie po-
daja konstrukcji przedmiotu, ktorego istnienie uzasadniaja. Intuicjonisci —
domagajacy si¢ za I. Kantem konstrukcji przedmiotu matematycznego —
odrzucaja tego typu dowody istnienia w matematyce. Jednak tym samym
odrzucaja oni klasyczna logike arystotelesowska. Mozna to zaprezentowac
na przyktadzie, ktéry wywodzi si¢ jeszcze z czaséw dyskusji tworcy teo-
rii mnogoéci, Cantora, z praintuicjonista, Kroneckerem'*. G. Cantor, chcac
udowodnié istnienie liczb przestepnych (transcendentalnych) rozumowal na-

stepujaco:

13Por. J. Perzanowski, Intuicjonizm, s. 76.
Por. J. Dadaczynski, Heurystyczne funkcje zatozen filozoficznych w kontekscie od-
krycia teorii mnogoéci G. Cantora, Krakéw 1994, s.110-111.
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Niech A bedzie zbiorem wszystkich liczb algebraicznych
z przedziatu liczb rzeczywistych (0, 1).

1)
Przyjmuje sie w rozumowaniu klasyczna zasade wytaczonego srodka:

pVp. (2)

Zasade wylaczonego srodka mozna zapisa¢ w rachunku kwantyfikatoréw:

Hec01)(z € A)V —llpe(o,1)(x € A). (3)

Zdanie to, zgodnie z regulami rachunku kwantyfikatoréw, mozna prze-
ksztalci¢ nastepujaco:

Hpeqo,)(z € A) V Eeco,y(c € A). (4)

Przy zalozeniu, ze prawdziwy jest pierwszy czlon alternatywy (4)
i uwzglednieniu, ze zbiér liczb naturalnych jest réwnoliczny ze zbiorem
liczb algebraicznych, mozna wywnioskowaé, iz zbior liczb naturalnych jest
réwnoliczny ze zbiorem liczb rzeczywistych z przedziatu (0, 1), co stanowi
sprzeczno$¢ ze znanym twierdzeniem Cantora. Zatem, zgodnie z zasadami
klasycznego rachunku zdan i predykatéw, prawdziwy jest drugi czlon al-
ternatywy (4). Jesli przez T oznaczy¢ zbiér wszystkich liczb rzeczywistych
z przedziatu (0,1), ktére nie sg liczbami algebraicznymi (sa zatem liczbami
transcendentalnymi, przestepnymi), woéwczas prawdziwe jest zdanie:

Yeco(ceT). (5)

Zatem — taki Cantor wyciagnal wniosek — istnieje liczba przestepna c.

W ten sposéb prowadzone rozumowanie nie pozwala jednak orzec o zad-
nej konkretnej liczbie rzeczywistej, ze jest ona liczba przestepna. Nie po-
dano bowiem w dowodzie zadnej procedury okreslajacej sposob konstrukcji
jakiejkolwiek liczby przestepnej. Wobec tak rozumianego, niekonstruktyw-
nego charakteru dowodu nalezalo, zdaniem Kroneckera, odrzuci¢ konkluzje,
w ktorej stwierdzano istnienie liczby transcendentalnej c.

Jednak przy pelnej akceptacji zasad logiki klasycznej (zdah i kwanty-
fikatoréw), na ktérych oparte byly reguly wnioskowania, Cantorowskiemu
dowodowi istnienia liczb przestepnych nic nie mozna bylo zarzucié. Kazdy
nastepny krok logicznie wynikal ze zdan wcze$niej wprowadzonych w pro-
cesie dowodowym i ze zdan (twierdzeti i definicji) wczesniej akceptowanych
w matematyce. Zatem jedynym sposobem zakwestionowania, od strony for-
malnej, dowodu mogto byé¢ ewentualne zakwestionowanie punktu wyjscia,
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czyli prawdziwosci zdania (3). Poniewaz jednak zdanie (3), to nic innego
jak egzemlifikacja, uszczegdtowienie zasady wylaczonego srodka, zakwestio-
nowanie zdania (3) bylo identyczne z odrzuceniem powszechnej obowiazy-
walnosci zasady wytaczonego érodka: p V —p.

Zatem juz kroneckerowska krytyka dowodoéw niekonstruktywnych, wyni-
kajaca z przyjetych zatozen konceptualistycznych, niosta w sobie, wéwczas
jeszcze ukryta, negacje jednej z podstawowych zasad logiki klasycznej. Intu-
icjonisci podniedli te krytyke niekonstruktywnych dowodéw twierdzen egzy-
stencjalnych. Tym samym odrzucili oni klasyczna logike arystotelesowska.
Bowiem odrzucajac dowody niekonstruktywne twierdzen egzystencjalnych,
odrzucili oni zasade wylaczonego érodkal®. Generalnie za$ mozna stwierdzié,
ze akceptowana w kregach intuicjonistéw filozofia kantowska, zawierajaca
idee konstruktywizmu, doprowadzita w konsekwencji do odrzucenia logiki
klasycznej i zbudowania logiki intuicjonistycznej przez A. Heytinga.

Warto tez zauwazy¢, ze z tego typu rozumowan korzystano w matema-
tyce klasycznej (chociazby w analizie), a takze w teorii mnogosci w bardzo
licznych dowodach niezwykle waznych twierdzen. Zatem wynikajaca z za-
sad ontologicznego konceptualizmu krytyka dowodéw niekonstruktywnych,
przeprowadzona przez intuicjonistéw, doprowadzita w istocie do znacznego
»,Zubozenia” matematyki intuicjonistycznej w stosunku do matematyki kla-
sycznej. Ostatecznie przyjmowane przez intuicjonistéw ontologiczne zasady
I. Kanta kazaly im w duchu konstruktywistycznym zbudowaé¢ nowa mate-
matyke, ktéra musiata byé znacznie ,zubozona’ w stosunku do klasycznej'®.

Generalnie zatem mozna stwierdzié, ze filozofia 1. Kanta decydujaco
wplyneta na filozofie matematyki intuicjonistow, a takze na wiele ich roz-
strzygnieé z zakresu podstaw matematyki. Przejeto teze, ze twierdzenia ma-
tematyki sg sadami syntetycznymi a priori, niesprowadzalnymi do logiki,
korzystano z kocepcji apriorycznej formy czasu w budowaniu arytmetyki
i geometrii, zmieniono nieco kantowska koncepcje intuicji. Zgodnie z I. Kan-
tem, intuicjonidci stali na stanowisku konceptualizmu w ontologii matema-
tyki i konsekwentnie wysuwali tez¢ konstruktywizmu. To w konsekwencji
doprowadzito do odrzucenia logiki klasycznej i do rekonstrukceji matematyki
w duchu konstruktywistycznym.

15Intuicjonisci stosuja dowody nie wprost jedynie do obalania przypuszczen oraz do
dowodéw nieistnienia, odrzucajac ich stosowanie do uzyskiwania rezultatéw pozytywnych
[por. J. Perzanowski, Intuicjonizm, s. 76.].

16Wymég konstruktywnosci kazal juz semiintuicjonistom francuskim odrzucié teoriom-
nogosciowy aksjomat wyboru. Poniewaz aksjomat ten lub jego substytuty interweniuja
w wielu dowodach teorii mnogoéci i analizy, dlatego prowadzito to do dalszego ,zuboze-
nia” matematyki klasycznej.
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Pozostaje jeszcze do omdwienia to, na ile dla filozofii zwiazanej z formali-
zmem koncepcja matematyki I. Kanta stanowila istotny punkt odniesienia.
Pozornie mogloby si¢ wydawaé, ze stanowisko formalizmu w podstawach
matematyki stoi wylacznie na przedluzeniu linii rozwojowej wyznaczonej
jeszcze przez G. W. Leibniza, ktéry postulowal wprowadzenie generalnie
w nauce — a zatem i w matematyce — jezyka formalnego. Potocznie przyj-
muje sie, ze taki jezyk, wprowadzony ostatecznie wlasnie przez formalistéw,
nie posiada w ich pojeciu zadnej interpretacji. Obiektami matematyki by-
lyby zatem same formalne znaki. Byloby to stanowisko nominalizmu w on-
tologii matematyki. Zatem mozna by powiedzieé tyle, ze filozofia matema-
tyki formalistow przeciwstawia sie koncepcji matematyki I. Kanta, tak jak
nominalizm przeciwstawia sie konceptualizmowi. Taka teza wynika jednak
ze zbyt powierzchownej znajomosci filozofii matematyki skonfederowanej
z formalizmem albo tez utozsamienia jej wylacznie z tzw. formalizmem $ci-
stym, reprezentowanym przez H. B. Curry’ego. W istocie kantyzm zasadni-
czo wplynal na niektére podstawowe rozwiazania filozoficzne, przyjete przez
twérce formalizmu, D. Hilberta.

Podzielil on matematyke na dwie czeéci, finistyczna, opisujaca konkretne
skonczone przedmioty, oraz infinistyczna, opisujaca nieskonczono$é aktu-
alng. Odno$nie do pierwszej wysuwal nastepujace — odwolujace sie do kon-
cepcji I. Kanta — twierdzenia: ,w uznaniu, ze takie warunki [wstepne wa-
runki wnioskowania logicznego — J. D.] musza by¢ uwzgledniane, zgadzamy
sig¢ catkowicie z filozofami, w szczegélnoéci z Kantem. Juz on uczyl — i sta-
nowi to integralna cze$¢ jego nauki — ze matematyka posiada tre$¢ pewna
i niezalezng od jakiejkolwiek logiki i ze w zwiazku z tym nigdy nie moze zo-
sta¢ ugruntowana w oparciu o sama tylko logike. Dlatego tez proby Fregego
i Dedekinda nie doprowadzily do niczego. Jako warunek wstepny stosowa-
nia wnioskowan logicznych i wykonywania operacji logicznych dane juz jest
co$ w przedstawieniu (in der Vorstellung): [mianowicie] pewne pozalogiczne
konkretne obiekty, ktére jawia sie jako dos$wiadczane bezposrednio przed
wszelkim mysleniem. Jezeli wnioskowanie logiczne ma by¢ pewne, to obiekty
te musza sie dawaé catkowicie ogarna¢ jednym spojrzeniem we wszystkich
ich czesciach; ich wlasnoéci, réznice pomiedzy nimi, to ze nastepuja jedne po
drugich lub sg zestawione jedne obok drugich, jest bezposrednio pogladowo
dane wraz z tymi obiektami jako co$, co ani nie da sie zredukowaé do czegos
innego, ani nie potrzebuje takiej redukcji. To sg podstawowe zalozenia filo-
zoficzne, ktére uwazam za niezbedne zaréwno dla matematyki, jak i w ogole
dla jakiegokolwiek naukowego myslenia, rozumienia i komunikowania sie”.

Dalej D. Hilbert wyjasnia, ze owe przedlogiczne, dane przed wszelkim
mysleniem, obiekty to liczby naturalne: .1, 11, 111, 1111”. Wydaje sie, ze
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wedlug niemieckiego matematyka sa one konstruktami ludzkiego umystu,
danymi a priori. Zdania matematyki finistycznej wyrazaja sady o owych
obiektach. Musza to wiec by¢ sady a priori. Zdania te nie wyrazaja —
jak twierdzi D. Hilbert — sadéw logicznych, wedtug terminologii I. Kanta
analitycznych. Zatem twierdzenia matematyki finistycznej sa sadami synte-
tycznymi a priori, nieredukowalnymi do zdan logiki.

Mozna wiec stwierdzié¢, ze odnosnie do ontologii i epistemologii matema-
tyki finistycznej, D. Hilbert zgadzal sie zasadniczo z I. Kantem. Obiekty ma-
tematyki finistycznej sa konstruktami ludzkiego umyshu, sady matematyki
finistycznej sg sadami syntetycznymi a priori, nie sg one wywiedlne z logiki.
Nie jest zatem prawda, ze Hilbert zajmowal w ontologii matematyki stano-
wisko (wylacznie) nominalistyczne. Matematyka finistyczna posiada pewna
tres¢. Dopiero w ramach programu formalizacji i budowy teorii dowodu
(metamatematyki) zajal stanowisko, ktére mozna nazwaé nominalizmem
metodologicznym: formuly matematyki (finistycznej i infinistycznej) nalezy
traktowac tak, jakby nie posiadaly one zadnych znaczen. Zas w zakresie on-
tologii i epistemologii matematyki finistycznej zajal stanowisko kantowskie.

W jednym jeszcze — doniostym — punkcie swej koncepcji D. Hilbert
nawigzal do filozofii I. Kanta. Mys¢liciel z Krolewca akceptowal istnienie
nieskonczonosci aktualnej, twierdzac, ze jest ona jedna z idei rozumu, dla
ktérych nie sposéb znalezé rzeczowej podstawy w $wiecie zjawiskowym. Te
my$l podjal D. Hilbert, dostosowujac ja do stanu matematyki i fizyki po-
czatku dwudziestego wieku. Za powstanie antynomii teoriomnogosciowych
niektérzy matematycy, zwigzani gtéwnie z kierunkiem intuicjonistycznym,
winili stosowanie w matematyce zbiorow aktualnie nieskonczonych. Wpraw-
dzie kryzys zostal przezwyciezony, dzieki zbudowaniu aksjomatycznych teo-
rii mnogoéci oraz teorii typéw logicznych, ale to wcale nie gwarantowalo
jeszcze tego, ze w matematyce, w ktorej nadal postugiwano si¢ zbiorami
nieskonczonymi, nie wystapia inne, dotychczas nieznane antynomie. D. Hil-
bert postanowil broni¢ matematyki z nieskonczonoscia aktualng. Owszem,
nauka dostarczala stosownej wiedzy, ze w rzeczywistosci fizycznej nie ist-
nieja wielkosci nieskoniczenie male. Kosmologia einsteinowska potwierdzala,
ze nawet najwiekszy obiekt, wszech§wiat, nie jest nieskonczenie wielki. Ale
to zdaniem Hilberta nie stanowilo jeszcze stosownej podstawy, by elimi-
nowa¢ nieskonczonos$é aktualng z matematyki. Jest ona bowiem wtlasnie
ideg rozumu w sensie kantowskim, pojeciem, dla ktorego nie sposéb znalezé
rzeczowe]j podstawy. Matematyka i tak od dawna postuguje si¢ elementami
idealnymi. Jako przyktad D. Hilbert podawal wprowadzenie liczb urojonych
(np. i = /—1), ktére — jak pisal — w rzeczywistosci nie istnieja. Twier-
dzenia idealne wprowadzano, aby uprosci¢ twierdzenia o istnieniu i liczbie
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pierwiastkow. Tak samo dla zachowania prostych regut formalnych logiki
arystotelesowskiej trzeba doda¢ do twierdzen finistycznych stwierdzenia ide-
alne, dotyczace nieskonczonoéci aktualnej!”.

D. Hilbert nie przejal jednak do konica kantowskiej koncepcji nieskonczo-
noéci aktualnej jako idei rozumu. I. Kant twierdzil, ze idea nieskonczonosci
jest niesprzeczna, natomiast Hilbert uwazal, ze wprowadzenie tej idei oraz
opisujacych ja twierdzen idealnych do matematyki wymaga jeszcze dodat-
kowo dowodu niesprzecznosci tak zbudowanego systemu. Uwazal, ze taki
dow6d mozna przeprowadzi¢ w ramach proponowanej przez niego teorii do-
wodu (metamatematyki)'®.

Przeprowadzone badania wykazaly, ze dorobek 1. Kanta w zakresie filo-
zofii matematyki, stanowil bardzo wazny element dziedzictwa mysli w tym
zakresie. Do tego stopnia opanowal on sposdb rozumienia matematyki
w XIX wieku, ze powstajace u poczatku wieku XX koncepcje podstaw ma-
tematyki musialy zmagaé sie z dziedzictwem I. Kanta, nie mogac przejsé
obok niego obojetnie. Kantyzm stanowil dla filozofii stowarzyszonych z po-
szczegblnymi kierunkami badan podstaw matematyki istotny, jesli nie naj-
wazniejszy punkt odniesienia. I tak twércy logicyzmu wlozyli wiele wysitku
w probe podwazenia tezy Kanta, ze twierdzenia matematyki sg sadami syn-
tetycznymi a priori. Intuicjonizm w istocie przejal mysl kantowska i za-
adaptowal ja do stanu matematyki z poczatku dwudziestego wieku. Nawet
twoérca formalizmu, D. Hilbert, swa koncepcje ontologii i epistemologii mate-
matyki finistycznej oraz koncepcje nieskoniczonosci jako idei rozumu przejal
od I. Kanta.

17Por. tamze, s. 299-300. D. Hilbert wspomnial w swej wypowiedzi o krytyce zasad
logiki arystotelesowskiej, stosowanej w matematyce, ktora przeprowadzil L. Kronecker.
Uwazal, ze nalezy jednak rozciagnaé zasady tejze logiki na nieskoniczonne obiekty (zbiory,
liczby) i tak budowane twierdzenia wprowadzié jako idealne do matematyki.

18Drugie twierdzenie Gédla pokazato, ze zbudowanie takiego dowodu dla arytmetyki
liczb naturalnych, przy pomocy srodkéw dostepnych w tej teoni, jest niemozliwe. Pierwsze
twierdzenie G dla podwazyto inne przekonanie D. Hilberta, o zupelnosci (niesprzecznej)
matematyki.



