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METODA MATEMATYKI WEDtUG B. BOLZANO

W ksigzce Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der
Mathematik', napisanej przez mtodego, dwudziestodziewiecioletniego
B. Bolzano (1781-1848) i wydanej w Pradze w roku 1810, znajduje si¢
rozdzial po§wigcony metodzie matematycznej. Celem niniejszego ar-
tykutu bedzie przeanalizowanie Bolzanowskiej koncepcji metody ma-
tematyki i — gdzie to mozliwe — pokazanie, ze w wielu wypadkach
antycypowala ona istotne rozstrzygniecia w zakresie metody matema-
tyki, poczynione znacznie pdézniej. Wazne bedzie rowniez wskazanie
»zaplecza” filozoficznego Bolzanowskiej metodologii matematyki.

Przed przystagpieniem do prezentacji koncepcji metody matema-
tyki B. Bolzano trzeba jednak poczyni¢ kilka uwag dotyczacych stanu
refleksji metodologicznej nad matematykg na przetomie osiemnastego
i dziewietnastego wieku.

Od czasow opublikowania Elementéow Euklidesa uptynety wlasnie
dwa tysigclecia. Geometria byta nadal wyktadana jak za czaséw Eu-
klidesa i odpowiednie fragmenty jego dzieta stanowily nadal podsta-
wowy podrecznik geometrii. Metoda zaproponowana przez Euklidesa
w geometrii byla metodg aksjomatyczno—dedukcyjng. W pozostatych
dziedzinach matematyki oczywiscie dedukowano twierdzenia, wycho-
dzac z twierdzen wczeSniej zadomowionych w tych dyscyplinach. Ale
refleksja nad podstawami tych dyscyplin byta w tak wezesnym stadium
rozwoju, ze matematycy nie byli jeszcze w stanie poda¢ dla nich list

“UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy Srodkéw automatycz-
nych; mozliwe sa wiec pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana
(obi@opoka.org). Tekst elektroniczny posiada odrebng numeracj¢ stron.

'Reprint ksigzki B. Bolzano opublikowany zostal w Acta historiae rerum natura-
lium nec non technicarum. Czechoslovak Studies in the History of Science, Prague
1981, Special Issue 12.
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aksjomatéw. Dotyczylo to wszystkich dziatéw arytmetyki, rachunku
rézniczkowego i catkowego, rachunku prawdopodobienistwa. Tak wiec
metodg aksjomatyczno—dedukcyjng nie objeto do tego czasu jeszcze
catej matematyki. W sposéb Scisly stosowano ja wylacznie w geo-
metrii. Z drugiej strony, istniata niewatpliwie tendencja, aby metode
aksjomatyczno—dedukcyjng zastosowac nie tylko w innych dziatach
matematyki, ale rowniez poza nig. Przykladem moze by¢ chociazby
préba aksjomatyczno—dedukcyjnego wyktadu filozofii przez B. Spi-
noze w jego Etyce. Nalezy tez pamictaé, ze metode aksjomatyczno—
dedukcyjng stosowano z powodzeniem od czaséw Arystotelesa w tym
fragmencie logiki predykatéw, jakim jest sylogistyka zdafi asertorycz-
nych, oraz starano si¢ ja zastosowaé w sylogistyce zdan modalnych.

Na poczatku analizowanego rozdziatu B. Bolzano stawia w istocie
dwa zasadnicze twierdzenia. Przede wszystkim mdéwi ogdlnie o me-
thodus mathematicus. Juz stad mozna wyciaggna¢ wniosek, ze jest on
zwolennikiem jednej metody, stosowanej do wszystkich dziatéw ma-
tematyki. Poza tym stwierdza, ze t¢ metod¢ matematyczng mozna
stosowac do wszystkich dziedzin nauki. Zatem i u niego dostrzegalne
jest przekonanie o uniwersalnym, powszechnym charakterze metody
matematycznej2 .

Dalej formutuje B. Bolzano epistemologiczno—ontologiczne za-
lozenia metody matematycznej. Zaktada istnienie pewnego ,.kréle-
stwa prawdy” (Reich der Wahrheit), tworzonego przez wszystkie sady
prawdziwe. Stwierdza, ze w owym zbiorze wszystkich prawdziwych
sadow istnieje pewien obiektywny porzadek, niezalezny od subiek-
tywnych i przypadkowych przekonan podmiotéw poznajacych®. Kon-
cepcja obiektywnie istniejacego ,.krélestwa prawdy” jest zblizona do
zaprezentowanej o wiele p6Zniej koncepciji ,,trzeciego §wiata” K. Pop-
pera. Nie ma jest to kwestig przypadku, bowiem filozof austriacki za-
czerpnal owg ide¢ miedzy innymi od B. Bolzano. Tyle Zze obiektywne
,krélestwo prawdy” B. Bolzano jest — jak sie wydaje — odwieczne

Por. B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Mathematik,
Prag 1810, s. 38-39.
3Por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 39-40.
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i atemporalne. Podmiot poznajacy jedynie ,,odkrywa” nalezace do
niego odwieczne sady.

Na czym polega obiektywny porzadek w zbiorze sadéw praw-
dziwych? Sprowadza si¢ on do tego, ze niektére sady sg podstawa
(Grund) innych sagdéw, te drugie zas sg konsekwencjami (Folge) pierw-
szych. B. Bolzano nie definiuje tych poje¢ (podstawy i konsekwencji)*.
Z jego dalszych rozwazan wynika jednak, ze sad g jest konsekwencja
sadu p, jesli istnieje cigg dowodow sadu g, w ktérym przynajmniej raz
jako przestanka wystepuje sad p. Woéwczas sad p jest podstawa sadu
q. Pojecie dowodu réwniez jest u B. Bolzano doprecyzowane, miano-
wicie przez odniesienie do odpowiednich regut dowodowych, ktérych
dostarcza rozbudowana sylogistyka zdar asertorycznych Arystotelesa,
sylogistyka zdait modalnych i przyjmowane implicite niektére tezy kla-
sycznego rachunku zdari (na przyktad w dowodach apagogicznych)’.

Zdaniem B. Bolzano, istotnym celem metody naukowej jest takie
uporzadkowanie sadéw prawdziwych podmiotu poznajacego, aby od-
zwierciedlaly one 6w obiektywny porzadek panujacy w ,krolestwie
prawdy”®. Zatem celem dzialania naukowcéw nie jest nic innego,
jak ,,odkrywanie” obiektywnie uporzadkowanego ,krélestwa prawdy”.
Praski filozof doprecyzowuje nastepnie, ze pierwszym zadaniem me-
tody naukowej jest znalezienie ostatecznych podstaw (Gruende) sa-
déw naukowych, a nastepnym zadaniem wyprowadzenie konsekwen-
cji z tych podstaw i réwnoczesnie pewnego rodzaju ¢wiczenie w po-
prawnym mysleniu, ktére powinno prowadzi¢ do pewnosci wszystkich
przekonai podmiotu poznajacego’ .

Po zarysowaniu zalozeni epistemologiczno—ontologicznych i celéw
stosowania metody naukowej przeszed! B. Bolzano do relacjonowa-
nia szczegdétéw swej koncepcji metody matematyki. Rozpoczat od
omoOwienia funkcji definicji (Erklaerungen, definitio), dlatego ze do
jego czasOw uwazano powszechnie, ze wyktad matematyki — i in-

“Por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 40.

SPor. B. Bolzano, dz. cyt, s. 63-68, 122-125.
%Por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 40.

"Por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 41-42.
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nych dyscyplin nauki — powinien si¢ rozpoczyna¢ od zdefiniowania
stosownych poje¢. Nalezy wspomnieé, ze tak wlasnie postapit réwniez
Euklides, ktéry przed wprowadzeniem aksjomatow geometrii staral si¢
zdefiniowad pojecia wystepujace w aksjomatach, czyli te pojecia, ktére
we wspolczesnych aksjomatykach nazywa si¢ pojeciami pierwotnymi.
B. Bolzano stwierdzil, iz definicje (Erklaerung, definitio) pojgcia ro-
zumie jako podanie dwu lub wiecej nastepnych (naechsten) czgsdci
sktadowych (Bestandtheile), z ktérych jest ztozone dane pojecie. Na-
stepnie doprecyzowal, ze definicja pojecia A posiada ogélng forme:
,»a, ktore jest a, jest A” albo ,,(a z @) = A”; gdzie a i @ oznaczaja
réwniez pojecia. Z przyjecia takiej ogdlnej formy definicji poje¢ wy-
nika, zdaniem B. Bolzano, Ze ,,prawdziwe” (wahre) definicje posiadaja
wylacznie pojecia ztozone (i dlatego tez rozkladalne), i Ze te pojecia
posiadajg zawsze definicje. Natomiast proste pojecia, to znaczy takie,
ktére nie dajg si¢ roztozy¢ na rézne od siebie i r6zne od rozkfada-
nego pojecia, nie mogg by¢ zdefiniowane. Praski filozof podaje dwa
argumenty majace, jego zdaniem, potwierdzac teze, ze istnieja pojecia
proste (to znaczy niedefiniowalne). Po pierwsze, ma o tym $wiadczyé
subiektywna niemozliwos$¢ roztozenia niektérych pojec. Po wtdre,
gdyby zatozy¢, ze nie istniejg pojecia niedefiniowalne (proste), trzeba
by przyjaé, ze kazde pojecie mozna by rozktada¢ w nieskoriczonosé,
budujac nieskoriczony taficuch definicji®.

Nastepnie B. Bolzano podaje dwie reguly, ktére maja utatwic roz-
strzygniecie, czy dane pojecie jest pojeciem prostym (niedefiniowal-
nym). Najpierw twierdzi, Ze jeSli w mysleniu podmiotu poznajacego
dany przedmiot pojawia si¢ jako zlozony, to pojecie, pod ktére pod-
pada ten przedmiot, nie moze by¢ pojeciem prostym (niedefiniowal-
nym). Zamysl praskiego filozofa mozna wyjasni¢ na przykladzie.
O tréjkacie mysli sie jako o przedmiocie ztozonym. Skfada si¢ on
bowiem z trzech bokéw. Zatem — wedtug koncepcji B. Bolzano —
pojecie trojkata jest réwniez ztozone i jako takie nie moze by¢ po-
jeciem prostym (niedefiniowalnym)?. Druga regula stwierdza, ze nie

8Por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 42-44.
9Por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 44-45.
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kazde pojecie, dla ktérego istnieje pojecie ogdlniejsze, przestaje byc
pojeciem prostym (niedefiniowalnym). B. Bolzano wyjasnia jeszcze
raz w tym miejscu, Ze pojecie przestaje by¢ pojeciem prostym wtedy
i tylko wtedy, kiedy jest ono rozktadalne. Za$§ do roztozenia pojecia
nalezy podanie co najmniej dwu czgséci skladowych (Bestandtheilen),
z ktérych kazda jest “mozliwa do pomyslenia” (gedenkbar). Moze za-
istnie¢ taka sytuacja, ze nawet jeSli przyjmie sie za czg$¢ sktadowa roz-
ktadanego pojecia istniejgce pojecie ogdlniejsze, pod ktdre to pierwsze
podpada (genus proximus), to nie mozna znaleZ¢ dla niej ,,mozliwej
do pomyslenia” drugiej czesci sktadowej (differentia specifica). Praski
matematyk podaje w tym miejscu jako przyktad probe zdefiniowania
pojecia punktu. Jesli w tej definicji przyjmie si¢ jako genus proximus
pojecie przedmiotu przestrzennego, to nie sposéb znaleZé differentia
specifica, ktoéra dodana do pojecia przedmiotu przestrzennego pozwo-
litaby zdefiniowa¢ pojecie punktu. Dlatego, jego zdaniem, pojecie
punktu jest pojeciem prostym, niedefiniowalnym!©.

Przy okazji B. Bolzano porusza kwesti¢, czy pojecie definiowalne
posiada jedna, czy tez wiccej definicji. Z jego tekstu wynika, ze przyj-
muje on jednoznaczno$¢ rozkladu kazdego pojecia na pojecia proste.
I w tym znaczeniu kazde pojecie posiada doktadnie jedna definicje.
Owszem, mozna réwniez definiowa¢ wiele poje¢ ztozonych, nie odwo-
lujac sie do ,.fundamentalnych” pojec¢ prostych. Ale B. Bolzano zdaje
si¢ przyjmowaé, ze wlasciwg definicja jest ta ztozona z pojeé pro-
stych i w tym znaczeniu kazde pojecie ztozone (definiowalne) posiada
dokladnie jedna definicje''.

Z tego co praski filozof powiedzial na temat poje¢ prostych wy-
ciagga on dalszy wniosek dotyczacy tego, czy wyklad matematyki —
i jak nalezy si¢ domy§la¢ — innych nauk nalezy zaczyna¢ od definicji.
Ot6z jego zdaniem u poczatku systemu matematyki stoja pojecia pro-
ste, ktérych nie sposéb definiowaé, sa one bowiem niedefiniowalne.
Tak wiec nie wolno — i w istocie ze wzgledu na niedefiniowalno$¢
poje¢ prostych nie mozna — rozpoczyna¢ wykladu matematyki od de-

'0Por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 47-48.
"Por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 49.
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finicji. Ten postulat metodologiczny jest dokladnym przeciwiefistwem
tego, co zastal praski filozof w tradycji metodologicznej matematyki.
Dlatego pozwolit on sobie wprost na krytyke wyktadu geometrii prze-
prowadzonego w Elementach Euklidesa, gdzie najpierw zdefiniowano
pojecia, ktérych pewne wiasnosci nastgpnie opisano w aksjomatach!?.

Zatem postulat metodologiczny B. Bolzano nalezy traktowac jako
zerwanie z dotychczasowa praktyka metodologiczna, trwajaca od dwu
tysiecy lat. Dlatego mozna tutaj nawet méwi¢ o malej ,,rewolucji”
w metodologii matematyki. Nalezy tez wspomnieé, ze wspétczesna
matematyka postepuje w istocie doktadnie tak, jak zalecal B. Bol-
zano. Wprowadza najpierw do wyktadu naukowego tak zwane pojecia
pierwotne, ktére nie sg definiowane, i opisuje ich wtasnosci w aksjo-
matyce. Tak wiec mozna stwierdzi¢, ze to wlaSnie B. Bolzano jest
pomystodawcg tego tak waznego postulatu w metodologii matema-
tyki'3.

Z catego kontekstu pracy B. Bolzano wynika natomiast, ze wszyst-
kie inne pojecia wprowadzane do matematyki, a wiec pojecia ztozone
(z definicji definiowalne), musza otrzymaé w wyktadzie stosowna de-
finicje.

Pozostat jednak istotny dla B. Bolzano problem, jak porozumiec
si¢ z czytelnikami podrecznika co do znaczefi — cho¢ explicite ter-
minu ,,znaczenie” (Bedeutung) nie uzywa — poje¢ prostych, ktére
zasadnie tez mozna dalej nazywaé pojeciami pierwotnymi.

Aby jednak zaprezentowal rozwigzanie tego problemu przez
B. Bolzano, trzeba pewnych zasadniczych wyjasnien. We wste-
pie do analizowanego tekstu praski filozof przedstawit kilka zato-
zefi ontologiczno—epistemologicznych, ktérymi kierowat sie, budujac
swojg metodologie matematyki. Dotyczyly one istnienia obiektyw-
nego i uporzadkowanego ,.krélestwa prawdy”, zbioru obiektywnie ist-
niejacych sadéw prawdziwych. Tg ledwo naszkicowang koncepcje roz-
budowat B. Bolzano w swoich p6Zniejszych dzietach, przede wszyst-

2Por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 53.
3B. Bolzano sam przyznaje, ze pierwszym, ktéry krytykowat definiowanie przez
Euklidesa poje¢ pierwotnych byt Ramus [por. B. Bolzano, dz. cyt, s. 53].
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kim w Wissenschaftslehre, pracy wydanej w roku 1837. Paralelnie
do tej koncepcji zaprezentowal on w monumentalnym dziele z roku
1837 swoja koncepcje poje¢. Podobnie jak w swej koncepcji sadow
prawdziwych, rozwingt on tam teori¢ subiektywnych i obiektywnych
pojec. Pojecia obiektywne sg w istocie przedmiotami idealnymi (abs-
trakcyjnymi). Pojeciami subiektywnymi postuguja sie¢ podmioty po-
znajace. Dziedzina pojec¢ subiektywnych powinna — i to jest réwniez
jeden z istotnych celéw metody naukowej — odwzorowywaé wzajem-
nie jednoznacznie dziedzing poje¢ obiektywnych. Chociaz B. Bolzano
nie zbudowal explicite teorii znaczenia, to jednak wydaje si¢, ze wla-
$nie pojecia obiektywne sg znaczeniami poje¢ subiektywnych i termi-
néw, ktére oznaczajg te pojecia subiektywne w jezyku. Tym samym,
jak sie wydaje, postulowal B. Bolzano implicite taka teori¢ znaczenia,
w ktérej znaczeniami terminéw — i, w jego wypadku, réwniez pojec
subiektywnych — s3 przedmioty idealne'*.

Wyjasniajagc w swym tekscie z roku 1810 problem, jak matema-
tyk powinien porozumie¢ si¢ z czytelnikami co do znaczen pojec
pierwotnych zaktadal B. Bolzano — jak mozna przypuszczaé przez
analogie¢ do naszkicowanej juz wtedy przez niego teorii obiektywnych
sadéw prawdziwych — przynajmniej implicite swoja teori¢ pojec su-
biektywnych i obiektywnych. Dlatego mozna przypuszczal, ze zda-
niem praskiego matematyka, naukowiec starajac si¢ wprowadzi¢ do
nauki pojecia proste (pierwotne), najpierw w jaki§ — nie sprecyzo-
wany na tym etapie badafi przez B. Bolzano — sposéb ,,odkrywal”,
pierwotne pojecia obiektywne. ,,Odkrycie” to bylo zwiericzone ,,utwo-
rzeniem” w umyS$le matematyka odpowiednich pierwotnych poje¢ su-
biektywnych. Nastepnie matematyk byl zobowigzany do wybrania
Iub ,,zbudowania” w jezyku dla poje¢ prostych (pierwotnych) ,,wla-
Sciwych” (eigenthuemliche) nazw. Uzycie przez B. Bolzano terminu
,wlasciwe” (eigenthuemliche) nazwy, zdaje si¢ wskazywaé, ze jego
zdaniem mozna bylo w zbiorze nazw jezyka naturalnego, albo raczej

“Dzisiaj coraz czeiciej podkresla sie, ze znani twércy teorii znaczenia, tacy jak
G. Frege czy tez E. Husserl, znajdowali inspiracj¢ do zbudowania swoich teorii wla-
$nie w Wissenschaftslehre B. Bolzano.
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w zbiorze nazw jezyka naturalnego powickszonym o pewne sztucznie
stworzone nazwy, znaleZz¢ podzbiér izomorficzny z dziedzing pojec
obiektywnych. To jest wlasnie zbidr nazw ,,wlasciwych”. W Swietle
tego, co stwierdzono wczesniej, znaczeniem nazw — oraz odpowied-
nich poje¢ subiektywnych — byly w istocie dla B. Bolzano stosowne
pojecia obiektywne rozumiane jako przedmioty idealne.

Po tym wprowadzeniu mozna pokazaé, jak B. Bolzano rozwiazat
postawiony problem, dotyczacy porozumienia si¢ z odbiorcami, co do
znaczenia wprowadzanych do wyktadu matematyki pojec¢ (subiektyw-
nych) pierwotnych. Mozna to, zdaniem praskiego filozofa, uczynié
na dwa sposoby. Pierwszy polega na tym, ze po prostu czytelnicy
podrecznika mogg posiada¢ juz na oznaczenie wprowadzonego poje-
cia (subiektywnego) pierwotnego pewne wlasne stowa lub ,,zwroty”
(Redensarten), ktére odnoszgc si¢ do danego pojecia (subiektywnego)
pierwotnego wskazuja tez na odpowiednie znaczenie — czyli poje-
cie obiektywne — jednoznacznie dla B. Bolzano zwigzane z danym
pojeciem subiektywnym. Woéwczas wystarczy wskazaé jedynie czy-
telnikowi na uzywane przez niego stowa lub zwroty oznaczajace to
wlasnie pojecie pierwotnels.

Moze jednak zaistnie¢ taka sytuacja, ze czytelnicy podrecznika nie
beda posiadali wlasnych stow czy tez ,,zwrotéw” (Redensarten), ktore
oznaczalyby wprowadzone pojecie pierwotne, a zatem nie beda zdolni
w sposob przedstawiony wczesniej zwigza¢ odpowiedniego znacze-
nia — pojecia obiektywnego — z nazwa uzyta przez matematyka na
oznaczenie pojecia pierwotnego. Wowczas znaczenie pojecia pierwot-
nego mozna ustali¢ w nastepujacy sposob: wypowiada si¢ kilka zdafi,
w ktérych wystepuje w réznych zwigzkach nazwa — nieznana czy-
telnikowi — ,,wlasciwa” (eigenthuemliche) pojecia (subiektywnego)
pierwotnego, co do znaczenia ktérego — pojecia obiektywnego —

15 Aber wie faengt er [der Mathematiker — J.D.] es an, sich ueber solche einfache
Begrifte, und ueber das Wort, das er zu ihrer Bezeichnung waehlt, mit seinen Lesern
zu verstaendigen? — Die Schwierigkeit ist eben nicht grol. Denn entweder besitzen
seine Leser bereits gewisse Worte oder Redensarten, womit sie diesen Begriff beze-
ichnen; und dann braucht er sie nur auf jene hinzuweisen, [...]”, B. Bolzano, dz. cyt,
s. 54.
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nalezy si¢ porozumieé. Z poréwnania tych zdar czytelnik sam ,,abstra-
huje” (abstrahiret) znaczenie nieznanego stowa, czyli to, jakie pojecie
obiektywne ono oznacza'S.

W tym miejscu B. Bolzano podaje stosowny przyktad. Juz wcze-
S$niej ustalit on, Ze pojecie punktu jest pojeciem niedefiniowalnym,
czyli prostym, pierwotnym. Jednak znaczenie nazwy ,,punkt”, czyli
pojecie obiektywne, ktdre zwiazane jest z ta nazwa, moze — jego
zdaniem — kazdy ,,wyabstrahowac” z nastepujgcego zestawu zdar,
w ktérym pojawia si¢ ta nazwa: ,,punkt jest czym§ prostym w prze-
strzeni”, ,,punkt jest granica linii i sam nie jest czeScig linii”, ,,punkt
nie ma ani zadnej rozciagtosci wzdtuz, ani wszerz, ani w gtab”!”.

Poniewaz pojecia proste (pierwotne) sg niedefiniowalne, dlatego
zadne zdanie ze zbioru zdaf, z ktérego mozna — wedtug B. Bolzano
— ,,wyabstrahowa¢” znaczenie pojecia pierwotnego, nie moze by¢
definicja (Erklaerung) takiego pojecia. Praski filozof uzywa na okre-
Slenie calego wspomnianego zbioru zdan terminu ,,opis” (Umschre-
ibung). Podanie takiego opisu (opiséw) powinno — jego zdaniem —

16 Oder sie [die Leser — J.D.] haben noch kein eigenes Zeichen fuer seinen mit-
zutheilenden Begriff; dann hilft er [der Mathematiker — J.D.] sich dadurch, daf
er mehrere Saetze ausspricht, in welchen der zu verstaendigende Begriff, mit se-
inem eigenthuemlichen Worte bezeichnet, unter Verschiedenen Verbindungen ersche-
int. Aus der Vergleichung diese Saetze abstrahiret sich dann der Leser selbst, welchen
bestimmten Begriff das unbekannte Wort bezeichne”, B. Bolzano, dz. cyt, s. 54-55.

17. So kann z. B. aus den Saetzen: der Punct ist das einfache im Raume, er ist die
Grenze der Linie, und selbst kein Theil der Linie, er hat weder eine Ausdehnung in
die Laenge, noch in die Breite, noch in die Tiefe, u.s.w. ein jeder abnehmen, welchen
Begriff man mit dem Worte Punct bezeichne”, B. Bolzano dz. cyt, s. 55.

Warto jeszcze zwrdci¢ w tym miejscu uwage na nastgpne zdanie napisane przez
B. Bolzano: ,,Diefl Mittel ist bekanntlich dasjenige, durch welches wir jeder die ersten
Wortbedeutungen in unserer Muttersprache kennen lernten”, B. Bolzano dz. cyt, s. 55.
Uzywa on w tym miejscu jeden jedyny raz terminu ,,znaczenie” (Bedeutung) w zbitce
Wortbedeutung. 7 catego kontekstu jednoznacznie wynika, Ze znaczeniem stowa jest
dla niego pojecie — mozna dodaé: rozumiane obiektywnie. Dlatego stuszne bylo
przyjecie w budowaniu instrumentarium dla przeanalizowania tekstu B. Bolzano jego
péZniejszej, zarysowanej jedynie implicite w Wissenschaftslehre, teorii znaczenia,
wedtug ktérej znaczeniem nazw i odpowiadajacych im poje¢ subiektywnych sa pojecia
obiektywne, rozumiane jako przedmioty idealne.



10 Jerzy DADACZYNSKI

by¢ pierwszg czynnoscig w kazdym wykladzie teorii, ktéra postuguje
sie pojeciami prostymi (pierwotnymi)'8.

Nalezy w tym miejscu poczyni¢ kilka bardzo istotnych uwag. Na
przetomie dziewigtnastego i dwudziestego wieku, prawie sto lat po
napisaniu analizowanego tekstu przez B. Bolzano, zacz¢to — miedzy
innymi na skutek odkrycia antynomii w podstawach matematyki —
intensywnie aksjomatyzowac wszystkie teorie matematyczne. Oczy-
wiScie nie definiowano juz wtedy wprowadzanych do teorii poje¢ pier-
wotnych. Wyktad teorii rozpoczynano od wprowadzenia kilku zdan,
w ktérych wystepowaly tylko terminy pierwotne. Ten zbidr zdan uwa-
zano — chociazby w szkole konwencjonalistycznej — za ,,definicje
uwiktang” poje¢ pierwotnych danej teorii. Inni — na przyktad niekt6-
rzy przedstawiciele szkoly formalistycznej — twierdzili, Ze ten zbidr
zdait wyznacza znaczenia termindéw oznaczajacych pojecia pierwotne.
Mozna bardzo tatwo zauwazy¢, ze w zasadzie Bolzanowska koncepcija
wyznaczenia znaczen pojec pierwotnych teorii, przez podanie ,,opisu”
(Umschreibung), czyli zbioru kilku zdan na poczatku teorii, w ktérych
wystepuja terminy oznaczajace pojecia proste (pierwotne), antycypuje
idee definicji uwiktanej terminéw pierwotnych, wprowadzona do ma-
tematyki prawie sto lat péZniej. 1 w tym zakresie tekst B. Bolzano
wyznacza zatem istotny przetom i postep w metodologii matematyki.
Istnieje jednak pewien szczegdét, ktéry moze rézni¢ nieco koncepcije
Bolzanowska od koncepcji metodologicznych z poczatku dwudzie-
stego wieku. Mianowicie B. Bolzano nie rozstrzyga explicite, czy
wprowadzony na poczatku teorii ,,opis” (Umschr eibung) poje¢ pro-
stych (pierwotnych) jest tozsamy ze zbiorem aksjomatéw danej teorii.
Natomiast na poczatku dwudziestego wieku twierdzono, ze ,,definicje
uwiktang” poje¢ pierwotnych stanowi wiasnie zbidr aksjomatéw danej
teorii. Mimo tego braku mozna jednak z cala pewnoScig zauwazy¢

'8_Solche Verstaendigungen koennte man etwa zum Unterschiede von einer eigen-
tlichen Erklaerung — Bezeichnungen oder Umschreibungen nennen. Auch sie geho-
eren dann unter die Classe der willkuerlichen Saetze, in wie fern man durch sie nichts
anders beabsichtigt, als einem gewissen Begriffe ein eigenes Zeichen zu verschaffen.
Sie waeren zugleich das erste, womit ein jeder wissenschaftliche Vortrag anfangen
muB, wofern er einfache Begriffe hat”, B. Bolzano, dz. cyt, s. 56.
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w tekscie B. Bolzano zalgzki koncepcji ,.definicji uwiklanej” pojec
pierwotnych, czy tez wyznaczenia ich znaczefi przez zbiér zdan (ak-
sjomatyke teorii) — koncepcji wprowadzonych do matematyki dopiero
sto lat péZniej.

Swoje rozwazania dotyczace funkcji poje¢ prostych (pierwotnych)
w teoriach matematycznych koniczy B. Bolzano stwierdzeniem, ze
dla kazdej dyscypliny matematycznej nalezy na samym poczatku jej
wyktadu poda¢ pelng liste¢ poje¢ prostych (pierwotnych) danej teorii.
Spetnienie tego postulatu uwaza on za konieczny warunek zaprowa-
dzenia ,,porzadku” (Ordnung) w matematyce!®. To réwniez bardzo
istotny postulat, ktéry pelne zrozumienie znalazt dopiero na poczatku
dwudziestego wieku, gdy w wyniku kryzysu podstaw matematyki za-
czeto intensywnie dazy¢ do aksjomatyzacji wszystkich dyscyplin ma-
tematyki. Aksjomatyzacja wymagata klarownego ustalenia petnej listy
terminéw pierwotnych danej dyscypliny matematycznej, a Scislej mo-
wigc — danej teorii. Tak czyni si¢ i wspélczeSnie w matematyce
— przed przystgpieniem do zbudowania konkretnej teorii podaje si¢
pelna liste jej pojec¢ pierwotnych. Poczatku tego wymogu nalezy si¢
dopatrywa¢ wtasnie w koncepcji metodologii matematyki B. Bolzano.
Trzeba dodaé, ze za jego czasOw taki postulat nie byl wcale oczy-
wisty. Poza geometrig nie formutowano aksjomatyk innych dziedzin
matematyki. Z tym wiazal si¢ rowniez fakt, ze nie podawano i cze-
sto nie uS§wiadamiano sobie — poza geometria — jakie pojecia sa
pojeciami pierwotnymi danej dyscypliny matematycznej. Na tym tle

19 Man hat es der Mathematik schon oft nicht ganz mit Unrecht vorgeworfen, daf3
sie von Eintheilungen beynahe gar keinen Gebrauch mache, woher denn eben jene
auffallende Unordnung, welche man in den mathematischen Disciplinen antriftt, ru-
ehre. In der That ist aber nichts schwerer, als diese Unordnung zu heben, und eine —
nicht blo} scheinbare, sondern wahre, naturgemaefe Ordnung einzufuehren. Hierzu
gehoeret nachmlich, dal man zuvor mit allen einfachen Begriffen und Grundsaetzen
dieser Disciplinen im Reinen sey, und bereits genau wisse, welcher der Vorsaetze ein
jeder Grundsatz zu seinem logisch-richtigen Beweise beduerfe oder nicht beduerfe”,
B. Bolzano, dz. cyt, s. 58.

Warto zauwazy¢, ze z powyzszego tekstu wynika, iz zdaniem B. Bolzano wszystkie
dyscypliny matematyczne posiadaja wlasne, specyficzne pojecia proste (pierwotne).
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mozna dopiero doceni¢ dalekowzroczno$¢ Bolzanowskiego postulatu
metodologicznego.

Wypada w tym miejscu podsumowac t¢ cze$¢ koncepcji meto-
dologii matematyki B. Bolzano, ktéra odnosi si¢ do poje¢ pierwot-
nych (prostych). W przeprowadzonych analizach zauwazono w istocie
cztery tezy B. Bolzano, ktére te czg$¢ jego koncepcji metodologii
zblizaja bardzo istotnie do wspélczesnej metodologii matematyki. Po
pierwsze, twierdzi on, ze kazda teoria matematyczna musi poslugi-
wac sie pojeciami prostymi (pierwotnymi). Po wtére, na poczatku
wyktadu nalezy poda¢ pelng liste poje¢ prostych (pierwotnych). Dalej
zauwaza on, ze poje¢ prostych (pierwotnych) nie powinno si¢ defi-
niowa¢ w sposob klasyczny (Erklaerung). Wreszcie twierdzi, ze zna-
czenie nazw poje¢ pierwotnych wyznacza zbidr zdan, wprowadzony
na poczatku teorii, w ktérych te nazwy wystepuja. Stanowi on jakby
,definicje uwiktana” poje¢ pierwotnych.

Jednak mimo zauwazonych uderzajacych zbieznosci Bolzanow-
skiej koncepcji poje¢ prostych (pierwotnych) teorii matematycznych
ze wspotczesnymi ujeciami metodologii matematyki istnieja tez pewne
zasadnicze réznice, ktére odrdézniajg mysl praskiego filozofa od kon-
cepcji wspotczesnych. Przede wszystkim B. Bolzano nie stwierdzit
wyraznie, ze ,.definicje uwiktane” (Umschreibungen) poje¢ prostych
(pierwotnych) to nic innego, jak aksjomatyka danej teorii, w ktorej
te pojecia wystepuja. Druga zasadnicza réznica wynika z przyjetych
przez B. Bolzano zatozen ontologiczno—epistemologicznych. Zdaniem
praskiego matematyka, istnieje dziedzina poje¢ obiektywnych, rozu-
mianych jako przedmioty idealne. Ta dziedzina jest odwieczna, atem-
poralna. Zatem w tym obiektywnym porzadku poje¢ raz na zawsze
okreslone jest, ktére pojecia s3 pojeciami prostymi, pierwotnymi da-
nej teorii. Sa to pojecia nie tylko nie definiowane w danej teorii,
ale z definicji, obiektywnie niedefiniowalne. Zadaniem uczonego jest
,;,odkrycie” — nie wiadomo doktadnie, w jaki sposéb — ktére pojecia
sg obiektywnie pojeciami pierwotnymi danej teorii, i wprowadzenie
ich do niej na samym poczatku. Natomiast wspélczeSnie uwaza si¢
zasadniczo, ze w istocie kazde pojecie moze petni¢ funkcje pojecia
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pierwotnego teorii. Trzeba tylko, by w taki sposéb natozono na te po-
jecia odpowiednie warunki w aksjomatyce, by byla ona niesprzeczna,
a aksjomaty byly niezalezne. Generalnie jednak trzeba stwierdzi¢, ze
zauwazone réznice nie odbieraja Bolzanowskiej koncepcji pojec¢ pro-
stych (pierwotnych) jej nowatorskiego charakteru.

Dalsze rozwazania B. Bolzano, odnoszace si¢ do metody matema-
tyki, dotycza aksjomatéw (Grundsaetzen). Praski matematyka starat
sie sformufowacd definicje aksjomatu. Wyszedt od okreslen aksjomatu,
ktére byly podawane we wspdétczesnych mu podrecznikach matema-
tyki i logiki. Skoncentrowal si¢ na dwu takich okresleniach. Wediug
pierwszego aksjomaty to takie zdania, ktére ze wzgledu na swa ja-
sno$¢ (Anschauulichkeit) czy tez oczywisto$¢ (Evidenz) nie wymagaja
zadnego dowodu. W drugim okresleniu stwierdza si¢, ze aksjomaty
to takie zdania, ktérych prawdziwo$¢ rozpoznaje si¢ natychmiast, gdy
tylko zrozumie si¢ ich sens?’.

Praski matematyk podjat polemike przede wszystkim z tym rozu-
mieniem pojecia aksjomatu, ktére opiera si¢ na kategoriach jasnosci
i oczywistodci. Jego zdaniem, owe cechy niezbyt si¢ nadaja jako kry-
teria podziatu wszystkich prawd na dwie klasy: aksjomatéw i twier-
dze.. Wymienia miedzy innymi takie powody: po pierwsze, jasno$¢
jest cechg, ktéra dopuszcza réznego rodzaju stopnie. Dlatego nigdy
nie bedzie mozna ustali¢, jaki stopien jasnoSci bedzie musiato mie¢
dane zdanie, aby mogto by¢ uznane za aksjomat. Po wtére, ze wzgledu
na rézne wyksztalcenie i r6zne do§wiadczenie stopiefi jasnoSci danego
zdania jest dla réznych ludzi rézny. Tak wiec jasnoS¢ i — jak mozna
siec domyS§la¢ — oczywisto§¢ — sg kategoriami subiektywnymi, przy
pomocy ktérych nie mozna obiektywnie orzekad, jakie zdanie jest ak-
sjomatem”'. Wida¢ zatem, ze B. Bolzano poszukiwat obiektywnych
kryteriéow, ktére pozwolityby odr6zni¢ aksjomaty od twierdzen. Poza
tym sformutowal on jeszcze jeden argument, ktéry mial potwierdzaé

20 Sie [die Grundsaetzen — J.D.] waeren Saetze die wegen ihrer Anschaulichkeit
(Evidenz) keines Beweises beduerfen; oder deren Wahrheit man erkennt, so bald man
nur ihren Sinn versteht”, B. Bolzano, dz. cyt, s. 59.

2IPor. B. Bolzano, dz. cyt, s. 60.
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stuszno$¢ jego tezy, ze jasno$¢ i oczywisto$§¢ zdan nie stanowig do-
brego kryterium pozwalajacego zdefiniowaé pojecie aksjomatu. Pra-
ski matematyk stwierdzit, ze wielu wybitnych matematykéw jasno$¢
i oczywisto$¢ niektérych zdaf nie powstrzymywata przed podawaniem
ich dowodu, z czego mozna wnioskowac, ze nie zaliczali ich do zbioru
aksjomatéw?>2.

Poszukujac wtlasnego i zarazem obiektywnego kryterium, ktére
pozwolitoby zaklasyfikowaé pewne zdania jako aksjomaty, zwrécit

22 Eben deshalb ist endlich der Grad der Anschaulichkeit auch bey verschiedenen
Menschen sehr verschieden; und was der eine oft ueberaus einleuchtend findet, ko-
emmt einem andern dunkel vor. Doch alles dieses scheinen, wie schon anmerkten,
die groefiten Mathematiker von jeher dunkel gefuehlt zu haben, indem sie auch selbst
die einleuchtenden Wahrheiten, wenn sie nur anders einen Beweis fuer sie ausfindig
zu machen wufiten, unter die Classe der Lehrsaetze aufnahmen”, B. Bolzano, dz. cyt,
s. 60.

Warto w tym miejscu dopowiedzieé, ze B. Bolzano wystepowal ostro przeciwko
przyjmowaniu zdar jasnych i oczywistych bez dowodu nie tylko na plaszczyznie re-
fleksji metodologicznej. Sam, w swej praktyce matematycznej, staral si¢ zaopatrywac
w dowody zdania jasne i oczywiste, ktore, jako takie, byly przyjmowane bez dowodu.
Wydaje si¢ jasne i oczywiste, Ze jeSli pewna funkcja f{x) okreslona jest dla wszyst-
kich liczb rzeczywistych pewnego przedziatu obustronnie domknigtego i funkcja ta
jest w calym przedziale ciaggla oraz dla najmniejszej liczby przyjmuje ona warto$¢
ujemna, a dla najwigkszej warto$¢ dodatnig, to funkcja ta przynajmniej dla jednego
argumentu rzeczywistego z tego przedziatu przyjmuje warto$¢ 0. Jasno$¢ i oczywi-
sto$¢ tego twierdzenia miata wynika¢ ,,wgladu” w jego reprezentacje geometryczna.
Whbrew zastanej tradycji B. Bolzano przeprowadzil dowdd tego twierdzenia. Zatem
nie bylo ono dla niego aksjomatem. Tak wiec i w praktyce matematycznej jasno$¢
i oczywisto$¢ nie stanowita dla niego kryterium bycia aksjomatami dla zdain. Warto
jeszcze zaznaczyC, ze w dowodzie tego twierdzenia B. Bolzano podat jako pierw-
szy — jeszcze przed A. Cauchym — poprawne okreSlenie granicy funkcji oraz jej
ciggtosci. Zbudowal w ten sposéb tak dlugo poszukiwane podstawy dla rachunku
rézniczkowego i catkowego, ktéry do poczatku dziewigtnastego wieku opieral si¢ na
niejasnym pojeciu wielkosci aktualnie nieskoriczenie matej [por. B. Bolzano, Rein
analyticher Beweis des Lehrsatzes, daf3 zwischen je zwey Werthen, die ein entgegenge-
setztes Resultat gewaehren, wenigstens eine Reelle Wurzel der Gleichung liege, Prag
1817].

Wydaje sie, ze w swych rozwazaniach dotyczacych koncepcji aksjomatéw wyste-
puje B. Bolzano przeciwko tradycji zapoczatkowanej przez Arystotelesa. Wlasnie dla
Arystotelesa oczywisto$¢ zdan stanowifa kryterium przyjmowania ich jako aksjoma-
téw, czyli bez dowodu.
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B. Bolzano uwage na najstarszy i jedyny w istocie funkcjonujacy za
jego czaséw system aksjomatyczny w matematyce, a mianowicie na
geometri¢ Euklidesa. Postawil pytanie, dlaczego slynny ,,piaty po-
stulat” Euklidesa zostat zaliczony przez starozytnego matematyka do
zbioru aksjomatéw. Zdaniem B. Bolzano dlatego, ze Euklides i jego
poprzednicy nie wiedzieli, jak udowodni¢ to zdanie przy pomocy po-
zostalych aksjomatéw jego geometrii’>. Mozna stad wyprowadzié
wniosek, ze dla Euklidesa aksjomatem bylo takie zdanie, ktérego po
prostu nie byl w stanie udowodni¢. To jednak jest — jak zauwaza
B. Bolzano — definicja aksjomatu, ktéra opiera si¢ na pewnym su-
biektywnym kryterium. UmiejetnoS¢ bowiem — lub nieumiejetno$é
— udowodnienia danego zdania jest uzalezniona od umiej¢tnosci na-
ukowych danego cziowieka. Natomiast B. Bolzano poszukiwat jakie-
go§ okreslenia aksjomatu, ktére opieratoby si¢ na kryterium obiek-
tywnym. Praski filozof stwierdza ostatecznie, ze aksjomatem jest
prawda?*, ktéra jest obiektywnie niedowiedlna, a wiec taka, ktérej do-
wodu nie sposéb przedstawi¢>. Dodaje tez, ze wyczerpujaca (peina)
lista zdafi (prawd) obiektywnie niedowiedlnych — czyli aksjomatéw

2 _Euklides und seine Vorgaenger erwiesen, was sie erwiesen konnten; und der
beruechtige Satz von den Parallelen wurde nebst einigen andern Saetzen gewil nur
darum unter die so genannten y ot v @ ¢ € vv o a ¢ gestellt, weil si¢ dieselben nicht
zu beweisen wuliten”, B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der
Mathematik, s. 61-62.

B. Bolzano nalezal do tej grupy matematykdéw, ktérzy uwazali, ze ,,piaty postulat”
Euklidesa da si¢ udowodni¢ w oparciu o pozostale aksjomaty geometrii klasycznej.
Swoja — oczywiScie ze wzgledu na niezalezno$¢ ,,piatego postulatu” od pozosta-
Tych aksjomatéw — nieudang prébe przedstawil w pierwszym swym opublikowanym
dzietku [por. B. Bolzano, Betrachtungen ueber einige Gegenstaende der Elementar-
geometrie, Prag 1804].

247, calego kontekstu wynika, ze B. Bolzano w analizowanym tek$cie uzywa za-
miennie terminéw ,,zdanie” (Satz) i ,,prawda” (Wahrheit). Oprécz tego zamiennie
uzywa tez czgsto terminéw ,,zdanie” (Satz) i ,,sad” (Urtheil).

25 Soll also das Wort Grundsatz in einem objectiven Sinne genommen werden, so
muessen wir darunter eine Wahrheit verstehen, die wir nicht nur zu erweisen wissen,
sondern die an sich unerweislich ist”, B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren
Darstellung der Mathematik, s. 63.
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— powinna si¢ bezwzglednie znajdowac na poczatku wyktadu kazdej
teorii matematycznej26.

Nalezy w tym miejscu — jak si¢ wydaje — zastanowi¢ si¢ nad
»zapleczem” ontologiczno—epistemologicznym takiego okreslenia ak-
sjomatu przez B. Bolzano oraz nad tym, jak ta definicja i jej ,,zaplecze”
filozoficzne przystaje do wspodtczesnej koncepcji aksjomatu.

Na poczatku swojego wyktadu o metodzie matematyki B. Bolzano
wprowadzit pojecie ,.krdlestwa prawdy”. To uporzadkowany i obiek-
tywnie istniejacy zbiér wszystkich sadéw prawdziwych danej dyscy-
pliny naukowej. Wypada przypomnie¢, ze porzadek w tej dziedzinie
polegal miedzy innymi na tym, ze niektére sady prawdziwe stanowity
podstawe innych sadéw, ktére byly ich konsekwencjami. Ten zwia-
zek okreSlany byt blizej przy pomocy kategorii dowodu. Sad praw-
dziwy, bedacy podstawg innego sadu prawdziwego (konsekwencji), to
taki sad, ktéry byt uzywany jako przestanka w tadcuchu dowodowym
prowadzacym do konsekwencji. Z tego, co B. Bolzano powiedziat
o aksjomatach — jako sadach (prawdach) niedowiedlnych wy-
nika, ze w obiektywnym ,.krélestwie prawdy” mogty one petnic tylko
funkcje podstaw sagdéw prawdziwych, nie byty natomiast nigdy konse-
kwencjami innych sagdéw prawdziwych. Byly one obiektywnie nie do
dowiedzenia, a wigc byly niedowiedlne. Poniewaz naukowiec w ja-
ki$ sposéb ,,odkrywal” porzadek obiektywny panujacy w “krélestwie
prawdy”, wiasnie te sady, nie bedace obiektywnie konsekwencjami
innych prawd (obiektywnie niedowiedlne), musiaty pelié¢ w jego wy-
ktadzie funkcje aksjomatéw.

Tak okreSlone ‘“zaplecze” ontologiczno—epistemologiczne Bolza-
nowskiej koncepcji aksjomatéw pozwala na dokonanie poréwnania ze
wspotczesng koncepcjg aksjomatéw matematyki. Po pierwsze, nalezy
zauwazy¢, ze B. Bolzano uznaje aksjomaty za sady (zdania) praw-
dziwe. Zalicza je bowiem do obiektywnie istniejagcego “krélestwa
prawdy”. Dzisiaj w istocie jako aksjomat moze by¢ wprowadzone do-
wolne zdanie — byle sensowne przy zatozeniu pewnego stownika oraz

%Por. B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Mathematik,
s. 58.
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regul jezykowych, i takie by zbiér aksjomatéw byl niesprzeczny oraz
by kazdy aksjomat byt niezalezny od zbioru pozostalych aksjomatéw.
Matematyk wprowadzajacy dane zdanie nie musi si¢ w istocie zastana-
wiaé, czy zdanie to jest spelnione w jakim§ modelu (i w jakim), czyli
czy zdanie to jest semantycznie prawdziwe. Oczywiscie, dobrze jesli
aksjomatyka posiada jaki§ model, ale to nie jest warunek konieczny jej
poprawnosci. Po wtére, wedtug koncepcji Bolzanowskiej zbidr aksjo-
matéw danej dyscypliny matematycznej jest raz na zawsze okreslony
przez to, ktére sady prawdziwe w obiektywnym ,.krélestwie prawdy”
sg obiektywnie niedowiedlne. Natomiast wspdiczesnie przyjmuje sie,
ze w istocie dowolne zdanie moze peinic¢ role aksjomatu, byle tylko
byly spetnione opisane wczesniej warunki, ktére dotycza aksjomatdw.
Zatem wspoélczesnie matematyk dysponuje bardzo duzym ,,margine-
sem dowolnos$ci” w wyborze zdan, ktére w jego teorii maja pelnic
funkcje aksjomatéw. Natomiast zadnej dowolnoS$ci nie mial matema-
tyk wedtug koncepcji Bolzanowskiej. W istocie mial on za zadanie
,odkrycie” obiektywnych aksjomatéw i umieszczenie pelnej ich li-
sty na poczatku swojego wykladu. Po trzecie wreszcie, w koncepcji
B. Bolzano aksjomaty byly definiowane jako sady prawdziwe obiek-
tywnie niedowiedlne. Wspodiczesnie stawia si¢ aksjomaty na poczatku
danej teorii i po prostu ich si¢ nie dowodzi. Sg one o tyle niedowie-
dlne, ze aksjomaty powinny by¢ niezalezne, a wiec danego aksjomatu
nie mozna udowodni¢ przy pomocy zbioru pozostalych aksjomatéw
i przyjetych regut dowodowych. Natomiast bardzo tatwo mozna sobie
wyobrazi¢ sytuacje, ze tworzy si¢ rozne aksjomatyki danej dziedziny
matematycznej. W jednej aksjomatyce dane zdanie moze petni¢ role
aksjomatu i by¢ niedowielne przy pomocy pozostatych aksjomatéw
i przyjetych regut dowodzenia, natomiast w innej teorii, opisujacej te
samg dziedzing matematyczna i wychodzacej z innego zbioru aksjo-
matéw to samo zdanie moze by¢ konsekwencja danej teorii, a wiec
by¢ w nim dowiedlne. Wedtug koncepcji Bolzanowskiej byto nato-
miast raz na zawsze rozstrzygniete, czy dana prawda jest niedowiedIna
(i jest aksjomatem), czy jest dowiedlna (i jest twierdzeniem).
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Widaé zatem, ze wspélczesnie akceptowana ,.filozofia aksjoma-
téw” byla zasadniczo odmienna od Bolzanowskiej. Niemniej nalezy
zwrdci¢ uwage na te elementy metodologii B. Bolzano dotyczace ak-
sjomatow, ktore i dzisiaj sa akceptowane, a ktére byly przez praskiego
filozofa postulowane wbrew zastanej przez niego tradycji metodolo-
gicznej. B. Bolzano swe uwagi odnosil do calej matematyki. Mozna
stad wyciagna¢ wniosek, ze — jego zdaniem — na poczatku wyktadu
kazdej dyscypliny matematycznej powinny znalez¢ si¢ jej aksjomaty.
Trzeba przypomnied, ze do czaséw B. Bolzano zaksjomatyzowana byta
w zasadzie tylko geometria. Poza tym praski filozof bardzo wyraz-
nie sformutowal wspoéiczesnie réwniez przestrzegany postulat, by na
poczatku wyktadu kazdej teorii poda¢ pelng liste jej aksjomatdw.

Poza tym mozna dostrzec zawarte implicite w superpozycji de-
finicji aksjomatu oraz ,,zaplecza” filozoficznego metodologii B. Bol-
zano pewne bardzo istotne twierdzenie metamatematyczne. Praski
filozof rozpatruje obiektywnie istniejace ,krélestwo prawdy”. Na-
leza do niego miedzy innymi wszystkie prawdy matematyczne. Te
prawdy dzielg si¢ na dwie klasy. Pierwsza to zbiér prawd niedowie-
dlnych, a wigc aksjomatéw. Drugi podzbidr prawd to — jak nalezy
sie domysla¢ — zbidr twierdzen matematycznych. Mozna — na zasa-
dzie przeciwienistwa do aksjomatéw — poda¢ Bolzanowska definicje
twierdzen — to prawdy dowiedlne. Zatem wszystkie prawdy mate-
matyki nie bedagce aksjomatami sa dowiedlne. Czyli matematyka jest
zupelna w tym znaczeniu, ze wszystkie jej prawdy nie bedace ak-
sjomatami sg dowiedlne — i to z definicji. Przekonanie o zupetno$ci
matematycznych teorii jest przejawem optymizmu epistemologicznego
B. Bolzano. Nalezy przy tej okazji przypomnieé, ze swoje postu-
laty metodologiczne i ,,zaplecze” filozoficzne metodologii rozciggat
on w zasadzie na wszystkie dyscypliny naukowe. Zatem ostatecznie
mozna si¢ w wywodach B. Bolzano dopatrywaé pogladu, ze wszystkie
teorie naukowe sg zupetne w podanym wyzej znaczeniu. Optymizm
poznawczy praskiego filozofa zostal ostatecznie podwazony dopiero
przez dowdd pierwszego twierdzenia K. Godla z poczatku lat trzy-
dziestych dwudziestego wieku.
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Okresliwszy aksjomaty jako prawdy obiektywnie niedowiedlne,
musial B. Bolzano dookredli¢ jeszcze pojecie dowodu. Stwierdza
on, ze jako naukowy dowod pewnej prawdy rozumie przedstawienie
(Darstellung) obiektywnej zaleznoSci tejze od innych prawd, to jest
wyprowadzenie (Herleitung) tej prawdy z takich prawd, ktére muszg
by¢ traktowane nie przypadkowo, lecz w sobie (an sich) i koniecznie
jako podstawa (Grund) tej prawdy, a ta z kolei jako ich konsekwencja
(Folge)27.

Praski mysliciel, po podaniu swego okre§lenia dowodu, wyciaga
natychmiast wniosek, ze aksjomaty (Grundsaetze) sg zdaniami, ktore
w obiektywnym porzadku moga by¢ traktowane (betrachten) wyltacz-
nie jako podstawa (Grund), a nigdy jako konsekwencja (Folge) do-
wodu?8.

Wspétczesnie podkresla si¢ zdecydowanie, ze pojecie dowodu jest
zrelatywizowane przez odniesienie do zbioru regut dowodzenia (regut
dedukcyjnych). Na poczatku budowania danej teorii przyjmuje si¢ na
metapoziomie wilasnie 6w zbiér regul dedukcyjnych. Oczywiscie za

7 Wir muessen also das Wort in einer engeren Bedeutung nehmen, und unter dem
wissenschaftlichen Beweise einer Wahrheit die Darstellung der objectiven Abhaen-
gigkeit derselben von andern Wahrheiten verstehen, d. h. die Herleitung derselben
aus solchen Wahrheiten, die nicht zufaelliger Weise, sondern an sich und nothwen-
dig als Grund von ihr, und sie dagegen als ihre Folge betrachten werden muf3”, Por.
B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 64.

Warto zauwazy¢, ze B. Bolzano nie zaznacza, ze pojecia podstawy (Grund) i kon-
sekwencji (Folge) sa pojeciami prostymi, czyli niedefiniowalnymi. W analizowanym
tekscie zwyk! natomiast wyraznie podkreslac, ktére pojecia sa pojeciami prostymi —
dotyczy to chociazby pojecia sadu (Urtheil). Dlatego mozna wnioskowac, ze pojecia
podstawy i konsekwencji sg dla B. Bolzano pojeciami definiowalnymi. Wydaje si¢
jednak, ze nie mozna ich zdefiniowa¢ inaczej, jak przez odniesienie do pojecia do-
wodu. Tak uczyniono w niniejszym artykule. Dlatego tez w koncepcji B. Bolzano
mozna chyba dostrzec ,bledne koto” w definiowaniu. W definicji dowodu uzywa
si¢ pojec¢ podstawy i konsekwencji, natomiast w swoich definicjach podstawy i kon-
sekwencji musialby B. Bolzano uzy¢ — gdyby je explicite sformutowal — pojecia
dowodu.

28 Grundsaetze sind daher Saetze, welche in objectiver Hinsicht nur immer als
Grund, und nie als Folge betrachtet werden koennen”, B. Bolzano, Beytraege zu
einer begruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 64.
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czaso6w, kiedy pisany byt przez B. Bolzano analizowany tekst, nie bylo
jeszcze mowy o Swiadomym odrdéznieniu poziomu teorii od poziomu
metateoretycznego. Ale praski filozof doskonale sobie zdawat sprawe,
ze koncepcja dowodu, ktora starat sie¢ zaprezentowac, jest zalezna od
przyjmowanego zbioru regut dowodzenia. Dlatego — tak jak to si¢
czyni rowniez wspotczesnie — staral si¢ explicite wyliczy¢ przyjmo-
wane przez siebie reguly dowodzenia. W istocie do regul dowodze-
nia zaliczyl on wszystkie twierdzenia — lekko zmodyfikowanej —
sylogistyki zdai asertorycznych Arystotelesa. Zatem — ze wspdlcze-
snego punktu widzenia — do regul dowodowych nalezaly tezy pew-
nego tylko fragmentu klasycznego rachunku predykatéw. Poza tym
B. Bolzano — w ramach przyjmowanych regut dowodzenia — wy-
liczat niektdére twierdzenia, ktére mozna by zaliczy¢ do sylogistyki
zdari modalnych Arystotelesa®. Oprécz tego — juz nie wyraZnie,
lecz implicite — przyjmowal jako reguly dowodzenia niektdre tezy
klasycznego rachunku zdan. Wynika to chociazby stad, ze akceptowat
on dowody nie wprost, ktére oparte sg na tezach klasycznego rachunku
zdai®®. B. Bolzano nie poprzestal w swojej prezentacji metody mate-
matyki na stwierdzeniu, ze na poczatku kazdej teorii matematycznej
nalezy poda¢ jej aksjomaty. Postawitl on jeszcze dwa dodatkowe pro-
blemy: czy w ogdle istnieja aksjomaty oraz czy istniejq jakie$ kryteria,
ktére pozwolityby wyrézni¢ aksjomaty w zbiorze wszystkich prawd?
Od razu stwierdzil, ze na obydwa pytania mozna udzieli¢ pozytywnej
odpowiedzi®! .

2B. Bolzano podaje figury sylogistyczne z nastgpujacymi przestankami: ,,(A cum
B) ist moglich” oraz ,,A kann enthalten B”, B. Bolzano, Beytraege zu einer begruen-
deteren Darstellung der Mathematik, s. 66.

0Por. B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Dar stellung der Mathema-
tik, s. 122-126.

Dowody nie wprost oparte sa na regule formulowanej w metajezyku, ktérej pod-
stawg jest nastgpujaca teza klasycznego rachunku zdafi: (~ p — (gA ~ q)) = p.

31 Nunmehr entsteht die doppelte Frage, ob es auch ueberhaupt Wahrheiten gebe,
die an sich unerweislich sind; und ob es ferner bestimmte Kennzeichen fuer diese
Unerweislichkeit derselbel gebe? Beydes muf3 ich bejahend beantworten lassen, wenn
es Gruendsaetze in der oben angegebenen Bedeutung des Wortes geben soll”, B. Bol-
zano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 68.
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Argument — nie wprost — przemawiajacy za pozytywnym roz-
strzygnieciem pierwszego problemu przedstawit B. Bolzano natych-
miast. Aksjomaty to — zgodnie z wczeSniej przyjeta przez niego
definicja — sady (prawdy) obiektywnie niedowiedlne. Kazdy do-
wiedlny sad jest konsekwencja (Folge), ktérej podstawa (Grund) sa
dwa sady uzyte jako przestanki w jego dowodzie (praski matematyk
wyraznie odwotal si¢ tutaj do miejsca, gdzie jako reguty dowodowe
matematyki podal sylogizmy logiki Arystotelesa). Jesliby zatozyc,
ze wszystkie sady sa dowiedlne — to znaczy, ze nie istnieja aksjo-
maty w sensie Bolzanowskim — woéwczas konieczne byloby przyjecie
ciagu konsekwencji, w ktérym nie bytoby zadnego pierwszego sadu,
to znaczy ciggu, w ktérym nie byloby zadnej takiej podstawy (Grund),
ktéra sama nie bylaby konsekwencja (Folge). To za$ byloby, zdaniem
B. Bolzano, niedorzecznoscia (ungereimt). Zatem zaloZenie o nieist-
nieniu sadéw niedowiedInych jest falszywe, czyli istnieja aksjomaty>2.

Warto zauwazy¢, ze praski mysliciel w swym dowodzie o istnieniu
aksjomatow ponownie zatozyt istnienie obiektywnego, uporzadkowa-
nego ,.krélestwa prawdy33. Poza tym przyjecie jako regut dowodo-
wych tez sylogistyki zdan asertorycznych oraz modalnych Arystotelesa
zmusito go do stwierdzenia, ze istnieja przynajmniej dwa aksjomaty3.
Bylo to konieczne, poniewaz sylogizmy wymagaja dwu przestanek dla

32 Ein jedes erweisliche Urtheil ist nach der gegebenen Erklaerung anzusehen als
eine Folge, und seine Praemissen zusammen genommen als dessen Grund. Behaupten
also, dal3 alle Urtheile erweislich sind, heif3it eine Reihe von Folgen annehmen, in der
kein erster, d. h. kein solcher Grund erscheint, der selbst nicht eine Folge ist. Dieses
ist aber ungereimt”, B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der
Mathematik, s. 69.

33 Da es nun immer noch von einigen bezweifelt wird, ob es im Reiche der Wahr-
heit auch ueberall Urtheile gebe, welche sich schlechterdings nicht erweisen liefen;
so scheint es mir der Muehe nicht unwerth, hier einen kurzen Beweis dieser Behaup-
tung zu versuchen”, B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der
Mathematik, s. 68—69.

3 Im Gegentheile also muf} nothwendig einige — zum wenigstens zwey Urtheile
annehmen, die selbst nicht wieder gefolgerte, sondern Grundurtheile im strengsten
Sinne des Wortes d. h. Grundsaetze sind”, B. Bolzano, Beytraege zu einer begruen-
deteren Darstellung der Mathematik, s. 69.
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otrzymania konkluzji. Trzeba bylo zatem przynajmniej dwu aksjoma-
téw, aby otrzymad pierwsze twierdzenie danej teorii.

Pozostalo praskiemu filozofowi pokazanie, czy istnieja — a jesli
tak, to jakie — kryteria, ktére wyrdzniajg aksjomaty w zbiorze wszyst-
kich sadéw (prawd). Stwierdzil on jednak, Ze udzielenie pozytyw-
nej odpowiedzi na to pytanie wymaga wczesniejszego przedstawienia
istotnych uwag dotyczacych sadéw w ogdle. B. Bolzano rozpoczyna
swe uwagi od refleksji nad pojeciem sadu (Urtheil). Krytykuje on
definicje méwiaca, ze sad jest potaczeniem dwu pojeé. Wykazuje, ze
jest to okreslenie zbyt szerokie. Wreszcie stwierdza on, Ze pojecie
sadu jest pojeciem niedefiniowalnym, pierwotnym?™.

Nastepnie praski filozof zajmuje si¢ zagadnieniem form, ktére
moga przybiera¢ sady. Odcina si¢ od zastanego twierdzenia, ze
wszystkie sady sg sprowadzalne do postaci kanonicznej ,,A jest B”,
gdzie A i B oznaczaja zwigzane w tym sadzie pojecia, natomiast
stowo jest stanowi tacznik (Copula). Wedtug B. Bolzano istnieje piec
réznych form kanonicznych sadéw i kazdy sad jest sprowadzalny do
doktadnie jednej z tych form. Wymienit on nast¢pujace postacie kano-
niczne sagdéw: koniecznoSciowe (Nothwendigkeitsurtheil), wyrazajace
mozliwos$¢ (Moeglichkeitsurtheile), wyrazajace obowiazek (Urtheile,
die eine Pflicht ausdruecken), spostrzezeniowe (empirische Wahrneh-
mungsurtheile), oraz wyrazajace prawdopodobiefistwo (Wahrschein-
lichkeitsurtheile)° .

Z punktu widzenia Bolzanowskiej metodologii matematyki istotne
sg dwie formy kanoniczne sagdéw: koniecznoSciowe oraz wyrazajace
mozliwo$¢. Jak wynika z catego kontekstu dzieta opublikowanego
w roku 1810, praski filozof byt przekonany o mozliwosci sprowadze-
nia kazdego sadu matematyki do jednej z tych dwu postaci kanonicz-
nych?’. Dlatego w tym miejscu zostang zaprezentowane tylko te dwie

3Por. B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Mathematik,
s. 71-72.

3Por. B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Mathematik,
s. 73-76.

3Praski mysliciel zaliczal do matematyki rachunek prawdopodobiefistwa.
W swoim pézZniejszym monumentalnym dziele Wissenschaftslehre przedstawil kon-



METODA MATEMATYKI WEDLUG B. BOLZANO 23

formy sadéw. Sady konieczno$ciowe to te, ktére dajg si¢ sprowadzicé
do postaci ,,S jest pewnym rodzajem P”. B. Bolzano wymienia jeszcze
dwie inne, réwnowazne jego zdaniem, postacie tej formy kanonicz-
nej, mianowicie: ,,S zawiera pojecie P” oraz ,,przedmiotowi S przy-
stuguje pojecie P”. Lacznikiem (Verbindungsbegriff ) w formie kano-
nicznej sagdéw koniecznoSciowych jest pojecie przystugiwania (Begriff
des Zukommens) pewnej cechy albo — co w istocie jest tym samym
— zawieranie si¢ pewnej rzeczy jako indywiduum albo rodzaju (Art)
w pewnym gatunku (Gattung)®®. Natomiast wszystkie sady wyraza-
jace mozliwos¢ daja si¢ sprowadzi¢ do postaci kanonicznej: ,,A moze
by¢ jakim$ rodzajem B ”. Zdaniem B. Bolzano, tagcznikiem w postaci
kanonicznej jest pojecie mozliwosci (Begriff der Moeglichkeit). Po-
daje on przyktad matematycznego sadu, ktéry — jego zdaniem —
jest sadem mozliwo$ciowym: istniejg rownoboczne tréjkaty. Zdanie
to, sprowadzone do formy kanonicznej, brzmi — wedlug praskiego
filozofa — nastepujgco: pojecie trojkata (= A) moze by¢ rodzajem
(Art) pojecia réwnobocznej figury (= B)>.

cepcje rachunku prawdopodobienstwa. Powstaje zatem pytanie, dlaczego nie zaliczyt
sadow wyrazajacych prawdopodobiedstwo do sadéw matematyki. Wynikalo to za-
pewne stad, ze w roku 1810 B. Bolzano nie miat jeszcze wilasnej klarownej kon-
cepcji rachunku prawdopodobienstwa oraz nie potrafit w istocie precyzyjniej okresli¢
jak wyglada forma kanoniczna sadéw wyrazajacych prawdopodobienstwo. Pisal on:
,.Endlich bilden auch die Wahrscheinlichkeitsurtheile (wie mir daeucht) noch eine
eigene Classe von Urtheilen, deren Verbindungsbegriff jener der Wahrscheinlichkeit
ist. Doch bin ich ueber ihre eigentliche Natur noch nicht im Klaren”, B. Bolzano,
Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 76.

38 Urtheile, welche sich auf die Form: S ist eine Art von P, oder, was gleich viel
ist, S enthaelt den Begriff P. oder: dem Dinge S koemmt zu der Begrift P, zuru-
eckfuehren lassen. Der Verbindungsbegriff in diesen Urtheilen ist: der Begriff des
Zukommens einer gewissen Eigenschaft, oder was eben so viel ist, des Enthalten-
seyns eines gewissen Dinges, als Individui oder Art, unter einer gewissen Gattung”,
B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 74.

¥ Urtheile, die eine Moeglichkeit aussagen, und unter der Form: A kann seyn eine
Art von B, enthalten sind. Der Verbindungsbegriff ist der Begriff der Moeglichkeit,
daher ich si¢ eben Moeglichkeitsurtheile nenne. Ein Beyspiel sey der Satz: es gibt
gleichseitige Dreyecke; denn er ist eigentlich so auszudruecken: Der Begriff eines
Dreyecks (= A) — kann seyn eine Art — von dem Begriffe einer gleichseitigen Figur
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Nastepnie B. Bolzano wyjasnit, dlaczego przyjat wiecej niz jedna
tradycyjng forme¢ kanoniczna sadéw. Jego tok rozumowania ukazuje
przy okazji, iz zaktadal on — na co wskazano juz wyzej — ze sady
matematyki moga by¢ sadami koniecznoSciowymi albo sadami wyra-
zajacymi mozliwo$¢ (modalnymi). Wedlug praskiego filozofa, sady
modalne starano si¢ tradycyjnie sprowadzi¢ do postaci kanonicznej ,,A
jest B” w ten spos6b, ze zwroty wyrazajagce modalno$¢ umieszczano
w podmiocie albo predykacie formy kanonicznej. Wtedy tacznikiem
pozostawato samo stéwko jest. Natomiast B. Bolzano umiescit w for-
mie kanonicznej zwroty wyrazajgce modalno§¢ w tagczniku — w ten
spos6b powstata inna niz tylko tradycyjna forma kanoniczna sadéw.
Umieszczenie w faczniku zwrotéw modalnych stworzyto mozliwosé
budowania sadéw modalnych, w ktérych zaréwno podmiot, jak i pre-
dykat, sa pojeciami prostymi. Gdyby bowiem zwrot modalny dodano
do predykatu lub podmiotu — jak to tradycyjnie czyniono — wow-
czas predykat lub podmiot musiatyby by¢, wedlug B. Bolzano, poje-
ciami ztozonymi. Dlaczego tak wazne byto istnienie sgdéw modalnych
z prostymi pojeciami jako podmiotem i predykatem? Otéz B. Bolzano
staral si¢ — jak zostanie to dalej pokazane — sformutowaé twierdze-
nie, ze aksjomatami sg te i tylko te sady, ktérych zaréwno podmiot, jak
i predykat, s3 pojeciami prostymi (niedefiniowalnymi). Zaktadal on
tez istnienie w matematyce sadéw modalnych jako twierdzed. Przyj-
mowal jako reguly dowodowe twierdzenia sylogistyki zdain modalnych
Arystotelesa. Dlatego musiat istnie¢ przynajmniej jeden aksjomat be-
dacy sagdem modalnym. W innym wypadku nie mozna by bowiem
przy pomocy sylogistyki zdan modalnych otrzymaé twierdzefi beda-
cych sagdami modalnymi. Skoro musial istnie¢ w matematyce przy-
najmniej jeden aksjomat bedacy sadem modalnym, a aksjomaty mialy
jako podmiot i predykat wytacznie pojecia proste (niedefiniowalne), to
— zgodnie z wczesniej sformutowanymi uwagami — musial B. Bol-
zano zwroty wyrazajace modalno$¢ przenie$¢ do facznika formy ka-
nonicznej sagdow i w konsekwencji zostal zmuszony do przyjecia —

(= B)”, B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Mathematik,
s. 75.
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inaczej niz w zastanej logice — wigcej niz jednej postaci kanonicznej
sadow?,

W tym miejscu, po przedstawieniu swojej koncepcji sgdéw, po-
wrécit B. Bolzano do pytania, jakie kryteria wyrdzniaja ze zbioru
wszystkich sagdéw aksjomaty, czyli sady obiektywnie niedowiedlne.
Starajgc sie udzieli¢ odpowiedzi, wskazal on najpierw na warunki
wystarczajace dowiedlnoSci sadéw. Zaznaczyl, ze poniewaz chodzi
o sady matematyki, to mowa jest dalej o sagdach poznawalnych a priori.
B. Bolzano sformutowal twierdzenie, ze wszystkie takie sady, ktérych
podmiot jest pojeciem ziozonym (nie jest pojeciem prostym, czyli nie-

40 Der wesentliche Umstand, in welchem ich bey dieser Aufzaehlung von andern
abweiche, bestehet darin, dall ich gewisse Begriffe zur Copula des Urtheils ziehe,
welche man sonst in das Praedicat oder Subject verlegt hat. Ich muf} also noch im
Kurzen anzeigen, was mich zu dieser Veraenderung veranlafit habe. Es waren vor-
nehmlich die Moeglichkeits— und Pflichtsurtheile. Ich glaube gefunden zu haben, daf3
alle Urtheile, deren Subject oder Praedicat zusammen gesetzte Begriffe sind, erwe-
isliche Urtheile seyn mueBten. Drueckt man nun die Moeglichkeitsurtheile (nach der
gewoehnlichen Methode) so aus, dafl der Begriftf der Moeglichkeit das Praedicat zu
bilden scheint; so waere ihr Subject wesentlich ein zusammen gesetzter Begriff, indem
es bekantlich ueberflueig ist, die Moeglichkeit eines einfachen Begriffes zu behaup-
ten. (A cum B) ist — moeglich waere dann die allgemeine Form aller Urtheile dieser
Art, wo (A cum B) das Subject, moeglich das Praedicat vorstellen wuerde. Nach der
nur eben angefuehrten Bemerkung also mueften alle diese Urtheile erweislich seyn,
gleichwohl sieht man leicht ein, dal es einige schlechterdings unerweisliche Urtheile
der Art geben muesse, weil jedes Moeglichkeitsurtheil, wenn es erweisen werden
soll, eine Praemisse, in welcher der Begriff der Moeglichkeit bereits vorhanden ist,
d. h. ein anderes Moeglichkeitsurtheil voraussetzt. Ziehen wir aber den Begriff der
Moeglichkeit in die Copula, so kann es Moeglichkeitsurtheile geben, deren Subject
und Praedicat beide ganz einfache Begriffe sind, und die wir daher, ohne anzustossen,
fuer unerweisliche Urtheile gelten lassen koennen”, B. Bolzano, Beytraege zu einer
begruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 77-78.

Ostatecznie zatem B. Bolzano byt zmuszony przyja¢ w teoriach matematycznych
przynajmniej trzy aksjomaty. Przyjecie jako regul dowodowych lekko zmodyfikowa-
nej sylogistyki zdan asertorycznych Arystotelesa i przekonanie, ze cz¢$¢ twierdzen
matematyki to sady koniecznosciowe, prowadzito go do stwierdzenia, iz teorie ma-
tematyczne wymagajg przynajmniej dwu aksjomatéw, bedacych sadami konieczno-
Sciowymi. Stwierdzenie, ze cz¢§¢ sadéw matematyki to sady modalne, prowadzi do
wniosku, iz w teoriach matematycznych musi by¢ przyjety dodatkowo przynajmniej
jeden aksjomat bedacy sadem modalnym.
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definiowalnym, pierwotnym), sa zawsze sagdami dowiedlnymi. Uza-
sadnit to w ten sposéb, ze jesli podmiot sadu jest pojeciem ztozonym,
to wszystkie jego cechy, czyli wszystkie predykaty, ktére mozna z nim
zwigzaé w jakimkolwiek sadzie, musza by¢ zalezne od kazdego pro-
stego (niedefiniowalnego) pojecia, z ktérych zlozone jest to pojecie
i od cech tych poje¢ prostych, czyli w konsekwencji od sadéw, ktére
dadza si¢ tworzy¢ z owymi pojeciami prostymi jako podmiotami. Dla-
tego kazdy sad, ktérego podmiot jest pojeciem ztozonym, jest zalezny
od tych sadéw z pojeciami prostymi jako podmiotami i w konse-
kwencji jest on — zdaniem praskiego filozofa — jako poznawalny
a priori — dowiedlny*'. Dalej B. Bolzano sformulowal twierdze-
nie, ze wszystkie sady (poznawalne a priori), ktérych predykat jest
pojeciem ztozonym sa réwniez sadami dowiedlnymi. Zaprezentowany
przez niego dowdd tego twierdzenia przebiega analogicznie jak dowdd
twierdzenia wczesniejszego®.

W sumie wigc otrzymat B. Bolzano teze, wedtug ktérej wszystkie
sady, ktérych podmiot lub predykat sa pojeciami zfozonymi, sg dowie-
dlne. Stad, z definicji aksjomatu oraz z okreslenia pojecia zlozonego,
wynika nastepujacy warunek konieczny bycia aksjomatem: jesli dany
sad jest aksjomatem, to zaréwno jego podmiot, jak i predykat, sa
pojeciami prostymi (pierwotnymi, niedefiniowalnymi)*3.

41 Ist also irgend ein Subject ein zusammen gesetzter Begriff, so muessen die
Eigenschaften desselben d. h. die Praedicate, welche man ihm beylegen kann, von
jenen einzelnen Begriffen, aus welchen es zusammen gesetzt ist, und von den Eigen-
schaften derselben, d. h. von jenen Urtheilen, welche sich ueber diese einfachen
Begriffe bilden lassen, abhaengig seyn. Mithin ist jeder Satz, dessen Subject ein
zusammen gesetzter Begriff ist, ein von mehreren anderen Saetzen abhaengiger, mi-
thin (in wie fern er a priori erkennbar ist) auch wirklich herleitbar d. h. erweislicher
Satz, und kann sonach auf keine Weise fuer einen Grundsatz gelten”, B. Bolzano,
Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 87.

“Por. B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Mathematik,
s. 88.

43, Hieraus ergibt sich nun schon, daf die eigentlich unerweislichen Saetze, oder
Grundsaetze unter der Classe blof jener Urtheile zu suchen seyen, in welchen beydes,
Subject und Praedicat ganz einfache Begriffe sind”, B. Bolzano, Beytraege zu einer
begruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 88.
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W istocie jednak dazyt — jak sie wydaje — B. Bolzano do stwier-
dzenia réwnowaznoSci: dany sad jest aksjomatem wtedy i tylko wtedy,
gdy zaréwno jego podmiot, jak i predykat, sg pojeciami prostymi
(pierwotnymi, niedefiniowalnymi). Jednak wydobycie tego twierdze-
nia z tekstu praskiego filozofa nie jest proste. Precyzyjny zazwyczaj
B. Bolzano nie wyrazil si¢ bowiem w tej kwestii zbyt jasno. Tok
jego wywodu jest nastepujacy: dotad wykazano, ze kazdy sad, ktdry
jest aksjomatem, ma jako podmiot oraz predykat pojecia proste (pier-
wotne, niedefiniowalne). Nie dowiedziono jednak w ten sposéb jesz-
cze twierdzenia odwrotnego, to znaczy, ze kazdy sad, ktérego podmiot
i predykat sa pojeciami prostymi, jest aksjomatem. Zatem aby wyka-
zaé, 7e dany sad ,,A jest B” jest aksjomatem, nie wystarczy pokazac,
ze pojecia A i B sg pojeciami prostymi, nalezy jeszcze dodatkowo po-
kazaé, ze nie istniejg dwa sgdy o postaci ,,A jest X oraz ,,.X jest B,
z ktérych mozna by wywies¢ dany sad. I w tym miejscu B. Bolzano
podkresla, ze w wielu wypadkach bedzie to wymagato osobnego roz-
wazenia (Betrachtung). Zaznacza, ze nie jest to dowdd aksjomatu —
aksjomaty to bowiem dla niego sady z definicji niedowiedlne — ale
jego wyprowadzenie (Herleitung). Takie wyprowadzenia aksjomatéw
sg istotnym elementem wyktadu naukowego**.

4 Wenn wir nun auch durch das Bisherige erwiesen haben, daf3 jedes Urtheil, we-
Iches ein Grundsatz seyn soll, aus lauter einfacher Begriffen bestehen muesse; so ist
doch noch nicht umgekehrt erwiesen, dafl jedes Urtheil, das aus einfachen Begriffen
besteht, ein Grundsatz sey. Es ist also, um zu beweisen, daf} ein vorhandener Satz “A
ist B”, ein Grundsatz sey, noch nicht genug zu zeigen, dafl die Begriffe A und B beyde
ganz einfach sind; sondern man mufl noch ferner zeigen, es gebe auch keine zwey
Saetze von der Form “A ist X”, und “X ist B”, aus welchen jener gefolgert werden
koennte. Dieses wird in den meisten Faellen eine eigene Betrachtung erfordern, die
sich zum Unterschiede von einem eigentlichen Beweise (oder einer Demonstration)
mit dem bestimmten Nahmen einer Herleitung (oder Deduction) belege. Grundsaetze
werden also zwar nicht bewiesen, wohl aber deduciert, und diese Deductionen sind
ein wesentlicher Bestandtheil des wissenschaftlichen Vortrages, indem man ohne sie
niemahls gewill seyn koennte, ob jene Saetze, deren man sich als Grundsaetze be-
dienet, dieses auch wirklich sind”, B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren
Darstellung der Mathematik, s. 93.
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Rozumowanie zaprezentowane przez praskiego filozofa prowadzi
do nastgpujacych wnioskéw: ogdlnie nie da si¢ udowodnié, iz kazdy
sad, ktérego podmiot i predykat sa pojeciami prostymi (pierwotnymi,
niedefiniowalnymi), jest niedowiedlny, czyli ze jest on aksjomatem.
W wielu wypadkach” trzeba takie rozumowanie uzasadniajgce prze-
prowadzi¢ dla poszczegdlnego sadu. B. Bolzano jednak nie odpowie-
dzial na pytanie, czy — jego zdaniem — za kazdym razem da si¢
w ten sposob pokazal, ze dany sgd posiadajacy pojecia proste jako
podmiot i predykat jest aksjomatem. Pewne jednak dalsze stwierdze-
nie pozwala zrekonstruowac jego przekonania. Pisze on, ze ,,obszar
aksjomatow rozcigga si¢ tak daleko, jak daleko rozciagaja si¢ pojecia
proste”®. Wynika stad, ze byt on przekonany — mimo niemozliwosci
przeprowadzenia og6lnego dowodu — ze kazdy sad, ktérego podmiot
i predykat sa pojeciami prostymi (pierwotnymi, niedefiniowalnymi),
jest aksjomatem. Jesli to — w istocie nie udowodnione — twierdze-
nie zestawi si¢ z tezg wczesniejszg, to otrzyma si¢ — w konsekwencji
réwniez nie udowodnione przez B. Bolzano, ale w zawiktany sposéb
wypowiedziane przez niego — twierdzenie, ze aksjomaty to te i tylko
te sady, ktérych podmiot i predykat sa pojeciami prostymi (pierwot-
nymi, niedefiniowalnymi). I w ten wlasnie sposéb okreslit on — chod
w nieco skomplikowany sposéb — kryterium konieczne i wystarcza-
jace, ktére musiat spetnia¢ dany sad, aby by¢ aksjomatem, czyli sadem
niedowiedlnym.

Jeszcze trzy istotne uwagi mozna sformutowac odno$nie do wcze-
Sniej zaprezentowanego rozumowania praskiego filozofa. Pierwsza
dotyczy ,,wyprowadzenia” (Herleitung). Z kontekstu wynika, ze cho-
dzi o jaki§ typ rozumowania — nie wiadomo doktadnie, jaki —
przy pomocy ktérego to ma si¢ stwierdzié, czy nie istnieja dwa sady,
ktére mogtyby by¢ przestankami w dowodzie aksjomatu, przeprowa-
dzonym przy pomocy regul wyznaczonych przez sylogistyke Arysto-

4 daB Gebiet derselben (der wirklichen Grundsaetze — J.D.) erstreckt sich so
weit, als die blofl einfachen Begriffe reichen; wo diese aufhoeren, und die Erkla-
erungen ihren Anfang nehmen, da hoeren auch die Grundsaetze auf, und es fangen
die Lehrsaetze an”, B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der
Mathematik, s. 96.
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telesa. B. Bolzano sugeruje, ze takie ,,wyprowadzenie” (Herleitung)
powinno by¢ istotnym elementem wyktadu naukowego. O co w istocie
chodzito praskiemu filozofowi, kiedy stwierdzal potrzebe ,,wyprowa-
dzenia” (Herleitung) aksjomatéw? W istocie o jakie§ — nie wiadomo
doktadnie jakie — stwierdzenie niezaleznosci aksjomatu od twierdzen
teorii. Te za$ twierdzenia teorii sa wywiedlne — jako sady dowie-
dlne — przy pomocy ciggu dowodowego z innych aksjomatow teorii.
Zatem postulowat B. Bolzano, aby do wyktadu teorii matematycz-
nej wprowadzi¢ jakie§ rozumowanie stwierdzajace niezalezno$¢ kaz-
dego aksjomatu teorii od zbioru wszystkich pozostatych aksjomatéw.
A wigc w istocie chodzito mu o to, aby wyktad kazdej teorii matema-
tycznej poprzedzilo stwierdzenie niezalezno$ci aksjomatyki.

Warto w tym miejscu przypomnieé, ze juz od starozytnosci zda-
wano sobie doskonale sprawe z tego, ze aksjomaty powinny by¢ od
siebie niezalezne. Owa SwiadomoS$¢ ujawnila si¢ w trakcie zazartych
dyskusji na temat statusu ,,pigtego postulatu” Euklidesa. W tej dys-
kusji wzigt tez udziat B. Bolzano, twierdzac, Ze postulat ten jest wy-
wiedlny z pozostalych aksjomatéw geometrii euklidesowej i dlatego
nalezy go usunaé ze zbioru aksjomatéw*®. Jednak czym innym jest
konkretna préba stwierdzenia niezaleznoSci (czy tez zaleznoSci) aksjo-
matéw geometrii, a czym innym generalny wymag, aby odnosnie do
kazdej teorii matematycznej wprowadzi¢ obowiazek jakiego§ — jesz-
cze raz trzeba podkreslié, ze B. Bolzano nie uscislit, jakiego — ustale-
nia niezaleznoSci aksjomatyki. Wydaje si¢, ze sformulowanie takiego
postulatu §wiadczy o genialno$ci autora i umiejetnosci wyznaczenia
kierunkéw dalszych badafi nad wtasnoSciami teorii matematycznych.
OczywiScie, brak stosownych narzedzi logicznych uniemozliwiat zre-
alizowanie sformutowanego przez praskiego filozofa wymogu na po-
czatku dziewietnastego wieku. Jednak idee B. Bolzano podjeto —
zapewne nieSwiadomie, ze wzgledu na to, zZe przemyslenia praskiego
filozofa byly do niedawna zasadniczo nie znane — w ramach badan
nad teoriami nauk formalnych w dwudziestym wieku.

4Por. B. Bolzano, Betrachtungen ueber einige Gegenstaende der Elementarge-
ometrie, Prag 1804.
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Druga uwaga odnosnie do przedstawionego wczes$niej rozumowa-
nia B. Bolzano dotyczy pewnej jego niekonsekwencji. Mianowicie
rozpatrywal on wylgcznie aksjomaty o postaci ,,A jest B”, czyli aksjo-
maty bedace wedlug jego wlasnej terminologii sadami koniecznoScio-
wymi. Z drugiej strony twierdzil on, Ze teorie matematyczne powinny
posiada¢ przynajmniej jeden aksjomat bedacy sadem modalnym. Dla-
tego zawezenie przeprowadzonego rozumowania do sadéw koniecz-
nosciowych wydaje sie istotng niekonsekwencjg praskiego mysliciela.

Po trzecie wreszcie, nalezy jeszcze raz nawigza¢ do twierdzenia
B. Bolzano, ze wszystkie sagdy bedace aksjomatami, czyli sgdami nie-
dowiedlnymi, posiadaja jako orzeczenie i predykat wylacznie pojecia
proste (pierwotne, niedefiniowalne). Oprdcz poje¢ pierwotnych aksjo-
maty sg poza tym zbudowane ze statych logicznych: funktora ,,jest” lub
funktora modalnego. Ten poglad B. Bolzano podtrzymywany jest row-
niez wspétczesnie?’ . 1 dzi§ aksjomaty powinny byé budowane wytacz-
nie z poje¢ pierwotnych oraz statych logicznych. A zatem i w kwestii
budowy aksjomatéw antycypowat praski filozof przekonania akcepto-
wane réwniez i dzisiaj.

Swoje uwagi dotyczace aksjomatéw koniczy B. Bolzano przedsta-
wieniem krétkiego argumentu stwierdzajacego istnienie aksjomatéw
specyficznych, wlasciwych dla matematyki. Przypomnial on, ze wcze-
S$niej pokazal przyktady istnienia specyficznie matematycznych pojec
prostych (pierwotnych, niedefiniowalnych). Skoro istniejg takie po-
jecia, to mozna, postugujac si¢ nimi, budowac sady. Istniejg zatem
sady specyficznie matematyczne, ktére maja jako podmiot i predykat
wilasciwe dla matematyki pojecia proste (pierwotne, niedefiniowalne).
A zatem, zgodnie z przyjmowanym przez B. Bolzano twierdzeniem,

istnieja aksjomaty typowo matematyczne48.

“TDodatkowo moga jeszcze wystepowaé w aksjomatyce pojecia uzywane w teo-
riach, ktére zaklada si¢, budujac dang teorie.

48 Hat das Bisherige seine Richtigkeit, so laest sich jetzo die Frage beantworten
,,ob auch die Mathematik ihre Grundsaetze habe?” Wenn nachmlich alle mathema-
tische Begriffe erklaerbare Begriffe waeren, so koennte es auch keine Grundsaetze
in den mathematischen Disciplinen geben. Da es aber einfache Begriffe gibt welche
der Mathematik eigenthuemlich zukommen so mufl man allerdings auch wirkliche
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W zbiorze aksjomatéw matematycznych wyréznit praski filozof
podzbidr postulatéw. To takie aksjomaty matematyki, ktére sa sadami
modalnymi, czyli — wedle jego terminologii — sgdami mozliwoscio-
wymi (Moeglichkeitsurtheile). Juz wcze$niej staral si¢ on uzasadnic,
ze przynajmniej jeden taki aksjomat, czyli postulat, musi istnie¢. Wy-
nikato to stad, ze przyjmowal on istnienie twierdzen matematycznych
bedacych sadami modalnymi. Aby takie twierdzenia otrzymaé w teo-
rii matematycznej, przy pomocy przyjmowanej przez niego w istocie
sylogistyki zdafi modalnych Arystotelesa, trzeba byto przyjac istnienie
przynajmniej jednego postulatu matematyki, czyli aksjomatu bedgcego
sadem modalnym™.

W tym miejscu wypada sformutowaé jeszcze kilka uwag dotycza-
cych logiki stosowanej wediug B. Bolzano w matematyce. Zdawat
on sobie sprawe z tego — jak to juz stwierdzono wczeSniej — ze
pojecie dowodu wymaga odniesienia do regul dowodzenia (regut de-
dukcyjnych). Zgodnie ze stanem logiki sobie wspdiczesnej, twierdzit
on, ze do regul dowodowych nalezy zaliczy¢ wszystkie twierdzenia
nieco zmodyfikowanej sylogistyki zdan asertorycznych Arystotelesa.
Dzisiaj powiedziano by, ze B. Bolzano postulowat zaliczenie do lo-
giki, ktérg postuguje si¢ matematyka, pewnego fragmentu klasycz-
nego rachunku predykatéw, ktéry w catosci zostal stworzony dopiero
przez G. Fregego. Przyjecie istnienia sadéw mozliwoSciowych (mo-
dalnych) w matematyce zmusito praskiego filozofa w konsekwencji do
zaliczenia do regul dowodowych matematyki sylogistyki zdan modal-
nych Arystotelesa. Ujawniono tez, ze implicite do regul dowodowych
zaliczal on niektére tezy klasycznego rachunku zdafi. To stanowi-

Grundsaetze in ihr anerkennen; und das Gebiet derselben erstreckt sich so weit, als
die blof einfachen Begriffe reichen; wo diese authoeren, und die Erklaerungen ihren
Anfang nehmen, da hoeren auch die Grundsaetze auf, und es fangen die Lehrsaetze
an”, B. Bolzano, Beytraege zu einer begruendeteren Darstellung der Mathematik,
s. 95-96.

4 _Als eine besondere Art von Grundsaetzen pflegen die Mathematiker noch die
Postulate anzufuehren, unter welchen sie solche Grundsaetze verstehen, welche die
Moeglichkeit eines gewissen Gegenstandes behaupten. Nach Par. 16. gibt es und muf3
es Postulate (unerweisliche Moeglichkeitsurtheile) geben”, B. Bolzano, Beytraege zu
einer begruendeteren Darstellung der Mathematik, s. 96-97.
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sko B. Bolzano, odnosnie do akceptowanej w matematyce logiki, jest
zasadniczo odmienne od stanowiska reprezentowanego wspotczesnie.
Owa odmienno$¢ jest spowodowana dwiema przyczynami: rozwojem
logiki oraz odmiennym statusem zdan akceptowanych na gruncie mate-
matyki. Dopiero po $mierci praskiego filozofa zbudowano klasyczny
rachunek predykatéw i odkryto ponownie znany stoikom klasyczny
rachunek zdan. Od czaséw fregowskich twierdzi si¢, ze matematyce
wystarczg reguty dowodowe oparte na klasycznym rachunku predyka-
téw pierwszego rzedu, ktéry nabudowany jest na klasycznym rachunku
zdan. W tym sensie logika stosowana w matematyce wspéiczesnej jest
,bogatsza” od przyjmowanej przez B. Bolzano®”. Z drugiej strony,
akceptuje sie we wspodtczesnej matematyce jedynie sady asertoryczne
i nie stosuje si¢ sadéw modalnych. Dlatego nie jest konieczny dla
wykazywania twierdzen matematyki jakikolwiek fragment logiki mo-
dalnej, wystarcza klasyczny rachunek predykatéw. 1 w tym znaczeniu
logika konieczna do zbudowania teorii matematycznych jest ,,ubozsza”
od proponowanej przez praskiego matematyka’'.

Nalezy podsumowaé gtéwne watki Bolzanowskiej metodologii ma-
tematyki. W czesci dotyczacej poje¢ pierwotnych dostrzezono kilka
twierdzen, ktére istotnie upodabniaja jego koncepcje do wspodiczesnej
metodologii matematyki. Po pierwsze, twierdzi on, ze kazda teoria
matematyczna musi postugiwacd si¢ pojeciami prostymi (pierwotnymi).
Po wtére, na poczatku wyktadu nalezy podaé petng liste¢ poje¢ pro-

OWydaje sie, ze nalezy poddaé szczegétowym badaniom logicznym matematyczne
teksty B. Bolzano. To on wlasnie jako pierwszy, w roku 1817, jeszcze przed A. Cau-
chym, podal definicje granicy funkcji i ciagloSci funkcji, ktére uwaza si¢ za po-
prawne. We wspdlczesnym zapisie tych definicji stosuje si¢ kwantyfikatory. By¢
moze w swym sformutowaniu wspomnianych poje¢ B. Bolzano zastosowal juz impli-
cite ,,jezyk kwantyfikatoréw”, za ktérego twoérce uchodzi G. Frege.

S'Poréwnano w tym miejscu $rodki dowodowe matematyki Bolzanowskiej i tej
matematyki wspoétczesnej, ktéra mozna by nazwac klasyczna. Na poczatku dwu-
dziestego wieku w szkole intuicjonistéw zakwestionowano zasady logiki stosowane
w matematyce. W konsekwencji powstal pewien rodzaj logiki nieklasycznej, nazywa-
nej intuicjonistyczna, ktérg wbrew zatozeniom twércéw zaksjomatyzowat A. Heyting.
Zgodnie z zalozeniami filozoficznymi, reprezentowanymi przez przedstawicieli szkoty
intuicjonistycznej, ten wlasnie typ logiki nalezy stosowa¢ w matematyce.



METODA MATEMATYKI WEDLUG B. BOLZANO 33

stych (pierwotnych). Dalej zauwaza on, Ze poje¢ prostych (pierwot-
nych) nie powinno si¢ i nie da si¢ definiowaé w sposéb klasyczny
(Erklaerung). Wreszcie twierdzi, Ze znaczenie nazw poje¢ pierwot-
nych wyznacza zbiér zdan, wprowadzony na poczatku teorii, w kto-
rych te nazwy wystepuja. Jest on jakby ,.definicjg uwiklang” pojec
pierwotnych. Trzeba jednak zaznaczy¢, Ze nie wiadomo, czy wedlug
B. Bolzano owa ,.definicje uwiktana” poje¢ pierwotnych stanowi ak-
sjomatyka, czy jaki§ inny zbior zdai. Poza tym matematyk nie miat
mozliwoSci wyboru we wprowadzaniu poje¢ pierwotnych do swej teo-
rii, zbidr poje¢ pierwotnych byt raz na zawsze ustalony w obiektywnie
istniejacym porzadku pojec.

W czesci dotyczacej aksjomatéw B. Bolzano odrzucit tradycyjna
arystotelesowsko—kartezjariska koncepcje, wedlug ktdrej aksjomatami
sg zdania jasne, oczywiste. Jego zdaniem, aksjomaty to sady obiek-
tywnie niedowiedlne. Byl on przekonany, ze dla kazdej dyscypliny
matematycznej mozna poda¢ aksjomatyke, co bylo bardzo mocnym
twierdzeniem w czasach, kiedy funkcjonowata w zasadzie tylko aksjo-
matyka geometrii. Silnie podkreslat, by na poczatku wyktadu kazdej
teorii matematycznej poda¢ pelna list¢ aksjomatéw. Odmiennie niz
to czyni si¢ wspodtczesnie, twierdzit praski filozof, ze dla danej dys-
cypliny matematycznej istnieje wylacznie jedna aksjomatyka. Bylo
to zwigzane z jego przekonaniem o istnieniu jednego, obiektywnego
,krolestwa prawdy”, uporzadkowanego zbioru obiektywnych sadéw
prawdziwych, ktére byly ,,odkrywane” przez matematykéw. W trak-
cie przeprowadzanych analiz pokazano, ze B. Bolzano byl przekonany
o zupelnos$ci teorii matematycznych. Postulowal on tez — w blizej
przez siebie nieokre$lony sposéb — wykazywanie niezaleznoSci ak-
sjomatyk. Byl przekonany, ze aksjomatami sg te, i tylko te, sady
matematyki, ktére posiadaly zaréwno jako podmiot, jak i jako pre-
dykat pojecia pierwotne (proste, niedefiniowalne). W konsekwencji
zmuszony byt przyjaé, ze aksjomaty budowane sa wylacznie z pojec
pierwotnych oraz stalych logicznych, co zgodne jest z twierdzeniem
wspolczesnej metodologii matematyki. B. Bolzano byt réwniez Swia-
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dom koniecznosci precyzyjnego okreSlenia zbioru regut dowodowych
stosowanych w matematyce.

Generalnie mozna stwierdzié, iz praski matematyk w wielu ele-
mentach refleksji metodologicznej wyprzedzil znacznie swoja epoke
i sygnalizowal pewne rozwigzania, ktére w metodologii matematyki
zadomowity si¢ na dobre dopiero sto lat po napisaniu przez niego
analizowanej ksigzki.

Warto tez zwréci¢ uwage, ze w tekScie B. Bolzano znajdujg si¢
stwierdzenia, ktére kaza traktowac prezentowang przez niego metode
nie tylko jako metod¢ matematyki, ale wszystkich dyscyplin nauko-
wych, w tym takze filozofii. Zatem w istocie postulowal praski my-
Sliciel uprawianie filozofii tak jak nauki §cistej, z wyraznymi listami
poje¢ pierwotnych i aksjomatéw, z jasno okreSlonymi metodami do-
wodowymi, z precyzyjnymi definicjami wprowadzanych do filozofii
terminéw. Trzeba zdaé sobie sprawe z faktu, ze swe postulaty ,.Scistej
filozofii” stawial B. Bolzano wtedy, gdy na niemieckim obszarze je-
zykowym panowata filozofia idealistyczna G.F. Hegla, o — delikatnie
moéwiac — ,,metnej” metodzie. By¢ moze byla to reakcja na rozluZnie-
nie rygorow metody stosowanej w owej dobie w filozofii. W kazdym
razie postulat ,,Scistej filozofii” pozwala stusznie widzie¢ w B. Bolzano
prekursora filozofii analityczne;j.
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SUMMARY

Bernard Bolzano’s conception of the mathematical method

The matter under discussion is the methodology of mathematics pre-
sented by Bernard Bolzano (1782—1848) in his early pamphlet Beytraege zu
einer begruendeteren Darstellung der Mathematik (Prague 1810). Bolzano
built, with success, the classical axiomatic—deductive method of nonspacial
and atemporal concepts (Begriffe). He abandoned the traditional custom of
formulating primitive concepts of deductive theories. Bolzano opposed the
traditional conviction that the axioms of mathematical theories should be
clear and distinct sentences. He divided the domain of nonspacial and atem-
poral sentences into the subdomains of objectively provable and objectively
nonprovable sentences. In his view, the axioms of mathematical (deductive)
theories are only the objectively nonprovable sentences, and each of the ob-
jective nonprovable sentences is an axiom of a certain deductive theory. He
postulated, at the time when only the (Euclidean) geometry was axiomatized,
the axiomatization of all mathematical theories.



