EL TEOREMA DE LA SUSTITUCION

Por Emilio Diaz-Estévez

Ademas de los sistemas axiomaticos de logica de primer orden con un conjunto
infinito de axiomas, existen sistemas formales de l6gica de primer orden con un
numero finito de axiomas.

Contra lo que a primera vista pudiera parecer, éstos ultimos no son mads
econdémicos y, desde luego, resultan menos elegantes; ya que requieren una regla de
inferencia, de sustitucion de letras predicativas por formulas, que carece de contra-
partida semantica.

La regla citada de sustitucién no es necesaria en los sistemas formales con
infinitos axiomas. En éstos se exige a lo sumo la definicion de una operacion de
sustitucion de variables por términos, si se pretende una rigurosa expresion de los
esquemas axiomaticos de instanciacién universal y de cuantificacion existencial.

Sin embargo, cuando nos encontramos en la metateoria de los sistemas forma-
les, también de la primera especie, la definfcion de una operacién de sustitucion de
letras predicativas por formulas y la fundamentacion de los metateoremas corres-
pondientes se hace también practicamente imprescindible. Asi por ejemplo, para
demostrar que para toda formula « del calculo de predicados de primer orden es
posible hallar una formula B en forma normal de Skolem tal que o es demostrable
enel calculosiysdlosiloes B , es conveniente la antedicha operacion de sustitucion
y la demostracion del correspondiente teorema, al que denominamos «teorema de
sustitucion».

Ademas, esta operacion, asi como el teorema correspondiente, resulta impres-
cindible cuando se pretende extender, con la mayor economia y eficacia, el lenguaje
y el cdlculo de primer orden para obtener un lenguaje y un cdiculo de segundo orden.
En particular, la eperacién de sustitucion de variables predicativas por formulas es
necesaria para la rigurosa expresion de los axiomas de instanciacién universal de
segundo orden y de cuantificacion existencial también de segundo orden.

En Introduction to Mathematical Logic de A. Church! en donde el calculo de
primer orden viene presentado mediante un sistema con un nimero infinito de
axiomas, aparece definida la operacion de sustitucion a que nos estamos refiriendo.
Alli aparece también demostrado el teorema que establece que si o’ es una férmula
que procede de o mediante dicha operacion de sustitucién y a es demostrable en
el calculo, a’también lo es; pero no aparece formulado siquiera el correspondiente
teorema semantico.
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El objetivo primero del presente trabajo es demostrar, tanto en la parte sintacti-
ca como en la semantica, dicho teorema; es decir, ademas de lo ya demostrado por
Church, demostrar que si I'” es el conjunto de sentencias obtenido del conjunto T’
al realizar una misma operacion de sustitucion en todos sus miembros y o’ es una
sentencia obtenida a partir de la sentencia @ mediante la misma operaciéon de
sustitucion, entonces si a esconsecuencia ldgicade I' | o’ es también consecuencia
logica de T'*. No obstante, de hecho, mas que la obtencién del teorema referido nos
interesa desarrollar el aparato conceptual requerido y establecer ciertos resultados
que serdn aplicados en trabajos posteriores.

Comenzaremos exponiendo el lenguaje L al que nos vamos a referir y respecto
del cual definiremos la oportuna operacion de sustitucién. En segundo lugar,
aludiremos a la semdntica de L. Posteriormente, presentaremos un cdlculo formal
de légica de primer orden con el lenguaje L al objeto de poder demostrar la parte
sintdctica del teorema de sustitucion. Por ultimo, demostraremos el teorema de
sustitucion en su doble vertiente sintdctica y seméntica.

Sea L un lenguaje de primer orden en cuyo alfabeto A se incluyen, ademas de
las seis constantes logicas - 1, v, » >. vy A -y los signos auxiliares paréntesis, un
conjunto infinito de variables individuales, un conjunto, también infinito, de
parametros o constantes individuales y un conjunto infinito de letras predicativas
n-adicas para cada entero positivo .

El lenguaje L consta, ademas, de un conjunto T de términos, definido a partir
de A como el conjunto unidn de las variables y constantes individuales, y de un
conjunto F de las formulas de L definido por induccidén a partir de A yde T.

Concretamente, F es el mas pequeno conjunto que verifica los siguientes enun-
ciados:

1°.-Si (b, b, ..., b, es unasecuencia de n ocurrencias de términos cualesquie-
rade Ly Pes una letra predicativa n-adica, entonces Pb,b,...b, pertenece a F (es una
formula).

2°-a)Sia € F,entonces~ (a) € F;
b)Sia,p € Fentonces(a)v(p)e F
¢)Sia,p € Fentonces(a) A(B)E F
d)Sia, B € Fentonces(a)>(p)e€ F
e) Si x es una variable individual y'a € F, entonces Vx(a)€ F
f) Sixes una variable individualy @ € F, entonces Ax (a)€ F

Como se sigue de la definicion de F, toda formula ha de tener 1 + 2.m pares de
paréntesis, siendo # el nimero de negadores mas el de los cuantificadores que
ocurren en la formula y m el nimero de las ocurrencias de los restantes signos -
logicos. Sin embargo, cuando hayamos de mencionar formulas determinadas o
esquemas de formulas, no usaremos mas paréntesis que los necesarios al objeto de
disipar toda ambiguedad respecto del alcance de los signos logicos en la formula o
en el esquema de férmulas.

A las formulas construidas exclusivamente mediante una aplicacién de la
clausula 1 de la definicion de F, las denominamos formulas atomicas. A las
restantes, las denominaremos formulas moleculares.

Si a yp son féormulas necesariamente distintas tales que p es obtenida en el
proceso de construccion de a, entonces y s6lo entonces dectmos que B es una
subféormula de a. Obviamente, dada esta definicion. toda formula es subférmula de
si misma.
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Denominaremos signo principal de una férmula al signo 16gico correspondien-
te a la dltima aplicacidn de la clausula 22 en el proceso de construccion de dicha
formula. Naturalmente, las formulas atémicas carecen de signo principal.

El alcance de un signo logico s en una formula o estara constituido por la
subformula 8 o las subformulas ny & de o tales que si s es el negador (1) o los
cuantificadores (V, A), B ocurre a la derecha de s entre paréntesis, en el primer caso,
o a la derecha de la variable individual que aparece, a su vez, como sufijo a la derecha
de s, en el segundo caso; y si s es cualquiera de los restantes signos légicos, n y 8
aparecen entre paréntesis una a la derecha y otra a la izquierda de s.

Una ocurrencia de un término b decimos que esta ligada en una férmula a si
y solo si b es una variable y ademas ocurre como sufijo de un cuantificador o cae
- bajo el alcance de un cuantificador en el que b ocurre como sufijo.

Una ocurrencia de un término b decimos que estd /ibre en una formula a siy
solo si b no es una variable o no estd ligada.

Si a es una formulay by ¢ son dos términos, decimos que ¢ estd libre para b
en a siy solo si ¢ no es una variable o, en caso contrario, 0 b no es una variable o
tiene al menos una ocurrencia libre en a ; y ninguna de dichas ocurrencias cae bajo
el alcance de un cuantificador que tenga a ¢ como sufijo.

Si a esuna formula con al menos una variable libre x, y s6lo entonces, decimos
que vx o esla particularizacion de o respecto de x y que Ax aesla claysura deo
respecto de x.

Si a esunaformulay x,, x,, ..., x_ son todas las variables libres de a , entonces
y s6lo entonces decimos que V.x,x,...,x, a esla particularizacion de a y que

A Xps Xy, oy @ eslaclausura de a .

Finalmente, decimos que a es una sentencia si y s6lo si en a no ocurre ninguna
variable individual libre.

Nos interesa referirnos ahora a la operacion de sustitucion en férmulas de L de
variables individuales por términos. No obstante podemos ampliar la nocion corres-
pondiente de manera que abarque también a la sustitucion de términos por térmi-
nos, sean 0 no variables. Asi, si reemplazamos en una férmula a todas las
ocurrencias libres de un término b por otro término a.obtenemos una formula S{ a
0, mds abreviadamente a (a/b), que definimos por induccidn sobre la estructura
de a de la siguiente manera?. :

Definicion 1°.
1°. S1 a es atémica, a (a/b) es obtenida a partir de o al reemplazar todas las
ocurrencias de b por a.

2°-a)Si aesm1 B, a (a/b)es 1 B (a/b).

b)Sia.es B v 5, a (a/b)es B (a/b)vs(a/b)

c)Siaes B A &, ala/bes B (a/b)ad (u/h).

d)Sia esPp —> &, a(a/b)es B (a/by—35(a/h).

€)Si a es vy B, entonces a (a/b)es a sibesyoaesyy,encaso contrario,
a (a/b)es vy B (a/b).

f)Si a es A y B,entonces a (a/b)es a sibesyoaesyy,en casocontrario
a (a/b)yes Ay B (a/b).

Obviaplente, la oeeracién de sustitucion dada en la definicion 12 puede iterarse
1 veces. Sg (Slf (...(Sg a)...) puede escribirse S 41-92-2" o o m4s abreviadamente
1 2 n

b1, b2..b"
a (a,.a,,...a,/b,,b,,....b,).
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Estamos ya en condiciones de referirnos a la operacion de sustitucién de letras
predicativas por formulas cualesquiera.

Si a es cualquier férmula de L, x, x,, ..., X, una secuenc1a de n variables
individuales distintas y P una letra predlcauva n adlca pr x ..x, @, O, abreviada-
mente a( B //Pxx, ..x,) serd la formula de L deﬁmda por induccién sobre la
estructurade @ dé la 51gu1ente manera?,

Definicion 2.

1°.-Si a eslaformula Q b, b, ... b en donde Q es una letra predicativa n- -ddica
v<b,, b,, ..., b, )una secuencia de n ocurrenc1as de términos de L, entonces, si P no
es Q o} ex1ste un entero positivo i < »ntal que b. es una variable que no estd libre para
xen B, a (B//Px x,..x)esa;ysi,por el contrario, P es Q y para todo entero
positivo I < n, b, ono es una variable o esta libre para x;en B , entonces
a (B //Px, x, x)es B (b, b, ..., b x, Xy 0y X,)-

2°.-a)Si a es1 n ,entonces a ( B//Px, X,..x,)es °n (B//Px x,..x,)

b)Siaes nvd ,a (B//Px x,..x)esn (B//Px X,..X,)v
8 (B//Px, x, X)

¢)Sia esnAS a (ﬁ//Px Xy..x,)es n(p//Px x,...x,)n
8(B //Px, X, ... X,).

d)Siaesn—»S,a(B//Pxx X))
esn (B//Px x,..x) > 8(6//Px X, eee X,).

e)Sia esvyn, entonces, S1 y no €s una de las variables Xps Xgs ooy X, ¥
ocurre libre en B a (B//Px, x,...x,)es a ,ysiyesunadelas vanab es
X, X5, .0y X, O DO OCUITE libre en B, entonces « (B //Px, X,...Xx,)€s
vy n (B//Px Xy e X,)-

HDSiaesAyn, cntonces si y no es una de las variables x,, x,, ..
ocurre libreen B, @ (B //Px, X,, ..., x,)es a ;y,si yesunade las vanabiles
X5 X3 ..ey X, O DO OCUITE 11bre en B entonces a (B//Px, x,..Xx,)es

Ay (B//Px Xy e X,).

La primera nocion relativa a la semantica de L es la nocién de interpretacion
que damos a contmuacic’)n.

Definicion 3.

Una interpretacion I de L es un par ordenado cuyo primer elemento D - al que
denominamos dominio de la interpretaciéon - es un conjunto no vacio, y cuyo
segundo elemento es el conjunto{y, Alen el que v - a la que denominamos valoracién
- es una aplicacion del conjunto de los parametros de L en D y donde 4 - a la que
llamamos asignacion - es una funcién que hace corresponder a cada letra predicati-
va n-ddica, cualquiera que sea el entero positivo #, de L un subconjunto de D" .

Para indicar el elemento de D que la valoracion v asigna a una dada constante
individual @, de L escribimos v(a,) o también I(a)). De la misma manera, para indicar
el subconjunto de D” que la asignacién A hace corresponder a una dada letra
predicativa P n-adica, escribimos A(P) o también I(P).

El hecho de que vy v’ sean dos valoraciones distintas a lo sumo respecto de un
conjunto dado finito { b, b,, ..., b, | de pardmetros, lo simbolizamos en la forma
Vopis = &,v". De modo seme]ante si {P,P, .., P} esunconjunto finito de letras
predlcatlvas distintas, cualquiera que sea el numero adico de cada una Apl,pz, p, A’
mdlcara que para toda otra letra predlcatlva Q que no ocurra en el conjunto Pl, PZ,

, 4 (Q) = A’ (Q). Obviamente, si v, = v' 0 A, = 4" - hechos que pueden ser
expresados también en la forma I Fel=T-¢l domlmo devyv,AyA olel
es el mismo.
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La nocidén de interpretacion nos permite definir la nocién de valor de una
sentencia a bajo una interpretacion I o, mas especificamente, bajo una determinada
valoracion y una dada asignacion respecto de un mismo dominio, de la manera si-
guiente.

Definicion 4°.

SiIesuna interpretacion, v su valoracion, 4 su asignacién, y o es una sentencia
de L, denominamos valor de la sentencia a bajo la interpretacion 1 al elemento
a,-0, lo que es lo mismo, a , (v)- del dominio {1,0} definido por induccion sobre
la estructura de a del modo siguiente:

1°-Si a esPb, b, ... b, donde b, b,, ...b,_son pardmetros, o =1 s
(b)), U(by), ... b)) € APy a,=0sib)), (b,),.... (b,)y& A(P).

2°.-a)Sia es1 By pesunasentencia, a,=1si p,=0y a, =0si B,=1.

b)Si @ es B vy yB.y7 sonsentencias, « (=1st B,=106 y,=1lyaq=
Osip, =0y y,=0.

c)Sia es Bay yp y7sonsentencias, a,=1,si B,=1y ¥, =1,y a,=0,
si B,=067,=0.v

d)Siaes B>y yp yy sonsentencias, a ,=1si §,=006 v,=1'y a;
=OSi B]= 1 y Y]=O.

e) Staes VX P y,stbesun parametro, p(b/x) es una sentencia; a,=1,sl
existe una valoracion y’tal que siendo @, un parametro que no ocurra en
a, vy Vv'y plax), (v)=1;ya,=0si,siendo g, cualquier parametro que
no ocurra ena , para toda valoracién v’ tal que v =V Bla/x),(v)=0.

f) Siaes AxB y B(b/x)es una sentencia, a, = 1 si, siendo g, cualquier
parametro que no ocurra en a, para toda valoracion v’, si v 7 V entonces
B (a/x),(v)=1;ya, =0si,siendo g, un parimetro que no ocurra en a,
existe afmenos una valoracion v’tal que v zV'y Bla/x)y,(V)=0.

Dada la definicién de valor de una sentencia, resulta obvio que para toda
formula « , con a lo sumo la variable x libre, y toda interpretacion I, 7 Vx « =
AXTa,ylAXa,=VXT a.

A partir de la definicion de valor de una sentencia para una dada interpretacion
I, podemos definir la nocién de interpretacion de una dada férmula B para una dada
secuencia x,, x,, ..., x, de variables distintas, siempre que en B no esté libre ninguna
variable que no pertenezca a la secuencia dada. Esto que, de alguna manera, equivale
a tratar a las férmulas que rexinan dichos requisitos de modo semejante a como son
tratadas las letras predicativas en la definicion de interpretacion, lo establecemos en
la siguiente definicion.

Definicion 5.

Six;, x, .. X, es una secuencia de # variables distintas, B es una formulade L
para la que se verifica que toda variable libre en B pertenece a la secuencia de n
variables dada, I es una interpretacion de L cuyo dominio es D, su valoracion es vy
su asignaciones Ay ¢ b,, b,, ..., b, ) es una secuencia de n ocurrencias de parametros
de L que no ocurren en B, denominamos interpretacion de la formula B para las
variables x, x,, ..., x, al conjunto I ( 8 (x,, X,, ..., X,)) de todas las n-plas ordenadas
de elementos é D, (a,a, .., a,), para los que existe al menos una valoracién v’
talquev,, = , v,v'(b)=a,Vv (b)) = a, .,v(b)=a,y

B(b,b,, .. b /X, X5 X)) (V) =15,
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Las nociones de interpretacion de L y de valor de una sentencia bajo una
Interpretacion nos permiten establecer otras nociones semadnticas; como son las de
validez, satisfactibilidad, etc.

SiIes una interpretacion de L con A y v como asignacion y valoracién y a es
una sentencia de L, decimos que a es vdlida bajol, obajoA y v,siysolosl a =1
0, lo que es lo mismo, siy sélosi a, (v)= 1.

Si a es una sentencia vélida bajo I, y sélo en ese caso, decimos que I satisface
la sentencia a . Abreviadamente, indicamos este hecho con la expresion I saf a .
Obviamente, I sat a sii a ;=1 de modoquesi a,=0 entoncesy sélo entonces I
no satisface a a , lo que escribimos en la forma 1347 o .

Una sentencia a decimos que es universalmente valida si y solo si para toda
interpretacién I, I sar o . Decimos de a que es satisfactible si y solo si existe una I
tal que I sar a ®.

Dadas las nociones de satisfactibilidad y de universal validez, resulta obvio que
paratodasentencia a , a esuniversalmente validasi ysolosi - @ esno satisfactible
y, paralelamente, a es no satisfactible si y s6losi 1 @ es universalmente valida.

Finalmente, nos bastara definir la nocion de consecuencia logica.

Si T es un conjunto de sentencias de L y a es también una sentencia de L,
decimos que a es consecuencia logica de T - abreviadamente I = a - si y sélo si,
para toda interpretacion I, si I satisface simultdneamente a cada una de las senten-
cias de I", I satisface también a a .

Cuando una sentencia a es universalmente valida, cualquiera que sea el
conjunto de sentenciasI', se verificaque T' = o . Como el conjunto vacio es un caso
de conjunto de sentencias, las sentencias universalmente validas son consecuencia
logica del conjunto vacio de sentencias. Por esta razén, la universal validez de o
puede ser notada en la forma = a .

Al objeto de poder demostrar el teorema de sustitucion en su parte sintdctica,
presentamos ahora un calculo formal de l6gica de primer orden con el lenguaje L.

Consideramos conocidas las nociones de regla de inferencia, de antecedente 'y
de consecuente de una regla de inferencia, asi como la de relacion de consecuencia
inmediata. También suponemos conocido que, en general, una deduccion a partir
de un conjunto de sentencias T, a las que denominamos premisas o hipotesis de la
deduccion, es una secuencia de formulas tal que toda formula de la secuencia que no
sea consecuencia inmediata de férmulas precedentes, o de secuencias de {ormulas
precedentes, mediante alguna de las reglas de inferencia, esun elementode I' .

Nuestro calculo, al que denominamos CD, constard, como los cdlculos deducti-
vos tipo Gentzen, de doce reglas de inferencia, dos para cada uno de los signos
légicos, una de eliminacién y otra de introduccion.

Lasreglas EN(Eliminacion del Negador), IC (Introduccion del Conjuntor), EC
(Eliminacion del Conjuntor). 1D (Introduccion del Disyuntor) y EI (Eliminacion
del Implicador) son como las homoénimas de Gentzen 7.

Las reglas IE (Introduccion del Cuantificador Existencial), EU (Eliminacion
del Cuantificador Universal) e IU (Introduccion del Cuantificador Universal) sélo
difieren de las de Gentzen respecto del lenguaje usado. Las expresamos asi:

b/x c
AU Ry £ ST

VXa

TE: a (b/x) AXa
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E_n IE y EU, b es un término cualquiera de L, y, en IU, el asterisco indica que
la variable x no ha de ocurrir libre en ninguna hipoétesis no cancelada de la que a de-
penda.

Por ultimo, las retantes reglas difieren de las correspondientes en los cdlculos
NJ o NK de Gentzen solamente en que, en vez de contener en sus antecedentes
deducciones enteras, notadas mediante la hipotesis subsidiarias y las conclusiones,
contienen solamente secuencias de férmulas consecutivas expresadas en la forma
{a,.., B, endondeaeslaprimera formula de la secuencia, y ha de ser una hipotesis
subsidiaria, y B es la iltima de las férmulas de la secuencia.

Estas reglas, a saber: IN (Introduccion del Negador), II (Introduccion del
Implicador), ED (Eliminacién del Disyuntor)y EE (Eliminacién del cuantificador
Existencial), las expresamos asi:

N APy m&;'ﬁm

*

ED: (lVﬁ, <as'~"y>s<ﬁaﬂ'ay) ,EE ana(ﬁ(l,---aﬁ)

Y
en donde el asterisco de EFE indica que la variable x no ha de ocurrir libre nien & ni
en ninguna hipétesis distinta de a de la que § dependa.

Dadas estas reglas, necesitamos, previamente a la definicién de deduccién en
CD, establecer ciertas nociones.
Definicion 6%
Si A es una deduccion de r férmulas en CD a partirde I' 'y
B es la k-ésima formula de A, para k < r; decimos que B estd cancelada para la
n-ésima linea o formulade A ,conk < n < r,siysolosiexisten enteros positivos
i, J, g, tales que la i-ésima formula de A | para/ < k, es la hipétesis subsidiaria Y ;
la secuencia A de todas las formulas de A |, desde la primera a la j-ésima, para i < j
y k < j, es una deduccion en CD a partirde TUGU{ Y} , en donde © es un
conjunto finito, eventualmente vacio, de hipotesis subsidiarias de A ; y la g-ésima
formulade A, paraj < gy ¢ < n, es consecuencia inmediata, mediante una de las
reglas de inferencia de CD, de la secuencia de formulas consecutivas de A desde la
i-ésima hasta la tltima, o de ella y una féormula no perteneciente a dicha secuencia,
o de ella, de otra secuencia distinta a la primera, y de una férmula, no cancelada, no
perteneciente a ninguna de las anteriores secuencias.

Defincion 7. '

Si A esunadeduccion en CD, o esla m-ésima formulade A y B esla n-¢sima
formulade A, decimosque B dependede a siysolosi, m < nyambasférmulas ve-
rifican:

1° Bes a ym=n;0

2° Existe en ‘A una ocurrencia de una formula ¥ que ocupa el lugar k-ésimo en
A,conk < nym < k, tal que B esen A consecuencia inmediata de ¥ (ademas
de, eventualmente, de otra férmula o secuencias de formulas) y v depende de a .

Definimos finalmente la nocién de deduccién en CD.

Definicion 8.

A es una deduccion en CD a partir del conjunto T, eventualmente vacio, de
formulas de L, siy s6losi A es una secuencia de r formulas de L siendo » un entero.
positivo, tal que para todo entero positivo # < r, la n-ésima formula de A es una
formulade T, una hipdtesis subsidiaria, o una consecuencia inmediata de una o mas
tormulas anteriores en A, no canceladas para la n-ésima linea, o de una o m‘as
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secuencias, de formulas consecutivas en A, anteriores a la n-ésima cuyas primeras
formulas son hipétesis subsidiarias, mediante una de las doce reglas de inferencia; y
toda hipotesis subsidiaria de A estd cancelada para la r-ésima y ultima linea de A .

Ademas de la nocion de deduccidn, conviene tener en cuenta las siguientes no-
ciones.

Decimos que A es una deduccion de a a partirde T en CD si y solosi A es
una deduccion en CD a partirde T y a es la formula que ocurre en la dltima linea
de A.

Decimos que A es una demostracion en CD si y solo si A es una deduccién en
CD a partir del conjunto vacio I'.

Decimos que la férmula a es deducible -o se deduce- del conjunto de premisas
I' en CD siy sélo si existe una secuencia de formulas A tal que A esuna deduccién
de a en CDapartirde I'. Laexpresion '~ a indicaque o sededucede I' o T
deduce a .

Decimos que la formula a es demostrable en CD si y sélo si existe una
demostracion A en CD y a es la dltima férmula en A . Dado que, si o es
demostrable, es deducible del conjunto vacio de premisas, expresamos la demostra-
bilidad de « enlaforma - a.

Respecto de la relacion de deductividad entre férmulas y conjuntos de férmu-
las, enunciamos los siguientes teoremas, omitiendo las correspondientes demostra-
ciones, por lo demas obvias.

Teorema 1°

Si T es un conjunto de formulas tal que « € T , entonces T — a .

Teorema 2°

Para todo par de conjuntos de formulas T y © y toda formula a, si T~ a
entonces T UB —a .

Previamente a la enunciacion y demostracion del teorema de sustitucion
necesitamos demostrar dos lemas , uno para la parte semdntica y otro para la parte
sintdctica.

Lema I°.

Para toda sentencia a , toda secuencia de n variables individuales, x , x,, ..., X,
distintas, en donde n es cualquler entero positivo, toda formula B,enla que no
ocurra ninguna variable libre que no pertenezca a la secuencia dada toda letra .
predicativa P n-ddica y todo par de interpretaciones1 el con el mismo dominio D,
la misma valoracion v y asignaciones A paral, y A’, para I, tales que A’ (P) =
L(B (X, Xy ..., X)), en donde 1 ( B (X, X, ..., X)) €5 la interpretacion 1 de B para las
vartab?es X x , X, ¥, para toda otra etra predzcattva m-ddica Q distinta de P,
A(Q)= A(Q) se verzf ica que el valor de la formula o (B //P X, X, ... X) bajo la
interpretacion 1 es el mismo que el valor de la formula a para la mterpretaczon r.

Demostracion:

Demostraremos este lema por induccion sobre el grado légico, o nimero de
ocurrencias de signos logicos, de a .
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Sea, en primer lugar, o una sentencia atomica. Serd entonces de la forma Rb b,
.. b,, con R n-ddica,endonde b, b,, ..., b, esuna secuencia de n ocurrencias de
parametros Dada la clausula 1? de la deﬁmclon 2% y las condiciones del lema, se
tendrd que a (B//Px, x,...X,) = , como afirma el lema, ya que si R no es P,
a(B//Px, X,...x,)es @ y @ =a; dada la deﬁmcmn de I' respecto de I; y, si R es P,
entonces a ( [3//Px Xy X )sera B.(b, by, ..., b /x,, X,, ..., x,)dada la deﬁnlclon 28,
y el valor de esta senten01a para la 1nterpretac1on I sera 1 0 0 segun que la n-pla
ordenada (v (b)), W(b,)),.., v(b,)) de elementos de D pertenezcaonoa I (B (xl, Xy,
, X,)). Ahora blen como I ( B(x vy X,)) = A’ (P), el valor de a bajo I' serd |
cuando a (B//Px,x,..x) =1y seraO cuando «a (B//IPx,x,...x,),=0.

Supongamos ahora que el enunciado del lema valga al menos para toda
sentencia de grado légico m, con m < n, cualesquiera que sean B , P, X, X,, ..., X, ¥
cualquiera que sea la interpretacion I Cons1deremos ahora una sentenma a de
grado légico n + 1. Obviamente, o tendrd una de estas seis formas: 1°. - n | 2°.
nvy,3¥nav, 4 1>y ,5°. Vyn y6°. A yn,yen los casos l°,5°y6°, n
tendra el grado 16gico n y en los restantes casos n y v tendrdn un grado 1égico igual
0 menor que n. Probaremos entonces el lema recorriendo los seis casos. Para
abreviar, en los cuatro primeros casos, a serd la formula a (B //Px, X, .. Xx,), 0’
serd la formula n (B//Px X,...Xx,)y vy’ serdlaférmula v (B //Px X, - x) Para
los restantes casos, o’ serad como ya ha quedado indicado, n’ serd la sentencia
n (b/y), en donde b es un parametro cualquiera que no ocurre en a , I, serd .
cualquier mterpretacwn tal que I, = LI seraal,comoTlaly n” sera la
sentencia 0’ (p //Px, x, ..., X,). .

Caso 1°. El grado de n es n'y por hipotesis de la induccion el lema vale para n .
Entonces, por evaluacion del negador (Def. 4% 22, a) se verifica que n’ tiene el valor
inverso de a’ bajo I'y lo mismo bajo I'. En consecuencia, a’;= 11’ =71’ =

a p-

Caso 2° El grado de n y de y essiempre menor o igual que #, de donde vale,
para n y para v, el lema. Por evaluacmn del disyuntor (Def. 4* 22, b) e’ =0siy
s6lo si se verifica que n =0y v’ = 0y, por consiguiente, a’ 1 en caso
contrario. Perocomo 0w’ = 1,y y 1= Y p» por hipotesis de la 1nduc01on a’
(n’v Y),—(nvv)l—a

Caso 3°. El grado de n y de ¥y es menor o igual que n. Por evaluacion del
conjuntor (Def. 4%,2* ¢ ), o’ =1,si 0’ =1,yy’ =1y &, =0, en caso contrario.
Pero como, por hipétesis de lainduccion, n’ ;= Y ¥ 1= Yp a = ap

Caso 4°. El grado de ny de y es menor o igual que 7. Por evaluacién del
implicador (Def. 42,22, d), o’ . =1,si n 1=00 Y 1_1 Y a’, =0, en caso contrano

Pero como por hipétesis de la mducmon = Y Y, yl,entonces o’ = o

Caso 5°. El'grado légico de n y por consiguiente de n’ es n y por tanto, para
n ’yparal, vale el enunciado del lema. Por evaluacion del cuantificador ex1stenc1al
(Def. 42, 22, e), a’ =1 si existe al menos unaI tal que n” g = 1, ya’ =0,en
caso contrario. Por hlpote51s delainduccion n”, = Ny - En consecuencia

= | si y solo si, para alguna L.n” = 1. Pero ", e = 1 siysolosi n’ re

co*no hemos visto . Pero, otra vez temendo en cdenta la evaluacioh del
cuantificador existencial, si para alguna’,, 0’ ¢, =1, entoncesy s6lo entonces
a .=l

Caso 6°. El grado l6gico de n vy, por tanto, de n° es n. Por consiguiente, para
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Tl y para I, vale el lema. Por evaluacion del cuantificador universal (Def 43 23 fy
=1lsiy solo si para todo I, n”, i = 1. Por hipotesis de la induccién n” g =1
si ysolo sin’ 1, » = 1. Pero, ofra ves por evaluacion del cuantificador universal,
=1 51vsolo stparattdal’, "y ., =1

Lema 2°

Sea A unadeduccion cualquiera en CD a partir de un conjunto T de premisas.
Sea r la longitud, o niimero de lineas, de A . Entonces, para todo entero positivo
n <r,si Beslan-ésimaformula de A, existe una deduccion A’ enCDde B a partir
de T U® -endonde © es el conjunto de todas las hipotesis subsidiarias de A que
ocurren con anterioridad a la linea n + 1-ésima y no estdn canceladas para la
n- Zszma linea que consta exactamente de las n primeras lineas de A y en su mismo
orden

Demostraremos este lema por induccion, con base 1, sobre el entero positivo i
a que alude el enunciado.

Sea, en primer lugar, » = 1. La primera formula B de A serd necesariamente
una hipotesis, previa o subsidiaria, en A.Sea A’lasecuencia que contienea 8 como
unico elemento. Entonces, dada la definicion 8% A’ es obviamente una deduccién vy,
dados los teoremas 1° y 2°, una deduccion de B a partir de TU® | cualquiera que
sea I' y siendo © el conjunto vacio.

Supongamos ahora que el lema valga al menos para todo entero m < k con
k < r. Sea entonces A’ la secuencia de las & + 1 primeras ocurrencias de formulas de
A y A”lasecuencia de las k primeras ocurrencias de formulas también de A . Por
hipétesis de la induccién, A” es una deducciéon en CD a partirde TU®, siendo ©
el conjunto de las hipétesis subsidiarias de A anteriores a la linea (k + 1)-ésima que
no estén canceladas para la k-ésima linea, y siendo T ¢l conjunto de premisasde A .

Dada la definicién 82, la formula 8 que ocurre en la (k + 1)-ésima linea de A
0, lo que es lo mismo, en la tltima linea de A’: 4) es un elemento de T"; b) es una
hipétesis subsidiaria; o, finalmente, ¢) es una consecuencia inmediata de formulas
precedentes no canceladas parala (k + 1)-ésima linea o de secuencias de férmulas no
precedentes.

Si se verifica el caso a tendremos, dado el teorema 1°, que T ~ B vy, dado el
teorema 2°, FUB ~ B, en donde 8 serd el mismo conjunto que para A”.

Si se verifica el caso b, tendremos, por el teorema 1°,{B} —~ B v, porel teorema
2°, TUBU({B |~ B, siendo ©U{ B} efectivamente el conjunte de las hipstesis no
canceladas para la linea (k+ 1)-ésima y anteriores en A ala linea (k + 2)-ésima.

Finalmente, si se verifica el caso ¢, como por hipdtesis de la inducciéon A” era
ya una deduccion a pariir de TUO y B procede de férmulas o secuencias de
formulas pertenecientea A”, A’ ha de ser también una deduccion y una deduccion
a partir de ' U©, si B no procede de ninguna secuencia de férmulas, o una
deduccion a partirde TU® —{ v}, donde ¥ es un elemento de ©, si B procede
mediante IN, Il o EE y Y es la hipotesis subsidiaria o primera féormula de la
secuencia de la que B es consecuencia inmediata, o, finalmente, una deduccidn a
partirde TU®-{v,5},si B procede mediante EDy ¥ y 8 son respectivamente
las primeras formulas de cada una de las secuencias de que B es consecuencia inme-
diata.

Demostrados los dos lemas, enunciamos el teorema de sustitucion.
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Teorema 3°

Sea T un conjunto cualquiera { Y, v,...} eventualmente vacio de formulas

de L. Sean (X, X, ... X ) una secuencia de n variables individuales distintas. Sea

B una formula cualqutera de L'y P una letra predicativa n-ddica cualquzera Sea

I el conjunto | 'y | tal que, para todo entero positivo i, Y’ = Y ( B/Px,
X, ... X,). Entonces (f‘arte semantica), si todas las formulas de T son sentencias v
todas variables libre en B pertenece a la dada secuencia de variables individuales;
para toda sentencia a, si T = a , es decir, si a es consecuencia logica de T
entonces I' = a (B //Px, x, ... X)), es decir, a (B//Px, Xy o X ) es consecuencia
logica del conjunto T Ademas fParte Slntactlca) comoquzera que sean las formu-
las de T y la formula B,para toda formula a, si T~ a, es decir, si T deduce o,
_entonces I'— a (B//PX, X, ... x), es decir, F’deduce la Jormula

a (B//Px, x, X,)-

Demostracion de la parte semdntica

Supongamos que efectivamente a sea consecuencia logica de I' y que

a( B//Px, x, ... X,) no sea consecuencia logica deI'”. De la segunda hipotesis se sigue
que ha de existir al menos una interpretacion I tal que I satisface simultineamente
a todas las sentencias de T’y no satisfacea o ( B//Px, X, ... ). Entonces, si I’ es la
interpretacion talque I' =IeI' (P)=1(B(x, x,, ..., 3) dado el lema 1°, se tendra
que I’ satisface simultaneamente a todas las sentencias de I', dado que I satlsface
todas las semenc1as de I'’, y al mismo tiempo a , = 0, puesto que

a( B//Px, x, .. = (). Pero, en ese caso, tendnamos una interpretacion I’ tal que
I sansface a todas rias sentencias de " y no satisface a a, lo que contradice la primera
de las hipétesis.

Demostracion de la parte sintdctica

Demostramos esta parte del teorema por induccion. con base 1, sobre la longitud
de la deduccion A de a apartirde T,

Supongamos que A tenga una unica ocurrencia de formula. Esta serd obvia-
mente la formula a, que al mismo tiempo serd una o la unica de las férmulasde T.
Entonces, de la misma manera que se tiene, por hipétesis, T' ~ a,se habrd de tener
I’ a(B//Px X, .. X,) en una deduccion A’ con una, o la dnica, formula
o (B //Px, ... x,) perteneciente a I'".

Sea ahora A una deduccion de una férmula a apartirde I ysear+1 la
longitud de A . Por el-lema 2°, eliminando la ultima linea de A, es decir, la que
contiene a la formula a, obtenemos una deducciéon A de &, siendo & la r-¢sima
formula de A, a partir de ' U O, en donde © es un conjunto que contiehe, a lo
sumo, dos formulas 8,y 0, puestoque con la (r + 1)-ésima formula de A deben
quedar canceladas todas las hlpotesm subsidiarias de A y en cada linea sélo pueden
quedar a lo sumo canceladas dos hipdtesis, que es lo que se verifica cuando la
férmula de la linea en cuestion procede mediante la regla ED.

Supongamos que el enunciado de la parte sintdctica del teorema vale para toda
deduccion de longitud menor o igual que r y, por tanto, para la deduccién A .
Tendremos entonces que, siendo 8 = 8 (B//Px x,..x,), ©={8,0,18 =
0, (B//Px x,..x,)y 9’ (B//P\ Xy X)), casodequeen e hayados férmulas,
r’ UG’r- 8 SIendo la éeduccwn de 8 a partir de I'’U @’. Supongamos,
ademas, que st 8, 82, 8,,.... 8,son exactamente las r ocurrencias de formulas de
A, la secuencia ( 8’1, I 5 .», en donde, para cada entero positivo i < 1, 8,
= 8, (B//Px, X, ... X)), Constltuya exactamente la deduccion A’ de §, a partir de
ruve’.
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Como a esla ultima formulade A pueden darse exclusivamente los dos casos
siguientes:

1% caso: o es una de las formulas de I' . Entonces obviamente I'’— o’, en
donde o’ = a(B//Px, x, ... x,), dado el teorema 1° y el hecho de que a’e T .
Ademads, como A’es una dzeduccmn apartirde I'” - ©’ serd vacio en este caso-, con
exactamente las férmulas &), 5’3,..., 8, habrd una de deduccién A’ partirde r
con exactamente las formulas 8, &,,.., ¥ ,,yenel mismo orden.

2° caso: a es consecuencia 1nmediata de formulas no canceladas para la (r +
1)-ésima linea o de secuencias de formulas precedentes. Entonces, el paso de la
induccién, y en consecuencia la parte sintdctica del teorema quedard demostrada
recorriendo cada uno de los doce subcasos posibles, uno por cada una de las reglas
de inferencia mediante las cuales puede proceder la formula a . Asi, para el subcaso
correspondiente a EJ, la féormula a en la linea (r + I)-ésima serd en A consecuencia
inmediata de dos férmulas anteriores respectivamente delaforma n - a y 1n;
en la deduccién A’ apareceran en los lugares correspondientes a'losde n —» «
ynen A lasférmulas n” > a’ y n’con n°= 1 (B//Px X,)y a’como se
ha dicho mas arriba, puesto que por la definicion 22, st A es la ?ormula n > a y

k es A(B//Px;x,..x), A’es n’ » o« ;y,portanto, aﬂadlendoa A’ la formula
a obtendremos la secuenma A’ que sera una deduccién de o’ a partir de F ; ya
que © habrd de ser en este caso vacioy a’ procede efectivamenteen A’de 1’ - o’
y n’ por EI. Por el contrario, en el subcaso correspondiente a £D, A serd una
deduccion a partirde ' U®,con ® = {6,, 8,}y, por consiguiente la hxpote51s dela
induccién, A’ sera una dedua,c10n a partir de r'rue’, con @ = {6’ 6’} La
formula o , (r + I)-€sima de A procederd exactamente de la formula 0, v 92, no
cancelada para la (r + 1)-ésima linea, y-de las secuencias ¢ 6, ... a )y (e2 .a) que
s6lo quedan canceladas en la (r + 1)-ésima linea. Entonces, anadlendo a A como(r
+ 1)-ésima linea la formula «’, obtendremos la deduccién A’ de o’, puesto que en
A’ ocurre laformula 8,” v 6.’ en el mismo lugarque 6, v 6,en Ay las secuen-
cias (0, ...,a)y( 0’2, vy @ )en los mismos lugares que las secuencias ( 8 ..., a)
y(8, .., a)en A.

De esta manera, queda demostrado el teorema de sustitucion.

NOTAS

U A. Church; Introduccion to Mathematical Logic, Princeton University Press, Princeton, New J ersey,
1956, pp. 192-193.

Seguimos exactamente el procedimiento empleado por Hans Hermes en Enumerability. Decidability.
Computability; Springer-Verlag, Berlin, New York, 1969; pp. 161.
3 La nocion definida es la de Church, op.; cit., pp. 192-193 y el procedimiento de la definicion es el mismo
que usa Hermes para la sustitucion de variables por términos en op. cit. p. 161.
4 Es decir, una relacion n-ddica de elementos de D, un conjunto de #n-plas ordenadas de elementos de D.
5 La noci6n de interpretacion de una férmula g para una dada secuencia de »n variables distintas, aunque
equipara de alguna manera a las formulas con las letras predicativas n-adicas, no exige que todas las
variables de la secuencia estén libres en B. Es mds, puede incluso darse que en g no ocurra libre ninguna
de tales variables. En esos casos, B serd una sentencia y si By =1, I(B(x|, X;, ..., X)) =D"ysi 8, =0, T (B(x,,
X'), . )
6] La noc1on de valor y, por tanto, las de validez universal, satisfactibilidad y no satisfactibilidad, no son
aplicables a las formulas con variables libres. Sin embargo, existe un procedimiento para equiparar de
alguna manera las formulas con variables libres a las sentencias respecto de la validez universal, la
satisfactibilidad y la no satisfactibilidad. En un sentido derivado, podemos decir que una férmula con
variables libres es universalmente valida si y s6lo si lo es su clausura y que es satisfactible si y sélo si lo es
su particularizacion. .
7 En particular, todas ellas, excepto EN, son como las homonimas de NJ de Gentzen (Cfr. M.E: Szabo,
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The Collected Papers of Gerhard Genizen, North-Holland p.c. Amsterdam, 1969, p. 77). La regla EN no
€s ni como la correspondiente de NJ nicomo la de NK, pues NK lo construye Gentzen a partir del calculo
intuicionista NJ anadiéndolo el tercio exciuso. ENes .0 2 @

a



