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RESUMEN

En The paradox of Addition and its dissolution (1969), Mario Bunge
presenta algunos argumentos para mostrar que la Regla de Adicién
puede ocasionar paradojas o problemas semanticos. Posteriormente,
Margain (1972) y Robles (1976) mostraron que las afirmaciones de
Bunge son insostenibles, al menos desde el punto de vista de la 16gica
clasica. Aunque estamos de acuerdo con las criticas de Margdin y
Robles, no estamos de acuerdo en el diagndstico del origen del problema
y tampoco con la manera en la que se proponen solucionarlo. En esta
medida, en este texto mostraremos como la Regla de Adicion si trae
problemas semanticos que pueden ser planteados desde diferentes
perspectivas contemporaneas, como la extensionalidad del condicional,
los principios proscriptivos y la validez conexiva.
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1. INTRODUCCION

En 1969, Bunge propuso una paradoja en la que Adicién desempeniaba un papel
crucial. Margain (1972) y Robles (1976) sefialaron los defectos en los argumentos
de Bunge, incluso los enmendados y presentados en Bunge (1975). Aunque estamos
de acuerdo con las criticas de Margdin y Robles, no estamos de acuerdo en el
diagnostico del origen del problema y tampoco con la manera en la que se proponen
solucionarlo. En este texto, la polémica entre Bunge, por un lado, y Margdin y
Robles, por el otro, nos sirve de pretexto para emparentar las inquietudes de Bunge
con otras criticas a Adicion existentes en la literatura 16gica.

Si bien en este texto solo trataremos la Regla de Adicion y los aspectos
filoso6ficos problematicos insinuados por Bunge, las preocupaciones de este se
enmarcan en una tradicidon mucho mas amplia: la relevancia semantica existente
entre el contenido de las premisas y el contenido de la conclusiéon. Anderson et. al.
(1992) recogen este tipo de inquietudes y sugieren reinterpretar la relacion de
deducibilidad clasica, ya que con esta pueden derivarse argumentos validos en los
que no parece haber relevancia o contenido compartido entre premisas y
conclusiones; Read (2012) y Mares (2004) son otros trabajos de referencia para
introducirse al tema.

El plan del capitulo es como sigue. En la seccion 2 presentamos la “paradoja”
bungeana acerca de Adicion. Segin la idea original de Bunge, su argumento
muestra que Adicion trivializa, esto es, permite probar proposiciones cualesquiera,
de modo que habria que restringirla. En la seccion 3 reconstruimos las respuestas
de Margain y Robles. La respuesta de Margain es que el argumento de Bunge no
prueba lo que pretende, mientras que Robles responde a una variante del argumento
original y a otras motivaciones para reformular Adicion. En la seccion 4,
exploramos otros argumentos para cuestionar la validez de Adicion, en particular
los provenientes de los trabajos en 1dgicas proscriptivas y logicas conexivas.

2. LA “PARADOJA” BUNGEANA ACERCA DE ADICION

En The paradox of Addition and its dissolution (1969), Bunge presenta algunas
dudas acerca de la validez de la Regla de Adicion, que fueron reformuladas y
expandidas en La paradoja de la adicion: respuesta al maestro Margain (1975).
Por su parte, Hugo Margdin (1972) y Jos¢ Antonio Robles (1976) ofrecieron
respuestas a las dudas de Bunge. El analisis de estas respuestas sera objeto de la
siguiente seccion.
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Bunge defiende tres afirmaciones principales:

(B1) La Regla de Adicion —A + A V B— permite probar cualquier proposicion,
esto es, trivializa.

(B1*) Incluso si Adicion no trivializa, si conduce a paradojas semanticas de
relevancia, esto es, a probar condicionales A = B en los que los contenidos
semanticos de antecedente y consecuente son ajenos.

(B2) Adicion debe enmendarse del siguiente modo: A - A V B, siempre y cuando
los predicados extralogicos que aparezcan en B puedan aplicarse a los
individuos mencionados en A.

(B3) El Teorema de Interpolacion de Craig —si A implica B entonces hay una
proposicion C, que no contiene predicados diferentes de los que figuran en
Ay B ytal que A implica C y C implica B—, apoya (B2).

Bunge propone el siguiente argumento para mostrar que la Regla de Adicion
trivializa:

Pitagoras

El Teorema de Pitagoras es verdadero. (Hipodtesis)
. El Teorema de Pitdgoras es verdadero o los inviernos articos son encantadores.
(Adicion, 1)
3. Siel Teorema de Pitdgoras no es verdadero, entonces los inviernos articos son
encantadores. (Extensionalidad del condicional, 2)
4. Los inviernos articos no son encantadores. (Hipotesis)
El Teorema de Pitagoras es verdadero. (Modus tollens 3, 4)

N —

e

A juicio de Bunge (1969), “el Teorema de Pitdgoras se prueba con un poco de
meteorologia” (p. 27). Es decir, bastaria con que sea falso que los inviernos articos
son encantadores para que podamos probar que el Teorema de Pitdgoras es
verdadero. Con este argumento Bunge concluye que, por medio de la Regla de
Adicion, se pruebe probar o refutar cualquier cosa.

Formalizado, el argumento de Bunge para concluir (B1) es el siguiente:

1. A (Hipotesis)

2. AVB (Adicion, 1)

3. ~A->B (Extensionalidad del condicional, 2)
4. ~B (Hipotesis)

5. A (Modus tollens 3, 4)

En conclusion, la leccion de este argumento es que la Regla de Adicidon permite
concluir cualquier proposicion, i.e., (B1). De ahi, (B2): Bunge propone que Adicion
debe formularse de la siguiente manera:
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Adicion reformulada: A - AV B siempre y cuando los predicados extralogicos
que aparezcan en B puedan aplicarse a los individuos mencionados en A.

En Pitagoras, esta version de Adicion no se cumple. Ser un verano drtico o ser
encantador no son predicables del Teorema de Pitagoras. 3

Para apoyar (B2), Bunge apela al Teorema de Craig. Segun Bunge (1975), con
el objetivo de evitar las falacias semanticas que se derivan de la Regla de Adicion:
Bunge expresa el principio de la siguiente manera: “Si p implica a g, entonces
existe una proposicion r, que no contiene predicados diferentes de los que figuran
enpyqytalque p implicaa r,y r implicaa q.” (Bunge, 1975, p. 107). Larelacion
del teorema de Craig y (B2) lo veremos en detalle en el siguiente apartado.

3. LAS OBJECIONES DE MARGAIN Y ROBLES

En La paradoja del Dr. Bunge (1972), Hugo Margain sefiala los errores de Bunge
(1969). En primer lugar, Margdin sefiala que la conclusion del argumento Pitagoras
—A, la verdad del Teorema de Pitdgoras—, no es una conclusién arbitraria y no se
obtuvo de un hecho meteoroldgico, como Bunge afirma. Bunge olvida que partid
de A como premisa y fue a esa premisa a la que se le aplico la Regla de Adicion. En
otras palabras, Bunge probd A - A usando Adicion (entre otras reglas).

En respuesta a la objecion de Margdin, Bunge (1975) reformula su paradoja de
la siguiente manera:

América

1. México esta en América. (Hipotesis)

2. Meéxico estd en América o no tengo ganas de pensar. (Adicion, 1)

3. Si tengo ganas de pensar, México estd en América. (Extensionalidad del
condicional, 2)

Esta es una formalizacion del argumento:

1. A (Hipotesis)
2. AV~B (Adicion, 1).
3. B> A (Extensionalidad del condicional, 2)

3 Alguien podria decir que no hay error alguno, es decir que el Teorema de Pitagoras es encantador.
Esto es debatible, pero no es un predicado aritmético de la misma manera que ser verdadero. En
todo caso, puede cambiarse ser encantador por ser nublados u otro que haga el trabajo.
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Con este argumento Bunge concluye ya no que Adicion trivializa, sino que
permite que cualquier proposicion sea condicidn necesaria para cualquier otra, esto
es, (B1*). En efecto, Bunge considera que podemos evitar (B1*) si ponemos una
condicion formal que impida que tengamos efectos indeseados de predicados
irrelevantes en la conclusion que no pertenecen al contenido original de las
premisas. En esta medida, apela al Teorema de Craig como esta condicion formal,
de ahi (B3).

En Comentarios en torno a Bunge, Margdain y la paradoja (1976), José Antonio
Robles presenta una serie de contraargumentos a (B1*), (B2) y (B3). Acerca de la
primera tesis de Bunge, Robles sefiala lo siguiente: Bunge cree haber probado con
América que una proposicion cualquiera es condicion necesaria para cualquier otra,
esto es, que Adicion permite probar - B — A para cualesquiera A y B. No obstante,
Bunge comete un error similar al que cometidé en Pitagoras: no probo + B - A
para cualesquiera A y B, sino que, bajo el supuesto A, cualquier proposicion puede
ser su condicion necesaria, esto es, probo A - B — A. Por ende, Bunge no probd
(B1%*).

Robles también evalta si, como dice Bunge, el Teorema de Craig puede servir
para ofrecer una version de Adicion que no permita probar resultados
contraintuitivos. Sean Fmla un conjunto de férmulas de primer orden, A € Fmla
y Pr(A) el conjunto de predicados en A.

Teorema de Craig. Supongamos que

Cl.+(A- B)
C2.Pr(A)NnPr(B) + 0
C3.#+ ~A
C4. v+ B
Entonces hay una C € Fmla tal que Pr(C) € (Pr(A) N Pr(B)),F(A—->C)y
F (C = B), es decir, hay una féormula C con los predicados comunes de A y B tal
que(A->C)y+ (C - B).

Robles plantea tres objeciones contra la pertinencia de apelar al Teorema de
Craig para modificar Adicion:

ORI. El Teorema de Craig no se aplica a reglas, sino a condicionales validos.

OR2. Supongamos que Bunge si prob6é B — A. Supongamos también que ese
condicional no cumple con las otras condiciones para que el Teorema valga.
Entonces, cualquier formula C es una formula de interpolacion para ese
condicional. Por tanto, segiin el Teorema de Craig, ninguna C seria considerada
irrelevante ni para 4 ni para B.
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OR3. Si podemos introducir C, podemos usarla para realizar el proceso de
interpolacion por medio del Teorema de Craig. Luego, C cumpliria los criterios del
Teorema de Craig para ser considerada como relevante.

Sin discusion ulterior, OR1 no tiene tanto peso porque, puesto que la logica
clasica tiene la propiedad de la deduccion?, (instancias de) “reglas” son equivalentes
a condicionales validos. Por ejemplo, consideremos P(x) + P(x) V Q(x). Esto es
equivalente a - P(x) = P(x) V Q(x).. Con esto ya se satisface C1. C2 también se
satisface pues antecedente y consecuente tienen el predicado P(x) en comun.
Ademas, C3 y C4 también se satisfacen, porque # ~P(x) y ¥ P(x)V Q(x).
Como no es muy dificil, dejamos al lector la tarea de encontrar una formula C tal
que = (P(x) > C)y+[C = (P(x)VQX))].

OR2 si es mas devastadora para las ideas de Bunge. ® Consideremos, como pide
Robles, un condicional valido que no cumpla con las condiciones C2—C4 del
Teorema de Craig, por ejemplo (P(x) A ~P(x)) = (Q(x) V~Q(x)). Entonces,
como sefiala Robles, cualquier formula C, digamos, R(x), es una formula de
interpolacidon para ese condicional, pues + (P(x) A ~P(x)) > R(x) y - R(x) —
(Q(x) V ~Q(x)). Pero R(x) no comparte predicados con P(x) A ~P(x) ni con
Q(x) V ~Q(x). De este modo, y contrario a lo que espera Bunge, las formulas
interpolantes no siempre contendran predicados comunes a antecedente y
consecuente de un condicional valido.

Con OR3, Robles prueba que, aun introduciendo una féormula que Bunge
consideraria irrelevante, tal formula puede ser usada para cumplir con el requisito
impuesto por el Teorema de Craig. Consideremos el siguiente ejemplo: sean p,r €
Fmla tales que 7 no tiene predicados en comun con p, es decir, r es una formula
que Bunge consideraria irrelevante para p, podemos obtener las siguientes
equivalencias:

l.pkFp (Identidad)

2. pr(pVv-~r) (Regla de Adicioén, 1)

3. Fp->(pV~r) (Propiedad de la deduccion)

4, F~pV(pV~r) (Extensionalidad del condicional, 3)

5. F~rVv(~pVp) (Asociacion y Conmutacion, 4)

6. F(~rv(~pVvp))Vvr (Reglade Adicién,5)

7. F(~rVv~p)V(pVr) (Asociacion,6)

8. F~(r - ~p) - (~p —r) (Extensionalidad del condicional, 7)

# Una ldgica L tiene la propiedad de la deduccién siy solosiT,A -, A - B.
> Aunque, como veremos en la siguiente seccion, Bunge pudo haber radicalizado su basqueda de
relevancia sin intentar conseguirla por medios clasicos.
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(Estrictamente hablando, también se esta asumiendo que 4 y ~~A son
interderivables, pero obviamos esto porque, aunque algunos légicos podrian
disputarlo, no tiene mayor efecto en nuestro argumento).

Llamamos la atencion sobre la formula en 8 puesto que cumpliria con las
condiciones (C1-C4) del Teorema de Craig. El teorema pide suponer que
antecedente y consecuente (del ultimo condicional de los obtenidos por los pasos
proposicionales aceptados en la equivalencia anterior) cumple con las condiciones
del Teorema de Craig. Con base en esto, podemos tener las siguientes dos formulas
que son consideradas verdaderas:

i) F~->~p)-or
(i) Fr->(~p-r)

Con (i) y (ii), OR3 prueba que aun partiendo de la introduccién de una férmula
r, considerada inicialmente por Bunge como irrelevante, podemos usar la misma
féormula r como una posible férmula de interpolacion. Luego, o bien las
irrelevancias ya estaban dentro del sistema antes de la apelacion al teorema, o bien
es imposible detectarlas o eliminarlas con base en el Teorema de Craig. De esto se
sigue que la apelacion a (B3) por parte de Bunge, con el objetivo inicial de brindar
un criterio para enmendar Adicidon como se proponia (B2), es insuficiente, ya que
no soluciona los problemas semanticos introducidos por la Regla de Adicion que le
preocupan a Bunge.

4. OTRAS DUDAS ACERCA DE ADICION

Margain y Robles mostraron correctamente que los argumentos de Bunge no son
solidos. No obstante, esto no significa que no haya elementos dudosos en Pitagoras
o en América, ni que no haya otros argumentos, quizd mas eficaces que los de
Bunge, para dudar de la validez 16gica de Adicion. (Aunque el que sean mejores
que los de Bunge no los hace incuestionables). Empezamos con un examen mas
detallado de Pitagoras y América, y luego revisamos otros argumentos contra
Adicion.

Pitagoras y América

Bunge tiene razon en dudar del paso de “México estd en América o no tengo ganas
de pensar” a “Si tengo ganas de pensar, México estd en América”, esto es, del paso
de

'FAV~B
a

'HB- A
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La ilegitimidad de este paso ha sido sefialada por los légicos de la relevancia. ®
Para ellos, una implicacion X — Y es una relacion que no es verdadera simplemente
cuando el consecuente es verdadero o el antecedente es falso. Si B es falsa, ~B es
verdad, y con ello también A V ~B; si A es verdadera, también lo es AV ~B. Asi,
si B es falsa o A es verdadera, AV ~B es verdadera. No obstante, como recién
dijimos, para los relevantistas, ni la falsedad de B ni la verdad de A son suficientes
para la verdad de B — A. Por tanto, A V ~B no implica B = A (y, a fortiori, no son
equivalentes).

Considérense los siguientes dos enunciados:

e Nuestro sistema solar tiene 98 planetas y tres soles.
e La Luna es el satélite natural de la Tierra.

De acuerdo con la logica clasica, el condicional “Si nuestro sistema solar tiene
98 planetas y tres soles entonces la Luna es el satélite natural de la Tierra” es
verdadero. Sin embargo, no parece haber una relacion condicional genuina entre
esos numeros de planetas y soles en nuestro sistema solar y el que la Luna sea el
satélite natural de la Tierra. De hecho, parece que no la hay, pues el consecuente
(que la Luna sea el satélite natural de la Tierra) es verdadero sin que el antecedente
(que nuestro sistema solar tiene 98 planetas y tres soles) lo sea.’

4.1. Otros argumentos contra Adicion

Para facilitar la discusion, necesitaremos un poco de formalismo. Asumiremos un
lenguaje de orden cero L generado libremente a partir de un conjunto numerable de
variables proposicionales, Var(L) —y cuyos elementos denotaremos con ‘p’, ‘q’,
‘r’, etcétera— y las conectivas ~,A,V,— (negacidon, conjuncidon, disyuncion y
condicional, respectivamente). Con ‘I'’, ‘A’ y otras letras griegas mayusculas
denotaremos colecciones de formulas y con ‘A’, ‘B’ y ‘C’ denotaremos formulas
cualesquiera.

Como vimos en la seccion anterior, Robles usé el hecho de que cualquier C es
una féormula interpolante para A - B, si+- A - B, - ~Ay + B, para afirmar que
cualquier C es relevante para tales Ay B, esto es, que cualquier proposicion es

6 Para una introduccion a las l6gicas de la relevancia y sus motivaciones filoséficas, véanse Read (2012)
0 Mares (2004).

" En los ejemplos tipicos se usan enunciados de dominios dispares lo cual, en lugar de exhibir las
irrelevancias permitidas por la légica clasica, hace que los ejemplos luzcan artificiales y favorece la
idea de que el problema surge de lo rebuscado de los ejemplos y no de la Idgica clasica. Aqui quisimos
mostrar que incluso ciertos condicionales con enunciados del mismo dominio parecen falsos, aunque
evaluarlos con la Idgica clasica resultaria en que fueran verdaderos.
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relevante para una falsedad logica y para una verdad légica. Esta idea ha sido
explicitamente defendida, por ejemplo, por Prior (1955) y, antes, por Lewis y
Langford (1932).

Muchos afos después, Morado (1983) defini6 ‘contenido’ (y ‘relevancia’) de
manera tal que, en todo condicional valido en la logica clasica, antecedente y
consecuente comparten contenido. Las definiciones pertinentes son las siguientes:

o El contenido de una proposicion A es el conjunto de interpretaciones que la
hacen falsa: Cont(A)={ag| cd(A) = 0}.

o El contenido de un conjunto de proposiciones I' es el conjunto de contenidos
de sus elementos: Cont,, (I') = {Ug;| g;Cont, (A)}.

o A es Morado-relevante para B si y so6lo si Cont, (B) N Conty(A) # 0,

I' es Morado-relevante para A si'y solo si Cont,, (A) N Cont,, (I') # @.8

Estas definiciones de Morado tienen, entre otras, dos consecuencias notables. La
primera es que, para cualesquiera Ay C, (A A ~A) es Morado-relevante para C,
cuando instancias de (A A ~A)y C son los ejemplos tipicos de formulas irrelevantes
entre si. La segunda es que todas las proposiciones atdmicas son relevantes entre si:
para cualesquiera dos proposiciones atdmicas p y q, hay una interpretacion i, tal
que i(p) = i(q) = 0, lo que implica que Cont,,(p) N Cont,,(q) + D.

A diferencia de Morado —y Robles—, creemos que estos resultados en logica
clasica no quieren decir que la ldgica clésica tenga nociones propias de contenido y
relevancia adecuadas para ella, sino que mas bien implican que las nociones de
contenido y relevancia tienen que definirse de mejor manera. Por ejemplo, un
resultado bastante contraintuitivo es que o bien nada es Morado-relevante para una
verdad logica o bien la Morado-relevancia no es simétrica. Considérense C y (B V
~B). Entonces Cont,, (C) N Cont, (B V ~B) = @. Si la interseccion se cambia por
inclusion, como en la propuesta original de Morado, entonces solo se tiene
Conty (BV ~B) € Cont,(C), pero no Conty (C) € Conty (B V ~B), de modo
que la relevancia no seria simétrica.

Dejamos un analisis mas detallado de las ideas de Morado para otra ocasion;
asumimos que las limitaciones sefialadas sirven para al menos motivar otras
definiciones de ‘contenido’. Con ‘Sub(A)’ denotaremos el conjunto de subférmulas
propias de A . Por ejemplo, si A es (p V~q)—> (rAs), Sub(A) =
{p,7,s,~q,p V ~q,r As}. Entonces, el contenido de una formula A es el conjunto
de sus variables proposicionales: Cont(A) = {B|B € Var(L) y B € Sub(A)}. Por

8 De hecho, Morado no ofrece esta definicion de relevancia, sino una mas fuerte, como inclusién de
contenidos, lo cual es (til para definir la validez de los condicionales, pero no es aplicable para pares
cualesquiera de formulas. Discutiremos esto mas adelante.
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su parte, el contenido de un conjunto de proposiciones I' es el conjunto de
contenidos de sus elementos: Cont(I") = {Cont(A)|A € T'}.

De acuerdo con el proscriptivismo, un argumento es l6gicamente valido solo si
el contenido de la conclusion esta incluido en el contenido de las premisas. Usando
la definicion de ‘contenido’ del parrafo anterior, es facil probar que A + AV B, pues
Cont(AV B) € Cont(A). Probablemente esta version del proscriptivismo seria
demasiado restrictiva para Bunge, pues no solo se invalidaria

“El Teorema de Pitdgoras es verdadero. Por tanto, el Teorema de Pitdgoras
es verdadero o los inviernos articos son encantadores.”

sino también

“El Teorema de Pitagoras es verdadero. Por tanto, el Teorema de Pitagoras
es verdadero o la Conjetura de Collatz es falsa”.

Pero, como dijimos, esto es resultado de combinar el proscriptivismo con la
nocion de contenido del parrafo anterior; véase Ferguson (2017) para nociones mas
finas de contenido aplicadas al proscriptivismo. Sin embargo, no olvidemos que
solo pretendiamos mostrar un argumento contra Adicion mejor que el de Bunge, no
uno perfecto.

Consideremos una nocion distinta de contenido a la que llamaremos ‘Conty (A4)’,
definida como Conty(A) = {B|B € Lit(L) y B € Sub(A)}, donde Lif(L) es el
conjunto de literales —esto es, formulas atomicas o sus negaciones— de L. Esto
puede generalizarse a conjuntos de formulas del siguiente modo: Conty(I') =
{UB;| B; € Conty(A)} para toda A € I'. Ahora, diremos que A y B son un par
contradictorio siy solo si una de ellas es tipograficamente una negacion de la otra.
Por ejemplo, ~~A y ~A son un par contradictorio, asi como A y ~A. 9 Finalmente,
diremos que dos conjuntos de férmulas I' y A son incompatibles si 'y solo si toda
literal del contenido de A forma un par contradictorio con alguna literal del
contenido de I'.

Con estas nociones es posible definir una condicidon necesaria para la validez
logica de un argumento, a saber, que un argumento es valido solo si la negacion de

9Pero Ay A - ~Ano son un par contradictorio, a pesar de que, en la ldgica clasica A -» ~A 'y ~A sean
equivalentes.
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la conclusion es incompatible con las premisas.'® En ese caso, y asumiendo las
equivalencias de De Morgan, Adicion es invalida: Conty(p) ={p} y
Conty(~(pV q)) = {~p, ~q}, pero ~q no forma ningiin par contradictorio con
alguna literal del contenido de la premisa.!

5. CONCLUSIONES

En este texto presentamos las dudas de Bunge acerca de Adicion. También vimos
que, si bien no alcanzan a convertirse en paradojas por los defectos sefialados por
Margain y Robles, los argumentos de Bunge pueden fortalecerse y emparentarse
con otras criticas a Adicion, provenientes de las légicas de la relevancia,
proscriptivas y conexivas.
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