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L’approche numérique en physique*

MARIE FARGE 1

Résumé — Dans une premiére partie nous ferons un bref historique de I'approche numérique en
essayant de retracer 'origine de I'utilisation des ordinateurs en mathématiques et en physique a des fins
de simulation. Dans une seconde partie nous donnerons une idée des techniques employées en nous
centrant, a titre d'exemple, sur la méthode des différences finies pour la résolution des équations aux
dérivés partietles, et discuterons l'incidence des erreurs inhérentes a I'emploi de I'ordinateur. Dans une
troisieme partie nous défendrons l'idée que la simulation numérique reléeve plus de Vapproche
expérimentale que de I'approche théorique, en prenant comme exemple le cas de la simulation directe
de la turbulence bidimensionnelle.

Abstract — [The Numerical Approach in Physics] In the first part, we present a brief summary of the
numerical approach, endeavouring to trace the origins of the use of computers, for simulation purposes,
in mathematics and physics. In the second part, we give an idea of the techniques employed, choosing as
an example the finite-difference method for solving partial differential equations, and we discuss the
incidence of errors inherent in the use of computers. In the third part, we defend the idea that numerical
simulation is closer to the experimental rather than to the theoretical approach, considering as an
example the case of direct simulation of a two-dimensional turbulence.

On ne peut échapper au sentiment que ces
formules mathématiques ont une existence
qui leur est propre, qu’elles sont plus savantes
que nous ne sommes, plus savantes méme
que ceux qui les ont découvertes, que nous
pouvons en extraire plus de science qu’il nen
a été mis a l'origine.

Heinrich Hertz

1. ESQUISSE HISTORIQUF

L'approche numérique est bien antérieure a l'apparition des premiers
ordinateurs. Dans une note présentée en 1822 [1], Babbage proposait déja
d’utiliser des machines numériques pour calculer les tables astronomiques:
celles-ci se composaient d’un “grenier” ou étaient stockées les données et

*Texte d'une conférence présentée en septembre 1982 a l'occasion du Colloque “Logos et Théorie des
Catastrophes” en hommage a René Thom pour son soixantieme anniversaire.
t Ecole Normale Supérieure, 24, rue Lhomond, 75231. Paris Cedex 5, France.
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d’un “moulin” ou s’effectuaient les calculs. Toutefois il ne s'agissait la que
d’évaluer numériquement les valeurs de solutions connues sous forme
analytique, et non a proprement parler de simulation numérique. la
simulation numérique consiste a intégrer les équations décrivant la
physique du systeme que I'on étudie a I'aide d’algorithmes numériques. On
peut faire remonter son origine a I'année 1899 avec les travaux de Sheppard
[2] concernant la méthode des différences finies. Cette méthode fut
développée par Richardson [3] qui l'utilisa dés 1910 pour calculer les
contraintes d’un barrage. Richardson envisagea ensuite de résoudre
numériquement les équations de la dynamique atmosphérique afin de
prédire le temps. Il mitau point un schéma numérique, dit de Richardson, et
I'appliqua au calcul des champs atmosphériques pour la journée du 20 mai
1910 en choisissant un pas de temps de six heures. Aprés six semaines de
travail il n’avait obtenu le nouvel état de V'atmosphere que pour deux
colonnes verticales du maillage, et les valeurs qu’il avait calculées pour les
champs de vent et les champs de pression différaient déja sensiblement de
celles observées. Il réalisa alors que si I’on voulait faire les calculs a la main a
la méme vitesse que |"évolution atmosphérique il faudrait 64 000 personnes
pour avoir une prédiction toutes les trois heures en supposant un maillage
de 200 par 200 km sur 'ensembie du globe. Dans un ouvrage de 1922 [4] il
alla méme jusqu’a imaginer une ville au centre de laquelle se dresserait un
immense thédtre ou travailleraient des

myriades de calculateurs, chacun d’eux ne résolvant qu’une équation ou une partie
d’équation

en un point de grille, I'ensemble des exécutants étant placé sous la direction
d’un coordinateur chargé de faire avancer les calculs de fagon synchrone

tel le chef d'un orchestre dont les instruments seraient des regles a calcul et des
machines a calculer!

Ce projet ne vit jamais le jour, ce qui fut une bonne chose dans la mesure ou
O’Brien et al. [5] montrerent en 1950 que le schéma de Richardson est
inconditionnellement instable. La justification mathématique de I'approche
numérique fut apportée par Courant, Friedrichs et Lewy dans un article de
1928 [6] ou ils démontrent que les équations discrétisées' constituent bien
une approximation des équations aux dérivées partielles a condition de
vérifier certains criteres de stabilité.

La simulation numérique dans son acception moderne sous-entend
I"'utilisation d’ordinateurs effectuant les calculs. Ceux-ci apparurent au début

'Par “discrétisation” nous entendons I'approximation qui consiste a remplacer les opérateurs dif-
férentiels par des opérateurs de différences finies.
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des années 40. Les premiers furent le Z2 et le Z3 construits en Allemagne par
Zusse, en 1939 et 1941, mais détruits au cours de la guerre. Indépendam-
ment Turing en Angleterre mettait au point des calculateurs utilisés pour le
décodage, malheureusement l'information concernant ses travaux est
encore aujourd’hui en grande partie “classifiée”. Le premier ordinateur
construit outre-atlantique fut le Mark | achevé par Aiken en 1944 a
I’'Université d’Harvard avec le concours d'IBM. Pendant ce temps a
I"Université de Pennsylvanie, Mauchly et Eckert réalisaient 'ENIAC (installé
en 1946 au Ballistic Research Laboratories d’Aberdeen, Maryland), puis
fondaient la compagnie Univac qui, en 1951, fut la premiére a commerciali-
ser un ordinateur. Pour donner un ordre de grandeur, I'Univac | était trois
fois plus rapide et 1000 fois plus lourd que les micro-ordinateurs actuels.

Les deux premieres personnes qui réaliserent I'incidence que pouvaient
avoir les ordinateurs en mathématique et en physique furent Von Neumann
et Ulam. Ce dernier raconte dans son autobiographie [7] que:

Presque immédiatement aprés la guerre John et moi avons commencé a discuter des
possibilités d’utiliser les ordinateurs heuristiquement pour essayer d’obtenir quelques
lumieres sur des questions de mathématiques pures. En produisant des exemples et en
observant les propriétés de certains objets mathématiques on peut espérer obtenir des
éléments de réponse quant au comportement des lois générales.

N

Il poursuit en montrant, a titre d’exemple, comment des expériences
numériques pourraient permettre d'étudier la régularité des solutions
d’équations différentielles et termine en rappelant que:

Lors des années qui ont suivi j'ai suggéré, et dans certains cas résolu, une variété de
probléemes de mathématiques pures en expérimentant ou méme tout simplement en
observant,

sous-entendu numériquement. On voit ainsi se préciser clairement, des
I'origine, la contribution de I'ordinateur a la recherche en mathématiques et
en physique, a savoir: la possibilité d’expérimenter et de “voir” les solutions
des équations que I'on étudie. Nous illustrerons ces deux points dans la
troisieme partie.

Pendant la guerre les travaux de Von Neumann a Los Alamos portérent sur
la mise-au-point de schémas numériques satisfaisants et sur |'établissement
d’un critere de stabilité, dit de Von Neumann, permettant de choisir les pas
d’espace et de temps quand on discrétise des équations paraboliques dans
un schéma aux différences finies. Von Neumann ne publia jamais ce travail
(on peut cependant le consulter dans ses oeuvres completes [8]) qu’il jugeait
trop approximatif puisqu’il ne tenait compte ni des termes non linéaires ni
des conditions aux limites. Toutefois cette méthode est toujours largement
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employée et fait encore l'objet de développements donnant lieu a des
extensions tres générales ou intervient la discrétisation des conditions aux
limites. En 1949 Von Neumann et Richtmyer mirent au point une technique
numérique permettant de calculer les chocs qui apparaissent dans les
écoulements compressibles [9], probléme a I'époque hors d’atteinte par la
voie analytique a cause de 'apparition de singularités. La méthode adoptée
consistait a introduire des termes dissipatifs dans les équations afin d’étaler
légerement les chocs en créant des couches limites au moins égales a la
maille de calcul et lisser ainsi les discontinuités. Cette technique est
toujours d’usage courant. Von Neumann entreprit ensuite avec Charney et
Fjortoft d’intégrer numériquement un modele de circulation atmosphérique
barotrope (c’est-a-dire négligeant les variations de température le long des
surfaces isobares). Ce modele utilisait I’équation du tourbillon, au lieu des
équations primitives en vitesse-pression, et supposait |’écoulement quasi-
géostrophique (c’est-a-dire avec une stratification horizontale stable en
moyenne) et non divergent (c’est-a-dire incompressible). La grille de calcul
était de 15 points sur 18 et ne couvrait que les Etats-Unis, ce qui
correspondait a un pas spatial de 736 km. La résolution numérique,
effectuée en 1950 sur 'ENIAC d’Aberdeen, permit de calculer sur une durée
de 24 h I’évolution météorologique des 5, 30, 31 janvier et 13 février 1949. Les
auteurs dans leur article [10] précisent:

il est intéressant de remarquer que le temps de calcul pour une prévision sur 24 h était
d’environ 24 h, c’est-a-dire que nous étions juste capables d’avancer a la méme vitesse
que I'évolution atmosphérique. Cependant, la plus grande partie de ce temps était
occupée a des opérations manuelles ou mécanographiques.

Les auteurs ensuite comparent les champs prévus avec ceux observés et
tentent d’expliquer les erreurs de prévision constatées, dues d’apres eux a
I'emploi d’une maille de calcul trop grande et au fait que les effets baroclines
(c'est-a-dire la variation de la pression en fonction de la température) aient
été négligés. Cette premiére simulation numérique, a laquelle collaborérent
également Smagorinsky et Mme Von Neumann, est a i'origine des modeéles
de prévision météorologique actuels de type dynamique, tels ceux dits de
“Circulation Générale” qui calculent I’écoulement atmosphérique sur
I'ensemble du globe.

Au début des années 50 Von Neumann acheva a I'Institute for Advanced
Studies de Princeton la construction de son ordinateur, baptisé MANIAC,
dont un second exemplaire fut installé par Metropolis a Los Alamos ou il
resta en service jusqu’en 1971. C’est sur cette derniere machine que Von
Neumann et Fermi entreprirent les simulations nécessaires a la mise-au-
point de la bombe a hydrogéne, avec en particulier I'étude d'instabilités
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hydrodynamiques telle celle de Taylor [11] ainsi que des calculs de cascades
neutroniques. A cette occasion Ulam découvrit la méthode de Monte-Carlo
ol, pour résoudre certains problemes mettant en jeu un grand nombre de
particules, I'on choisit d’effectuer les calculs a partir d’échantillons statisti-
ques plutot que d’essayer d’examiner toutes les configurations possibles.
Cette technique, aujourd’hui treés largement utilisée, ne donne pas une
solution exacte, mais seulement une estimation dans une marge d’erreur
connue, et permet ainsi de résoudre des probléemes inaccessibles par les
autres méthodes.

Fermi sut tres tot discerner 'usage que I'on pouvait faire des ordinateurs
et il entreprit avec Ulam et Pasta d'étudier numériquement I’évolution d’un
systeme de particules en interaction faiblement non linéaire. A leur surprise
ils découvrirent que le systeme, au lieu de tendre vers I'équipartition de
I'énergie, présentait au contraire des solutions quasi-périodiques, ce qui
remettait en cause |I’hypothese ergodique a la base de la mécanique
statistique [12]. Au début des années 60 Kruskal et Zabusky reprirent ce
travail en choisissant un terme non linéaire, quadratique au lieu de cubique,
et montrerent que le systeme était gouverné par I'équation de Korteveg-de
Vries. lls Vintégrerent ensuite numériquement et mirent en évidence des
solutions du genre onde, dont le comportement rappelait toutefois celui
des particules car elles préservaient leur forme et leur vitesse apres
interaction, solutions qu’ils appelérent solitons [13, 14, 15]. Ces expériences
numériques ouvrirent ainsi la voie a toute une classe de problémes
nouveaux concernant les systemes dynamiques non ergodiques.

Pour conclure cette premiére partie, ou nous avons essayé de dégager
quelques uns des travaux fondateurs de l'approche numérique, nous
voudrions citer une fois encore Ulam dont la vision de l'avenir des
mathématiques s’exprime dans un langage qui n’est pas sans évoquer celui
de Thom (mais seront-ils d’accord sur les moyens?):

L'étude récente des mathématiques de la morphogénése, et la possibilité d’étudier
expérimentalement a I'ordinateur la dynamique des compétitions et des conflits entre
configurations géométriques a I'image de la lutte pour la survie, pourrait conduire a de
nouveaux concepts mathématiques [. . .|. L'utilisation de l'ordinateur semble, non
seulement pratique, mais absolument essentielle pour de telles expériences qui
demandent de suivre ces jeux et ces luttes sur un grand nombre d'états ou d’étapes. Je
crois que I'expérience qu I’on gagnera en suivant I’évolution de tels processus aura une
influence fondamentale sur ce qui un jour pourrait finalement généraliser voire méme
remplacer en mathématiques I'immersion exclusive dans I'axiomatique formelle que
I'on connait actuellement [7].



160 Marie farge

2. SIMULATION OU SIMULACRE?
2.1. Simulation

Dans une note de son ouvrage “Stabilité structurelle et morphogénése”
(p. 27-28) [16], Thom fait la remarque suivante:

La géométrie euclidienne classique peut étre considérée comme une magie; au prix
d'une distorsion minime des apparences (le point sans étendue, la droite sans
épaisseur . . .), le langage formel de la géométrie décrit adéquatement la réalité
spatiale. En ce sens, on pourrait dire que la géométrie est une magie qui réussit.

Nous pensons que la simulation numérique peut étre également considérée
comme une “magie qui réussit”, au prix cette fois d'une distorsion minime
des équations, mais opérée dans le sens inverse (point étendu a une maille,
continuum discrétisé). En effet sa méthode consiste a remplacer les
équations différentielles par des équations algébriques discrétes, et |'on
constate, voila la magie, que leur résolution numérique permet d’atteindre
les mémes solutions, qui décrivent la réalité physique de fagon adéquate.
Toutefois cet étonnement n’est pas propre a la démarche numérique mais a
la physique toute entiere:

La chose la plus incompréhensible est que la nature soit compréhensible (Albert
Einstein).

La simulation numérique d’'un probleme gouverné par des équations
différentielles se déroule schématiquement suivant 5 étapes:

1. La définition du probleme. On définit le phénomeéne physique que I'on
souhaite simuler et on précise si possible les questions auxquelles le modele
numérique doit tenter d’apporter une réponse.

2. Le choix du modele mathématique. On décrit le probléme a l'aide d'un
systeme d’équations et de conditions aux limites convenablement choisies,
c’est-a-dire en veillant a ce que le probléeme soit bien posé.

3. La discrétisation des équations. On remplace les variables continues par
un ensemble de valeurs aux noeuds d'un maillage discret (méthode des
différences finies), et les équations différentielles par des équations
algébriques vérifiées en chaque point de ce maillage. On peut aussi projeter
les solutions sur un ensemble de fonctions orthogonales convenablement
choisies (méthodes spectrales).

4. Le choix des algorithmes. On résout les systéemes d’'équations algébri-
4 q

ques a l'aide d’algorithmes numériques choisis en fonction de leur rapidité

de calcul, de leur besoin en taille mémoire et de la précision désirée.
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5. Le test du modele numérique. Apres avoir écrit le programme, on teste
différents pas d’espace et de temps afin de vérifier la bonne convergence du
schéma numérique et des algorithmes employés. On applique ensuite le
modeéle a la résolution d’un cas connu ou, a défaut de cas test, on vérifie que
sa consistance structurelle (stabilité, conservation des symétries et des
invariants . . .) est satisfaisante.

Nous voudrions, en décrivant la nature des erreurs numériques, évaluer
le risque de simulacre (c’est-a-dire le risque de se laisser abuser par une
représentation falsifiée des phénomenes) propre a I'approche numérique.
Nous nous limiterons, a titre d’exemple, a I'étude des erreurs numériques
rencontrées dans les méthodes de différences finies et n"aborderons que
tres succinctement le cas des méthodes de Monte-Carlo. La discussion des
erreurs numériques se rameéne aux problemes classiques: d’existence et
d’unicité des solutions (le probleme est-il bien posé?), de consistance (les
phénomenes observés sont-ils bien en rapport avec ceux prédits par la
théorie?), de stabilité (le phénomene que Von désire étudier est-il
suffisamment stable pour que I'on ait le temps d’effectuer des mesures?) et
de convergence (quelle est l'incidence des erreurs de mesure sur les
résultats?).

2.2. Erreurs numériques

2.2.1. Existence et unicité

La premiere question que l'on doit se poser, face a la formulation
mathématique du phénoméne que l'on désire simuler, est celle de
I’existence et de |'unicité des solutions des équations pour les conditions
aux limites que I'on a choisies. Typiquement, les problémes traités par les
méthodes numériques se partagent en deux groupes:

1. Les problémes a valeur initiale (problemes de Cauchy), ou il s’agit de
décrire I’évolution de différents champs a partir de leur état initial a 'aide
d’équations aux dérivées partielles, soit paraboliques (par exemple les
équations de diffusion), soit hyperboliques du premier ordre (par exemple
les équations de transport), soit hyperboliques du second ordre (par
exemple les équations d’onde), en tenant compte des conditions aux
limites.

2. Les problemes aux limites, ou I'on doit calculer les valeurs des champs
satisfaisant les conditions imposées a la frontiere du domaine d’intégration.
On les appelle encore de facon imagée “problemes de jury”, car il s’agit de
mettre d’accord I’ensemble des points du domaine avec ceux des bords. A
cette classe de problémes correspondent typiquement les équations
elliptiques (par exemple les équations du type équation de Poisson).
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Si les équations traitées sont linéaires, on est en général assuré de
I’existence des solutions dans la mesure ou I'on a un nombre suffisant de
conditions aux limites pour clore le systeme. Toutefois, comme |'une des
applications préférentielles de I'approche numérique est le traitement des
probléemes non linéaires, dans la plupart des cas on a affaire a des équations
hautement non linéaires pour lesquelles on dispose rarement de théorémes
d’unicité, surtout quand il s’agit de systémes d’équations couplées.
L’existence et l'unicité des solutions n’ont actuellement été établies que
pour quelques cas d’application limitée. Prenons a titre d’exemple le cas des
équations de la dynamique des fluides. On peut garantir I'existence et
I"'unicité des solutions de I’équation de Navier—Stokes pour de faibles
valeurs du nombre de Reynolds (R = LV/v, L échelle de longueur, V échelle
de vitesse et v viscosité cinématique) [17]. Par contre pour les grands
nombres de Reynolds, si I'existence (au sens faible) des solutions est bien
établie [18, 19], ce n’est pas le cas de leur unicité, sauf en dimension deux
[20, 21]. En effet, au-dela d’une valeur critique annoncant I'apparition de la
turbulence, on n’a pas encore démontré en dimension trois I'unicité des
solutions, car on ne sait plus alors controler les termes non linéaires [22], a
moins d’augmenter la dissipativité [23, 24]. En ce qui concerne |I'équation
d’Euler, cas ou la viscosité est nulle, c’est-a-dire dans la limite des nombres
de Reynolds infinis, le probleme de l'existence pour tout temps et de
I'unicité est résolu en dimension deux mais non encore en dimension trois
[25].

Quand on n’a pas 'unicité des solutions le probleme est mal posé (au sens
d’Hadamard), c’est-a-dire qu’il n'y a pas continuité de la solution par rapport
aux données. Dans la plupart des cas |'unicité est intimement liée a la
régularité pour tout temps, et Vordinateur joue aujourd’hui un roéle
heuristique important pour étudier ces propriétés, soit en calculant des
développements en série de Taylor des solutions, soit grace a des
simulations directes permettant de détecter l'instant ot une singularité
coupe l'axe réel [26], ce qui entraine la perte d'unicité.

2.2.2. Consistance et précision

Quand on discrétise une équation différentielle on doit se demander si
Vapproximation algébrique effectuée est bien consistante, c’est-a-dire:
est-ce que l'équation discrétisée est bien équivalente a I'équation dif-
férentielle que lI'on cherche a intégrer? L'idée de consistance recouvre les
deux propriétés suivantes:

1. L’équation discrétisée doit tendre vers I'équation continue quand les pas
d’espace et de temps tendent vers zéro.
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2. L’équation discrétisée doit avoir les mémes propriétés de symétrie que
I’équation différentielle, ou, plus exactement, elle doit avoir pour groupe
d’invariance un sous-groupe (aussi grand que possible) de celui de
I’équation différentielle.

Il est trés important que la premiere propriété soit vérifiée. C'est le cas pour
tous les schémas de discrétisation que nous connaissons. La seconde
propriété, par contre, n’est vérifiée que pour les schémas aux différences
centrées (schémas dans lesquels les valeurs inconnues aux noeuds du
maillage sont exprimées en fonction d'un nombre pair de valeurs voisines).

En pratique, bien évidemment, on utilise des pas d'espace et de temps
non nuls. Donc, méme si un schéma de discrétisation est consistant, il n‘en
introduit pas moins des erreurs, dites de troncature. La précision des
résultats numériques dépend a la fois:

1. de l'erreur d’arrondi provenant de la taille limitée des mots mémoire de
l'ordinateur utilisé,

2. de l'erreur de discrétisation provenant du fait que les pas d’espace et de
temps utilisés ne sont pas infiniment petits,

3. de l'erreur de troncature, directement liée a I'ordre du schéma numéri-
que employé (c’est-a-dire a I'ordre des termes négligés dans le développe-
ment en série de Taylor servant d’approximation discrete pour les
opérateurs différentiels).

Dans les schémas du premier ordre l'erreur de troncature a un effet
diffusif sur les solutions, ce qui entraine un lissage des gradients. Dans les
schémas du second ordre l'erreur de troncature a au contraire un effet
dispersif caractérisé par I'apparition d’oscillations parasites dans les zones a
fort gradient (chocs, fronts . . .) [27]. Si le comportement de l'erreur de
troncature varie suivant lordre du schéma de discrétisation choisi, son
amplitude par contre ne dépend que du pas d’espace. Aussi est-il toujours
possible de limiter I’erreur de troncature en réduisant la taille de la grille de
calcul. U'erreur d’arrondi par contre ne dépend pas du schéma de
discrétisation mais de la précision de l'ordinateur employé. Dans la pratique
celle-ci est toujours négligeable devant I'erreur de troncature, sauf dans le
cas de certains algorithmes itératifs.

2.2.3. Stabilité et convergence

Apres avoir vérifié que le schéma de discrétisation choisi est bien une
approximation du probleme aux dérivées partielles, on doit se poser deux
questions:
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1. Le processus de calcul est-il stable, c’est-a-dire n’amplifie-t-il pas les
erreurs d'arrondi au risque de diverger?

2. S'il est stable, la solution obtenue numériquement converge-t-elle bien
vers la solution du probléeme aux dérivées partielles?

Le théoréme d’équivalence de Lax [28] dit que:

Pour un probléme a valeur initiale bien posé, approché par un schéma aux différences
finies consistant, la stabilité est une condition nécessaire et suffisante de convergence.

Ainsi, dans la mesure ou l'on a déja répondu par l'affirmative aux
qguestions des paragraphes 2.2.1. et 2.2.2., le probleme de la stabilité et de la
convergence se ramene-t-il a une seule et méme question: le schéma
numeérique est-il stable?

En général on étudie localement la stabilité d’'un schéma en faisant
I’analyse harmonique de la solution perturbée et en veillant a ce que les
différentes composantes du spectre restent bornées quand le nombre de
pas de temps augmente, afin d’éviter que les erreurs d’arrondi ne soient
amplifiées et que le calcul ne diverge. C’est le principe de I'analyse de Von
Neumann. Celle-ci montre que les schémas explicites (c’est-a-dire ceux
pour lesquels les valeurs cherchées sont exprimées explicitement en
fonction des valeurs calculées a l'instant précédent) sont instables ou
conditionnellement stables, tandis que les schémas implicites (c’est-a-dire
ceux pour lesquels les valeurs cherchées sont exprimées implicitement en
fonction des valeurs antérieures et des valeurs aux points voisins considé-
rées au méme instant, valeurs elles aussi inconnues) sont inconditionnelle-
ment stables [27]. L’analyse de Von Neumann permet ainsi d’évaluer selon
les cas le pas de temps en-deca duquel les solutions sont stables, c’est-a-dire
un pas de temps suffisamment petit pour que le calcul puisse suivre
I’évolution des champs (on peut penser par analogie au réglage du temps
d’ouverture du diaphragme d’un appareil photo en fonction de la vitesse de
déplacement de I'objet photographié). Si I'on se place du point de vue de la
stabilité, I'analogie entre expérience numérique et expérience de labo-
ratoire joue pleinement: en effet, tout comme un appareil de mesure
permet, pour un prix donné, d’atteindre une certaine résolution spatiale et
temporelle, de méme la résolution et la réponse dynamique d’une
simulation numérique dépend de la maille de calcul choisie et par
conséquent du budget disponible.

Cependant le critere de Von Neumann ne s’applique qu’aux problémes
linéaires les plus simples, car il ne tient compte, ni des effets non linéaires,
ni de lI'incidence des conditions aux limites discrétisées sur la stabilité. Vue
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I'impossibilité dans laquelle se trouvent les numériciens quant a établir des
criteres de stabilité adaptés au traitement numérique d’équations non-
linéaires, nous proposons de recourir a une analyse plus physique, que
d’aucuns jugeront par trop intuitive. Cette approche, limitée au cas des
simulations d’écoulements, repose sur l'analogie qui existe entre les
mécanismes gouvernant la stabilité hydrodynamique et ceux assurant la
stabilité numérique. Elle part du principe suivant:

Pour qu’il y ait stabilité numérique il faut qu'il y ait stabilité hydrodynamique a I’échelle
de la maille de calcul [24].

La stabilité hydrodynamique est conditionnée par I’équilibre qui doit exister
a une certaine échelle, appelée micro-échelle de I'écoulement (échelle de
Kolmogorov construite sur la viscosité moléculaire, ou sur une viscosité
turbulente si 'on paramétrise les petites échelles), entre les forces de
convection gouvernées par les termes non linéaires et les forces de diffusion
décrites par les termes linéaires de l'équation de Navier-Stokes. Les
instabilités risquent de se développer a une certaine échelle si les termes
non linéaires I'emportent sur les termes linéaires, c’est-a-dire quand a cette
échelle les forces de convection dominent les forces de diffusion. De méme
il y a apparition d’instabilités numériques dans une simulation si, a I'échelle
de la maille de calcul, les termes non linéaires I'emportent sur les termes de
diffusion; dans ce cas, la moindre perturbation, introduite par exemple par
la discrétisation des conditions aux limites ou par les erreurs d’arrondi, est
amplifiée par les termes non linéaires avant d’avoir eu le temps d'étre
amortie par diffusion, et le calcul diverge. Ainsi, pour garantir la stabilité
numérique, faut-il choisir une maille de calcul suffisamment fine pour qu’a
la plus petite échelle la diffusion domine. Ceci s’exprime encore en disant
que le nombre de Reynolds (rapport des termes de convection sur les
termes de diffusion) construit sur la maille de calcul doit toujours rester
inférieur a 1. Dans la pratique I'effet déstabilisant des termes non linéaires
ne se fait vraiment sentir qu’au-dela d'un Reynolds de maille de 4 [29].

2.3. Simulacre

Nous n’avons jusqu’a présent parlé que des modeéles construits a partir
des équations gouvernant la physique des phénomeénes que |'on étudie:
I'ordinateur est utilisé pour intégrer ces équations et, aux erreurs numeéri-
ques pres, le rapport entre les solutions numériques et les phénomeénes ne
dépend que de l'adéquation de la théorie sous-jacente a la réalité. Il existe
une seconde catégorie de modéles numériques pour lesquels ce rapport est
beaucoup plus problématique: ce sont les méthodes de Monte-Carlo
auxquelles nous avons fait allusion dans la premiere partie. En effet, ces
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modeles partent de systémes, du type processus de Markov, sans rapport a
priori avec les phénomenes modélisés mais dont le comportement s’avere
semblable a celui des équations différentielles, a condition toutefois de
choisir des échantillons statistiques représentatifs. L'ordinateur dans ce cas
est utilisé comme générateur de nombres aléatoires et, parmi toutes les
réalisations ainsi engendrées, on ne retient que celles ayant une bonne
“réalisabilité” physique, c’est-a-dire vérifiant les principes de conservation
propres au phénomeéne simulé. L'adéquation de tels modéles a la réalité
repose sur I'isomorphisme partiel qui existe entre la structure mathémati-
que des processus stochastiques et celle des équations différentielles. Cette
approche est hautement heuristique, et dans la pratique il n’existe que deux
facons de tester ces modeles: soit en les comparant a des expériences de
laboratoire, soit en effectuant un grand nombre de simulations afin de
vérifier que la variance des solutions reste faible, ce qui est en général trop
couteux en temps de calcul pour étre fait de maniere exhaustive.

En conclusion de cette seconde partie, nous pensons que la question
simulation ou simulacre des phénomenes? n’est pas propre a I'approche
numérique, mais a la physique toute entiere. L’étude des phénoménes au
moyen de la simulation numérique ne nous semble pas plus “artificielle”
que cette méme étude effectuée au moyen d’expériences aussi complexes
que celles utilisées en physique aujourd’hui: le risque de simulacre n’est
pas plus grand quand on étudie le comportement des systémes dynamiques
a I'aide d’ordinateurs que quand on observe celui des particules a l'aide
d’accélérateurs ou celui des galaxies a I'aide de télescopes. En effet, la
distance entre les phénomeénes étudiés et I'observation que l'on en fait est
telle que I'on a toujours besoin de principes théoriques pour discerner ce
que l'on tient pour vrai du reste des artefacts.

Les termes “simulacre” et “simulation” ont une connotation péjorative et
signifient, pour le premier, image, idole, représentation de fausses divinités,
mais aussi action feinte destinée a faire illusion, et pour le second
déguisement, fiction [30]. Cette terminologie recele peut-étre quelque sens
symbolique, ou lon retrouve la problématique idée-idole [31], loi-
observable, et ou se dessinent a la fois le risque de fascination illusoire
exercée par l'ordinateur et la dépendance originelle qui lie ce dernier a la
nomenklatura militaro-industrielle (ne dit-on pas “simulacre de combat”?).
Mais, pour répondre a la question simulation ou simulacre?, nous préferons
éviter d’employer ces deux termes et leur substituerons le mot expérimenta-
tion qui correspond beaucoup mieux a ce qu’est effectivement I'utilisation
du numérique en mathématiques et en physique, a savoir la possibilité de
faire des expériences a partir des équations ou des principes gouvernant la
physique des phénoménes que l'on désire étudier.
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3. EXPERIMENTATION NUMERIQUE

Nous voudrions illustrer le role joué par l'ordinateur en physique en
choisissant a titre d’exemple |'étude de la turbulence (et plus particuliere-
ment la simulation directe de la turbulence bidimensionnelle), c’est-a-dire
I’étude de systémes dynamiques présentant un comportement chaotique.
La turbulence est une trés belle source de “formes informes”, premier type
de morphologies instables selon la classification de Thom, qui en donne la
description suivante:

Certaines formes sont informes parce qu’elles présentent une structure informe trés
compliquée, chaotiques, elles n'offrent a l'analyse que peu ou pas d’éléments
identifiables [16].

C’est précisément ce type de morphologie que l'on rencontre dans les
écoulements turbulents bidimensionnels (voir Fig. 1). L’étude des écoule-
ments turbulents a un statut particulier du point de vue épistémologique
dans la mesure ou les équations de Navier-Stokes, gouvernant la dynami-
que des fluides, ont toujours été unanimement admises et seule leur
intégration pose probléme. Von Neumann dans un article non publié de
1946 (mais disponible dans ses oeuvres complétes), rédigé conjointement
avec Goldstine [32], précise l'originalité de ce domaine par rapport au reste
de la physique:

Il est remarquable que l'expérimentation physique qui a conduit a ces découvertes [en
théorie de la turbulence] est une forme bien particuliére d’expérience, trés différente
de ce que l'on rencontre dans d’autres domaines de la physique. En fait, I'expérience
en mécanique des fluides est généralement conduite dans des conditions ol les
principes physiques sous-jacents ne font aucun doute, ou les quantités a mesurer sont
entierement déterminées par des équations connues. Le but de I'expérience n’est pas
de vérifier une nouvelle théorie mais de remplacer les calculs effectués a partir d’'une
théorie connue par des mesures directes. Ainsi par exemple les souffleries sont-elles
actuellement utilisées, au moins en grande partie, comme instrument de calcul, disons
de type analogique, pour intégrer les équations aux dérivées partielles non-linéaires
gouvernant ta dynamique des fluides. C’est en quelque sorte cette forme détournée de
calcul qui a fourni, et fournit encore, les idées mathématiques décisives dans le
domaine de la mécanique des fluides. C'est de toute évidence une méthode
analogique. Il apparait cependant clairement que les calculateurs numériques ont plus
de souplesse, de précision et peuvent étre maintenant rendus plus performants. Je
crois donc qu'il est temps aujourd’hui d’envisager d’effectuer la transition vers ce type
de machines afin d’augmenter la puissance de cette approche dans des proportions
sans précédent.

Von Neumann proposait donc, avec une intuition étonnante quand on
connait les possibilités des ordinateurs de 1946, de remplacer l'expérience
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Fig. 1. Simulation numérique d’un écoulement bidimensionnel compressible turbulent,
Marie Farge. Calculs effectués sur le Cray-1 du Centre de Calcul Vectoriel pour la Recherche,
Palaiseau, en utilisant la station frontale du circe, orsay, et visualisation réalisée au
LACTAMME, Palaiseau, en collaboration avec Jean-Francgois Colonna.

physique par l'expérience numérique pour étudier les probléemes de
mécanique des fluides, tout particulierement celui de la turbulence. Cette
prescience était méme plutdét optimiste quand on sait que lidée de
remplacer les expériences faites en soufflerie par des expériences numéri-
ques fut reprise par la NASA en 1978 (projet de “soufflerie numérique”
NASF), mais a dG étre reportée sine die car les performances des plus
puissants calculateurs actuels sont encore insuffisantes, d'un facteur dix
environ [33], pour simuler numériquement sans paramétrisation ad hoc des
écoulements a grand nombre de Reynolds autour de géométries tri-
dimensionnelles complexes. Cependant les progrés réalisés depuis ces
vingt derniéres années, aussi bien au niveau des ordinateurs que des
algorithmes, sont difficilement imaginables. Un seul exemple suffira a titre
d’illustration: pour simuler lI'écoulement autour d’une aile d’avion en
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utilisant les équations de Reynolds (équations de Navier-Stokes “moyen-
nées” avec une fermeture du premier ordre) il faut actuellement moins
d’une demi-heure tandis que la méme simulation, tentée il y a vingt ans avec
les algorithmes et les ordinateurs de I'époque (du type de I'|BM 704), aurait
colté 10 000 fois plus cher et le calcul d'une seule réalisation de
I’écoulement aurait demandé pres de 30 ans [34]. Toutefois l'intérét de
I'approche numérique n’est pas de remplacer l'expérience. Ce serait
d’ailleurs un programme dangereusement illusoire dans la mesure ou le
numérique, tout comme la théorie, a besoin de I'expérience de laboratoire
pour confirmer ou infirmer ses prédictions, au moins sur quelques cas test.
Non, lintérét du numérique est douvrir de nouveaux champs
d’expérimentation inaccessibles en laboratoire: le numérique ne doit pas
remplacer I'approche expérimentale mais lui étre complémentaire.

L'étude de la turbulence bidimensionelle est un cas particulierement
intéressant pour illustrer 'originalité de I'approche numérique en physique.
En effet, la turbulence bidimensionnelle est pratiquement inaccessible en
laboratoire car elle se rencontre dans les écoulements atmosphériques et
océaniques a grande échelle (et encore n’est-ce la qu’une approximation).
Pour I’étudier il faudrait donc se placer a I'échelle planétaire: aussi seul le
numérique dans ce cas permet-il d’expérimenter effectivement au lieu de se
contenter d’observer. Le numérique apporte une rupture par rapport aux
schémas traditionnels dont parle Thom quand il dit que:

Du point de vue de I'épistémologue on peut distinguer deux types de disciplines
morphologiques: certaines disciplines sont expérimentales; I'homme peut créer la
morphologie étudiée (physico-chimie), ou, a tout le moins, intervenir de maniére plus
ou moins brutale dans son déroulement (cas de la biologie). D’autres disciplines, par
contre, sont de pure observation; I'expérimentation y est impossible, soit en raison de
I'éloignement spatial (astronomie), soit en raison de I'éloignement temporel (sciences
du passé: géologie, paléontologie, ethnographie, histoire), soit enfin pour des raisons
éthiques (phénomenes psychologiques et sociaux) [38].

Cette classification doit en effet étre élargie, car parmi les sciences dites de
pure observation certaines peuvent étre également considérées aujourd’hui
comme des sciences expérimentales numériques, telles la paléoclima-
tologie, I’étude des atmosphéres planétaires ou celle de |'évolution des
galaxies. L'ordinateur permet ainsi de rendre expérimentales des sciences
qui jusqu’alors n’étaient que de pure observation.

L’étude numérique de la turbulence bidimensionnelle pose un probleme
méthodologique complexe dont parle Basdevant dans l'introduction de sa
thése [36]:
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Partant du besoin de modélisation numérique de la dynamique atmosphérique, cette
étude est devenue tout a la fois I'étude de la turbulence en dimension deux au moyen
de la simulation et |'étude de la simulation numérique de la turbulence bidimension-
nelle; la définition de l'outil simulation numérique étant indissociable de la connais-
sance de l'objet d’étude: la turbulence. En effet la non linéarité fondamentale des
équations de Navier-Stokes interdit pratiquement une connaissance analytique de ses
solutions et le théoricien de la turbulence est ramené a proposer des conjectures
basées pour la plupart sur des considérations phénoménologiques. D’autre part, cette
non linéarité invalide les schémas classiques de simulation numérique faute de pouvoir
inclure dans les modéles numériques un nombre suffisant de degrés de liberté. On se
trouve alors confronté au cercle vicieux suivant: le théoricien de la turbulence attend
de la simulation numérique qu’elle teste les conjectures qu'il propose, alors que le
numéricien lui s’appuie sur les conjectures théoriques pour améliorer les schémas. Il
est clair que ce probleme ne peut étre résolu que par une démarche de concert entre le
théoricien et le numéricien,

c’est la démarche “synergétique” préconisée par Ulam [37] et Zabusky [38].
En fait le méme rapport dialectique, ou “cercle vicieux”, existe entre le
théoricien et I'expérimentateur: le théoricien attend de I'expérimentateur
qu'il teste les conjectures qu’'il propose, alors que l'expérimentateur lui
s'appuie sur les conjectures théoriques pour guider ses recherches et
améliorer ses méthodes. La physique n’a évolué jusqu’a présent que par une
démarche de concert entre la théorie et I'expérience. L'approche numéri-
que quant a elle ne serait qu’une nouvelle forme d’expérience, plus proche
des équations que des phénomenes. La simulation de la turbulence
bidimensionnelle pose un second probleme méthodologique propre au
calcul de n’importe quel écoulement turbulent: comment peut-on prédire
le comportement d’un systéme chaotique et quelle valeur accorder aux
solutions quand on sait que le systéme présente une sensibilité par rapport
aux conditions initiales? Ce comportement a été mis en évidence par Lorenz
[39, 40, 41] et Robinson [42] qui ont montré qu’une erreur initiale, aussi
minime soit-elle, affectant la petite échelle d’un écoulement turbulent est
amplifiée au point de modifier, au bout d’un temps fini, appelé temps de
“prédicibilité”, la dynamique de I'écoulement a toutes les échelles. Maxwell
avait pressenti ce comportement et Poincaré en 1912, dans l'introduction de
son traité sur le calcul des probabilités [43], en parlait déja tres clairement:

Une cause trés petite qui nous échappe détermine un effet considérable que nous ne
pouvons pas ne pas voir, et alors nous disons que cet effet est dd au hasard. Si nous
connaissions exactement les lois de la nature et la situation de I'univers a I’état initial,
nous pourrions prédire exactement la situation de ce méme univers a un instant
ultérieur. Mais, lors méme que les lois naturelles n'auraient plus de secret pour nous,
nous ne pourrions connaitre la situation qu’approximativement. Si cela nous permet de
prévoir la situation ultérieure avec la méme approximation, c’est tout ce qu’il nous faut,
nous disons que le phénomene a été prévu, qu’il est régi par des lois; mais il n’en est
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pas toujours ainsi, il peut arriver que de petites différences dans les conditions initiales
en engendrent de tres grandes dans les phénomenes finaux; une petite erreur sur les
premiéres produirait une erreur énorme sur les derniéres. La prédiction devient
impossible.

Ainsi, si I’on voulait garantir une prédiction déterministe pour tout temps,
faudrait-il avoir une connaissance parfaite des conditions initiales a toutes
les échelles et une précision infinie des calculs, ce qui est impossible aussi
bien analytiquement que numériquement. Toutefois on constate,
expérimentalement et numériquement, que les écoulements turbulents,
bien gu’instables vis-a-vis des perturbations d’une réalisation, sont stables
vis-a-vis des perturbations des propriétés statistiques d'un ensemble de
réalisations. C’est cette stabilité statistique de la turbulence qui permet de
justifier les intégrations effectuées bien au dela du temps de prédicibilité. La
simulation numérique directe (c’est-a-dire sans hypothése de fermeture ou
de paramétrisation ad hoc) des équations de Navier-Stokes permet donc de
prédire le comportement d'un écoulement turbulent, de fagon déterministe
et quantitative jusqu’au temps de “prédicibilité” (qui dépend des erreurs
d’arrondi, des erreurs de discrétisation et des erreurs faites dans la
détermination des conditions initiales), puis de facon statistique et qualita-
tive pour des temps plus longs.

La simulation numérique se situe a mi-chemin entre la théorie et
I’'expérience sans pour autant se substituer a I'une ou a l'autre. Théorie,
simulation et expérience sont entre elles dans un rapport d'interdépen-
dance. Tout comme une expérience a besoin d’'une théorie pour étre
interprétée et une théorie a besoin d'une expérience pour étre réfutée
(d’aucuns diraient falsifiée), de méme une simulation numérique a besoin
d’'un modéle théorique pour sa formulation et de résultats expérimentaux
pour sa validation. En retour elle peut enrichir lI'intuition des théoriciens en
leur permettant d’envisager un grand nombre de cas, de résoudre des
calculs trop complexes analytiquement et de présenter les résultats sous
une forme graphique plus synthétique. Aux expérimentateurs, elle apporte
la possibilité d’étudier le comportement d’un systeme en faisant varier un
parametre indépendamment de tous les autres, de connaitre la valeur des
champs en tous points d’un domaine et de visualiser des phénomeénes trop
fins, trop rapides ou trop éloignés pour étre observés par les moyens
conventionnels. Nous pensons que la simulation numérique réintroduit en
physique, mais a une nouvelle échelle, la notion classique d’”expérience de
pensée” (“Gedankenexperiment”), au méme sens que celles de Lucrece,
Bruno, Galilée, Einstein ou Bohr: en raisonnant a partir d’'une expérience
“imaginaire” on essaie de prévoir des comportements susceptibles de
mettre en défaut la théorie dans ses principes. Ainsi I'expérience numérique
de Fermi-Pasta-Ulam a-t-elle remis en cause I'"hypothése ergodique a la base
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de la mécanique statistique. L’approche numérique doit également
permettre d’'extraire la phénoménologie qui se trouve encore cachée dans
les équations fondamentales et servir par la-méme a valider des modeles
simplifiés: c’est la cas par exemple de la résolution numérique de I'équation
de Newton dans le probleme a n corps pour étudier la formation des
galaxies ou la stabilité du systeme solaire, de I'équation de Schrodinger dans
les cas d’interaction entre plusieurs atomes pour calculer les orbitales des
corps composés ou étudier le comportement des verres de spin, ou encore
de la résolution numérique de I’équation de Navier-Stokes pour un grand
nombre de degrés de liberté afin de mieux comprendre la turbulence.

L’expérimentation numérique est donc une troisieme voie de recherche
dont la spécificité est I'utilisation heuristique de V'ordinateur. Cette nouvelle
approche est distincte, dans ses méthodes et dans son statut, de la théorie
comme de l'expérience. Wilson [44] raconte que:

Dans les années soixante la plupart des scientifiques pensaient qu’un bon théoricien,
en s’asseyant devant une console d’ordinateur, devait pouvoir produire instantanément
de la bonne science. On ne réalisait pas qu’avant d’obtenir des résultats respectables il
fallait une longue et difficile période de formation pour surmonter les contraintes tres
séveres qu’imposent les ordinateurs (quelque soit leur puissance). Un gros calcul
numérique est aussi difficile a réussir qu’une bonne expérience ou qu'un calcul
analytique qui aboutit & un bon résultat [. . .]. Depuis trois siecles les étudiants sont
formés a I'expérience et a la théorie; les meilleurs sont sélectionnés et eux seuls
peuvent poursuivre; un systéme analogue doit maintenant étre mis en place pour la
simulation numérique. Cela ne sera pas facile, et les étudiants comme les professeurs
devraient faire beaucoup de simulations qui ne débouchent sur rien avant que |'effort
de formation ne porte ses fruits.

En effet, le numérique a sa propre pratique, difficilement transmissible.
Zabusky [38] parle d’'un “style de calcul numérique synergétique” et il
précise:

J'ai constaté en faisant des exposés sur ce sujet qu'il est difficile d’expliquer ce mode de
travail. Peut-étre est-ce encore une forme d’art comprise par quelques pratiquants
habitués a I’'environnement informatique et apprise seulement par apprentissage?

Cette impression est confirmée par Roache qui, dans lI'introduction de son
ouvrage de référence sur la simulation numérique [29], précise:

Le nouvel arrivant dans le domaine de la mécanique des fluides numérique doit étre
averti: il y a la au moins autant de savoir-faire d’artisan (artistry) que de science.

De méme Turkel dans sa revue des “progres en physique numérique” [45]
publiée en 1983 affirme:
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La simulation numérique reléve au moins autant de I'art que de la science, avec une
bonne part d’intuition et de folklore.

N’est-ce la que péché de jeunesse ou est-ce intrinsequement lié a la
démarche numérique? Ne serait-ce pas plutot le propre de tout domaine de
recherche non encore “cristailisé”? Nous pensons que c’est en gardant et en
affirmant leur identité propre que théoriciens, expérimentateurs et numéri-
ciens contribueront le mieux a leur entreprise commune, a savoir I’évolu-
tion des concepts et I'explication des phénomenes, ceci sur la base d'un
échange aussi interactif que possible. En fait cette “différentiation des
espéces” ne devrait pas nous étonner, car la ramification entre théoriciens
et expérimentateurs, tout comme celle opérée entre mathématiciens et
physiciens, est récente dans notre histoire. En dernier recours le choix de
I'approche numérique ne devrait-il pas étre, comme ailleurs, affaire de gout,
de sensibilité personnelle et pourquoi pas de vocation?

Ces systemes de courbes, ces nuages de
points évoquent parfois des galaxies, ou des
feux d’artifice, et parfois de bien étranges
floraisons. C’est tout un monde de formes qui
restent a explorer et d’harmonies qui restent a
découvrir.

David Ruelle
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