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AXIOMATIZACION DE LA SILOGISTICA
EXTENDIDA

Resumen. El objetivo principal de este trabajo es presentar el sistema
logico que resulta de extender, de una manera natural, a la silogisti-
ca con la ldgica proposicional, y demostrar que tal extension se pue-
de caracterizar como un sistema axiomatico,
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(0) Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es presentar el
sistema légico que resulta de extender, de una manera
natural, a la silogistica con la légica proposicional, y
demostrar que tal extensién se puede caracterizar
como un sistema axiomadtico. Los axiomas que se usan
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son los propuestos por Jan fukasiewicz en el libro La
silogistica de Aristoteles desde el punto de vista de Ia
I6gica formal modernal. En tal texto el autor deduce
todas las leyes silogisticas conocidas a partir de sus
axiomas y dicho resultado es clave para este trabajo.
También son fundamentales para este trabajo las defi-
niciones y técnicas empleadas en el articulo Com-
plefeness of an ancient logic? de John Corcoran. En tal
articulo el autor demuestra que la silogistica se puede
caracterizar como un sistema de reglas de inferencia,
y en ¢l destacan las definiciones semanticas de infer-
pretacion de un lenguaje silogistico y de satisfaccion
de una sentencia silogfstica; asi como también el em-
pleo de la técnica del conjunto mdximal consistente
de Henkin, con la cual el autor construye un modelo
para un conjunto maximal consistente de sentencias
silogisticas usando las variables de términos univer-
sales.

El trabajo se divide en tres partes. En la primera
parte se define a la silogistica extendida, exponiendo
su sintaxis y su semantica. En la segunda parte se des-

cribe el sistema axiomatico de Jan tukasiewicz, y en
la tercera y ultima parte se demuestra que tal sistema
axiomatico tiene las propiedades de correccién y
completitud, es decir, que dicho sistema cumple con

(correccién) Z,6 = Ik o y (completitud) Skoc =
ZF,0, donde ¥ es un conjunto de sentencias de la
silogistica extendida, o es una sentencia de la silogis-
tica extendida, Z+, o significa que o se obtiene a par-
tir de £ usando los axiomas y reglas de inferencia del

I tukasiewicz, ., La silogistica de Aristoteles desde el punto de vista de Ia
Idgica formal moderna, Madrid, Tecnos, 1977,

2 Corcoran, J., «Completeness of an ancient logics, The Journal of Symbolic
Logic, vol, 37, 1972,
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sistema axiomatico una cantidad finita de veces y
2o significa que ¢ es una consecuencia légica de .
La prueba de la propiedad de completitud se realiza
usando la técnica del conjunto maximal consistente
para aprovechar los resultados que John Corcoran
obtuvo en la Silogistica.

(1) La Silogistica extendida.

(1.1) Sintaxis de la silogistica extendida: El con-
junto § de las fBrmulas bien formadas (fbf) de la silo-
gistica extendida se construye a partir de los simbolos
primitivos A, E, I, O, ~, =, A, v , <), Gui, uz, us,
Donde los simbolos A, E, I y O son los correspondien-
tes a los esquemas categoricos de forma tipica Todo _
es _, Ningun _ es _, Algun _ es _ y Algin _ no es
_.Los simbolos ~, =, A, v, <> son los usuales para las
conectivas proposicionales. Los simbolos Ui, Uz, us, . . .
son una cantidad infinito numerable de variables para
términos universales. Y los simbolos), (son los parén~
tesis como simbolos auxiliares La regla inductiva de
construccion tiene tres clausulas: (i) Cualquier sim-
bolo primitivo del conjunto { AE, I, O} seguido de
dos variables de términos universales es una fbf . (ii)
Si o y P son fbf entonces ~a , (a—>B) , (aAp) , (v B)
y (o¢>B) son también fbf. (iii) SSlo son fbf las filas de
simbolos que se puedan construir usando un nimero
finito de veces las clausulas (i) y (ii)3. Por ejemplo las
expresiones Auruz, Ouzuz, lusuy y Eusouso son fbf por
la clausula (i) y la expresion (Amb A Aam) —~Oab es
una fbf por la clausulas (i) y (ii).

(1.2) Semdntica de la silogistica extendida: Una

3 Notar que en esta definicion las proposiciones categoricas de forma tipica
sott las fbf atomicas.
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inferpretacion de S es una funcidn que asigna a cada
variable de término universal un conjunto no vacio? .

Sea i una interpretacion de S y sea a una f bf de S. Se
define la relacidn i satisface a o (i sat a) por induc-
cion® : (1) Si o= Aab entonces i sat Aab si y solo si
i(a)ci(b). (2) Si a=Eab entonces i sat Esp si y solo si
i(@ni(b)=9. (3) Si a=lab entonces i sat Iab si y sélo
si i(a)Ni(b)#d. (4) Si a=0ab entonces i sat Oab si y
sélo si existe un x tal que xei(a) y xgi(b). (8) Si a=
~B entonces i sat ~p si y sélo si no i sat f. (6) Si a=
B—y entonces i sat B—y siy solo siino sat § o1 sat y.
(7) Si a=PAy entonces i sat BAy si y s6lo siisat B yi
sat y. (8) Si a=Pwvy entonces i sat Pvy si y solo si i sat
B oisaty. (9) Si a=p«>y entonces i sat f<>y si y sélo
si i sat a ambas o 1 no sat a ambas. Sea X S y sea i
una interpretacion de S. i satisface a ¥ (i sat £ ) si y
solo si para toda ceX: isat 6. Sea Zc Sy o € S. o es
una consecuencia Iégica de X (2Fo) si y sélo si toda
interpretacion i de S que satisface a X también satisfa-
ce a ¢. Sea o una fbf de S. a es vdlida si y solo si k=

o. Una instancia de una tautologia es una fbf de S que
se obtiene de una tautologia de la légica proposicional
sustituyendo uniformemente cada letra proposicional

por una fbf de S. Por ejemplo, ((~Aab A Iab)— Eba
)—(~Aab—( Iab—Eba)) es una instancia de la tauto-
logia ((paq)—r)—(p—(q—1r)). Toda instancia de una
tautologia es una fbf valida. En efecto, se puede pro-

bar usando induccidén que cualquier fbf y del lenguaje
de la ldgica proposicional tiene la siguiente propie-

4 Cada conjunto no vacio representaria una “substancia segunda” Aristotélica.
5 Estas reglas coinciden con la interprefacion usual que tenemos de las propo-~
siciones categoricas de forma tipica.
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dad: i sat yo si y sélo si Ti( Y )=V, donde i es una in-
terp_retaci('m de S, yo es una fbf de § que se obtiene
sustituyendo uniformemente las letras proposicionales
Py Pn de Y por las fbf a,...,0n de S y Ti es una va-
luacién® determinada por 1a asignacion de valores de
verdad” Ti que se define a partir de las letras proposi-
cionales de y de la siguiente manera: Para cada 115 j
=n, Ti (pj)=Vsiysélosiisat ;.

(2) El sistema axiomdtico + para la silogistica extendi-~
das

() Axiomas de +

A..I Todas las instancias de tautologia son axiomas.
Si a, b y m son variables de términos universales, en-

tonces también son axiomas todas las fbf que tengan
la siguiente forma:

A.2 laa (Identidad para I)

A.3 Aaa (Identidad para A)

A.4 (Amb A Aam)—>Aab (Barbara)
A.5 (AmbAlma)—Iab (Datisi)

Una vg]z‘zaﬂbn es una funcion y de dominio las fbf del lenguaje de la logica
proposicional y rango {V,F}, tal que las siguientes clausulas son satisfechas:
(1) x(~q)=V<:>x(on)=F ¥ (2) x(a—=By=Ves y(w=F o x(B)=V.

Una @51’1&0]5?1 de valores de verdad es una funcidn de dominio las letras
proposicionales y rango {V, F},

El sistema axiomético que se expone tiene algunas diferencias no esenciales
con el de tukasiewicz. Por ejemplo, tukasiewicz no enuncia el axioma 1
como aqui se hace. La idea de enunciarlo asi se ha fomado de la manera co-
mo Enderton, H., [A Mathematical nfroduction o Logic, New York, Aca-
demic Press,1972] presenta los axiomas para la logica de primer orden. Otra

df'ferencia es que el sistema de tukasiewicz tiene una regla de inferencia adi-
cional: Sustitucion de variables de términos universales,
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(1) Reglas de inferencia de t: Regla 19 Regla de
sustitucion para las logicamente equivalentes Eab,
~lab y Oab, ~Aab. De a se puede inferir o*, donde
a*,es la fbf que se obtiene de o, sustituyendo Eab(Oab)
por ~lab(~Aab ) — o a la inversa - en todas o alguna
de sus ocurrencias. Regla 2: Modus Ponens. De a, y
a—>»p se puede inferir p.

(1) La relacidn de deducibilidad de £ : Sea S Sy
G € S. 0 se deduce de £ en L( Ziio) siy sélo si existe
una sucesion de fbf de S, y1,...,yn , tal que yn =c y para
cadai, Isisn,oyie 2 oyies un axioma de t oy es
el resultado de aplicar la regla de inferencia 1 o la
regla de inferencia 2 a fbfs anteriores. Cuando @4 o
se dice que o es un feorema de t y se denota i a.
Algunos ejemplos de teoremas de t. son:

(i) -lab—Tba. (Conversion simple para I)

Prueba:

(1) ((Aaanlab)—>Iba) —»(Aaa—(Iab—Iba) A.l.Instancia de
((pAgQ)—=1) = (p—>(q—D) '

(2) (Aaanlab)—Iba A.5.

(3) Aaa—(Iab—Iba) Regla 2; 1,2.

8 Con el axioma 1 se define implicitamente a las conectivas, con los axiomas
AZ, A3, Ad y A5 se definen implicitamente a A e 1y con la Regla 1 se define
implicitamente a E y O. Otra manera, quizas mds elegante, de presentar este
sisterna axiomatico es tomando como simbolos primitivos solamente a: —, —,
A, 1, variable de términos universales y paréntesis. Los axiomas serian A,
(restringido a —, —), Az, As, As, As. La regla de inferencia seria una sola: mo-
dus ponens. Y los simbolos restantes A, v, <>, O y E, se introducirian por de-
finicion asi: aAB < —(0——P), avf < —0-p, aecp < (o—->P)AB—w),
Oxzé —Axz y Exzée—Ixz,
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(4) Aaa A.3
(5) Iab—Iba Regla 2; 3 4.

(i) Fr(Ambalam)—lab (Darii)

Prueba:

(1) ((Ambalma)—lab)—((lam—>Ima)— ((Ambalam)—>Iab)).
ALInst de (pAQ)—-1)>(—g)—> ((pAs)—1))

(2) (Ambalma)—lab) A.5

(8) (lam—Ima)— ((Ambalam) —Iab) Regla 2;1,2
(4)lam—Ima. Teorema (i): Teniendo presente que esta ver-
sion se obtiene sustituyendo b por m en toda su prueba,

(5) (Ambalam)—Iab Regla 2; 3,4.

(iii) ++ (EmbAlam)—Oab (Ferio)

Prueba:

(1) ((AabAlam)—Imb)— ((~Mimbalam)—~Aab). A.1. Inst de
((pAQ =1) = ((-r Aq) > —p)

(2) (AabAlam)—Imb A.5.

(3) (~Imbalam)—>~Aab Regla 2; 1,2

(4) (EmbAlam)—~Aab Reglalen 3

(8) (Embalam)—Oab Regla 1 en 4.

En general, todas las leyes silogisticas conocidas
son teoremas de t. En el texto La silogistica de Aristo-
teles desde el punto de vista de Ia Iégica formal mo-
derna se pueden encontrar todas estas pruebas en
notacion polaca y en el texto de Otto Bird Syllogistic
And ifs Extensions! se pueden encontrar en una no-
tacion parecida a la usada en este trabajo.

10 tukasiewicz, J., Syllogistic and its Extens, New Jersey, Prentice-Hall, 1964,
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(3) Propiedad de correccion y completitud del sistema
axiomético £

Teorema de correccion: Sea U{c}cC S. 81 Lt o
entonces Zko.

Demostracion: Como Zric, entonces existe una
sucesion yi,...,yn=0 tal que para cada j, 1<j><n, o Yi
esta en X o yjes un axioma de t o y; se obtiene de pro-

posiciones anteriores usando la regla de inferencial o
la regla de inferencia 2. Sea i una interpretacion de §

tal que i sat . Entonces, por induccion en n se obtie-
ne que i sat yj , para cada j,1<j=<n; pues todos los

axiomas de t son fbfs validas y las reglas de inferen-
cia tienen la propiedad de correcciéon ( es decir, si una
interpretacion satisface la(s) premisa(s) de la Re-
glal(2), entonces, también satisface su conclusién de

la Regla 1(2)). H

Teorema de completitud: Sea TU{c}c S. Si TEo
entonces X+o .

Demostracion: La demostracion se realiza a partir
de dos resultados previos, el Lema A y el Lema B.

Definicion: Sea ACS . A es inconsistente si y solo si

existe una fbf 6 de S tal que A F 8y A i ~8 . A es
consistente si no es inconsistente.

Lema A : Sea I U{y}c S.T U {y}es inconsistente
siysolosil g ~y.
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Demositracion del Lema A: La direccion < del le-
ma A es inmediata. La direccion = requiere del Teo-

rema de la deduccion para £ : I'cS y a,fesS =
Fufa}be BTt o—>P. Enefecto, si ' U {y L ¢ y
I' U {y v, entonces, It y—>¢ y T y——0, por

el teorema de la deducmon De modo que usando el
axioma 1 (y—=>@)—=>( ( y—>-=@)—>—y), se obtiene T

Fi~y. La demostracién del Teorema de la deduccion

para t es estandar : La direccién < se hace usando la
regla de inferencia 2 y la direccién = se hace apli-
cando induccion en la deduccién de B a partir de
F'u{a}, y1,..;m=B. Se debe verificar que para cual-~
quier j, 1<js<n, T'r o—>yj . Para los detalles de la

prueba del teorema de la deduccién puede verse el
texto de Elliott Mendelson Infroduction fo Mathemati-

cal Logic!! paginas 32 y 33. M

Lema B : Sea I' <S. Si I' es consistente, entonces
existe una interpretacion i de S tal que i sat T

Demostracion del lema B: Sea I' S tal que T es
consistente. La demostracion se realiza a partir de dos
resultados previos, la Proposicién 1 y la Proposicién
2.

Definicion: Sea ACS. A es mdximal consistente si y

solo si A es consistente y A no esta incluido en sentido
estricto en un subconjunto de S que sea consistente.

" Mendelson, E., Introduction to Mathematical Logic, New York, D. Van
Nostrand Compa.ny, 1964.
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Proposicion 1: Existe una extension I'" de T, tal
que I'" es maximal consistente y para cada o,BeS y

cada a, b variables de términos universales, I'" cumple
con las siguientes clausulas:

(a) a.elsiy solo si "ot

(b)~ael" siysélosiag I,

(©) Al menos una de las fbf lab y Oab esta en I,
(d) A lo sumo una de las fbf Aab y Eabestaen ™.
@@ onpelsiysdlosiae ["ypel™

O oavp el siysdlosiae "oPel”.-

@ o—>Pf el siysdlosiog I"oPel”.

(h) ae>pelsiysdlosiafe Moafe I

Demostracion de la proposicion 1:la idea es listar
todas las fbf de S y1,...Yn, Yn+1,... y definir inductiva-
mente una sucesion de conjuntos consistentes me-
diante la siguiente regla: I'o = ' y I'n+1 = I'n U{yn}, si
'y U{yn} es consistente 0 T'n+1 = I'n , si I'n U{yn} es
inconsistente. Sea I'" = Unee I'n. Como cada I'n €s con-
sistente, I" es maximal consistente. También I'" cum-
ple con cada una de las clausulas de la proposicion 1.
Para los detalles de la prueba de la prosicionl puede
verse las paginas 116, 124 y 125 del texto de Maria
Manzano Teoria de Modelos'%, donde se realiza la
prueba de una proposicion analoga para la logica de
primer orden. i

Ahora con I'" se construye a partir de las variables
de términos universales una interpretacion que satis-
face a I'" (y por lo tanto satisface también a I'). Sea €
el conjunto de todas las variables de términos uni-

12 Manzano, M., Teoria de Modelos, Madrid, Alianza Editorial, 1988.
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versales y P(Q2) el conjunto de todos los subconjuntos
de Q. Considérese el conjunto McP(QQ) que resulta de
sacar de P(Q) los siguientes elementos: (1) Por cada

fbf Aab que este en I'" todos los subconjuntos de
que tengan a “a”, pero no tengan a “b”. (2) Por cada

fbf Eab que este en I'" todos los subconjuntos de € que
tengan a “a” y “ b”. i es la funcién que asigna a cada
x de Q un elemento de P(M) segun la siguiente regla:
ix)={Ac Q| AeM A xeA}. Para probar que i es ura
interpretacion de S y que i satisface todas las senten-
cias de la forma A, O, I y E que estan en I'"" es sufi-

_ciente con la siguiente proposicion:

FProposicidn 2: Si a, b €QQ y M es el conjunto que
se definio anteriormente, entonces
() i(@)=#2.
(I Aabel™ si y solo si M no tiene elementos que tengan a
“aﬂ? y noa Cnbi‘?'
(Il Eabel™ si y sdlo si M no tiene elementos que tengan a
CCa” y a (Cb’?.
(IV) IabeI™ si y solo si M tiene un elemento que tiene a “a” y
tiens:a “b™.
(V) Oabel™ si y sdlo si M tiene un elemento que tiene a “a” y
no tiene “b”. ’

Demostracion de la proposicion 2: La clausula (I) se
demuestra usando la misma idea que se usara para pro-
bar la direccion <= de las cldusulas (II) y (IlI). Una
prueba de ella puede encontrarse en el articulo Com-
pleteness of an ancient logic de John Corcoran. La di-
reccion = de las clausulas (II) y (IID) es directa por la
definicion de M. Las clausulas (IV) y (V) son inmediatas
a partir de las clausulas (II), (II) y de la proposiciénI.
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. (II) < Si a=b, entonces la prueba concluye ya que
Aaa e I para cada aeQ. Supongase que a#b. Por la
hipotesis se tiene que {a}¢M. Entonces {a} fue sacado

de P(Q) por alguna fbf del tipo E o A. Pero como una
fbf del tipo E no puede sacar conjuntos unitarios de

P(Q)) concluimos que existe un y’eQ tal que y'#a y
Aay’ € Iy asi se pudo sacar al conjunto{a}de P(£2).
Sea Y= {yeQ : Aay € I"'}. Como Aaa €I, entonces
acY. Si se pruecha que b esta en Y, la demostracion
concluye. Supéngase que b ¢Y. Entonces Y # € ¥
ademas (por la hipotesis) YgM. Por lo tanto el con-
junto Y fue sacado de P(Q) por alguna fbf del tipo A o
E que esta en I'". Considérese los dos casos posibles:
Casol'® Awz € " donde w € Yy zg Y. CasoZ'*: Ewz

e I'"donde w, z € Y. De cada uno de estos casos s
obtendra una contradiccion para luego concluir que b

€Y. Casol: Como w esta en Y , Aaw € I'"". De modo
que por la proposicion 1, It Aaw. Pero por hipote-
sis Awz e [ ,entonces, también por la proposicionl
se tiene que It Awz. De manera que usando la re-
gla de inferencia 2, el axioma Barbara y el axioma 1
p—(g—(pAg)), se tiene que It Aaz. Y otra vez por
la proposicionl se obtiene que Aaz € I". En conse-
cuencia, z € Y, contradiciéndose el supuesto de que
z¢ Y . CasoZ2: Como w y z € Y entonces se tiene que
Aaw y Aaz € I". De modo que por la proposicion 1 se

13 Notar que si w=z, entonces la fbf Awz eI” no saca a nadie de P(CY), por lo
tanto hay que asumir que W#z.

14 Notar que para toda x €, Axx €I, entonces por la proposicion 1(d), para
cada x €Q, Exx ¢I”. De modo que hay que asumir que w+z.
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tiene que I'" ~¢ Aaw .Entonces, como por hipétesis, I

—+ Ewz, usando la regla de inferencia 2, el axioma 1
p—>(q—>(paq)), y el teorema Celarent, se tiene que

"+ Eaz. En consecuencia, Eaz €I, contradiciéndose
la clausula (d) de la proposicion 1, pues Aaz €I,

(II) «= .Si a=b, entonces i(a)=i(b)=Y y se contra~
dice la clausula (I). Por consiguiente, a#b. Por la hi-
potesis se tienc que el conjunto {a,b}#M. Entonces
{a,b} fue sacado de P(Q2) por alguna férmula del tipo
A o E, siendo los dos casos posibles los siguientes:
Casol: Aayel"donde y#b o Aby €I donde y#a. Ca-
soZ: Eab €I'" o0 Eba eI, Si el caso 2 ocurre se tiene lo
que se quiere demostrar . Si el caso 1 ocurre, se define
el conjunto no vacio Y={yeQ: Aay €I”, y#b o Aby
el y#a}. Como {a,b}cY el conjunto Ye¢M, por la
hipotesis. Y=Q o Y=Q. Si Y=Q, entonces Eab €I'". En
efecto, como este conjunto no puede ser sacado de

P(QQ) por una f.b.f de tipo A, ya que este tipo de f.b.f
nunca pueden sacar a £, entonces existen s, pef2 tal
que Esp €I”" y Esp saca a Y del”. Como s, peY se tiene
que (Aasel™, s#b o Absel”, s#a) y (Aapel”, p#b o

Abpel™, p#a). Entonces hay que considerar cuatro
posibilidades:

(1) Esp €Iy (Aasel™, s#b) y (Aapel™, pzb)
(2) Esp el y (Aasel™, s#b) y (Abpel™, p#a)
(3) Esp ey (Absel ™, s#a ) y (Aapel™, p=b)
(4) Esp €l y (Absel™, s#a) y (Abpel™, p#a)

Si (1) ocurre entonces usando la proposiciéonl, la
regla de inferencia 2, el teorema Celarent y el axioma

1 p—>(g—(pag)), se tiene que "¢ Eap. Lo cual con-
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tradice la proposicionl, pues I'"¢ Aap. Si (2) ocurre
entonces usando lo mismo que en el caso anterior mas
el teorema de conversion simple para la universal ne-

gativa, se tiene que Eab eI”. Con un procedimiento
analogo a (2) en (3) se obtiene que Eab €I”. 8i (4)
ocurre entonces por un procedimiento parecido a (2)
se obtiene que Ebb €I, lo cual es una contradiccion.
Entonces, resumiendo, si Y= solo pueden ocurrir las
posibilidades (2) y (3), y en ambas se cumple que
Eabel™. La opcion Y#Q no puede ocurrir. En efecto,

este conjunto puede ser sacado de P(Q) por una f.b.f
del tipo A o E. Si la fbf es del tipo E se repite el caso

Y=Q. Supdngase que existen s, peQ tal que Aspel”
donde se Yy pée Y. Asp es una f.b.f. que saca a Y de
P(Q).Como se Y, entonces (Aas €I, s#b) o-( Abs €I,
s#a). De modo que se tiene dos posibilidades: (1)
Aspel” y Aas €I'"; donde se Y, pg Y, s#b. (2) Aspel”
y Abs el”; donde se Y , pg Y, s#a. Si (1) ocurre en-
tonces usando la proposicion 1, el axioma 1
p—(q—>(pAq)), y el axioma de Barbara se tiene que
Aap eI, Como p#b, pe Y, contradiciéndose el su-
puesto de que pg Y. Si (2) ocurre, entonces operando
de manera analoga al caso anterior se tiene que Abp
el”. Como p#a, pe Y, contradiciéndose el supuesto de
que pg Y. En conclusion, si ocurre el caso 1 se tiene
que EabeI™. Con esto termina-la prueba de la propo-
sicion 2.

Con la proposicion 2 se tiene que la funcion i es
una interpretaciéon de S y que para cada fbf @S de la
forma Aab, Eab, lab y Oab: i sat ¢ <> @el". De modo
que para terminar la prueba del lema B solo falta
probar que i sat ¢ < @el” para las fbf de la forma
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~0, ,‘OL/‘\B, avf, a—>pB y a«>p; pero esta prueba es in-
mediata usando la proposicionl e induccién en el
numero de conectivas de las fbf. De manera que la
prueba del Lema B termina. B

Con el lema A y el Lema B la prueba del teorema
de completitud es inmediata, esto se puede apreciar
usando reduccion al absurdo., H

. Escuela de Filosofia
Universidad Central de Venezuela
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