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EXPLIZITE DEFINITIONEN EINIGER EIGENSCHAFTEN
VON ZEICHENREIHEN 1)

Von Kraus Hirrig in Berlin

Einleitung

Eine Zeichenreihe, die in einer formalisierten mathematischen Theorie auftritt,
erhiilt man durch Hintereinanderschreiben .endlich vieler ,,Grundzeichen‘* (oder
»Atomzeichen oder ,,Buchstaben) des betreffenden Kalkiils. Wie manche
Autoren?) wollen wir auch die ,leere Zeichenreihe® benutzen.

»otrukturelle” Eigenschaften oder Relationen betreffen die einzelnen konkreten
Zeichenreihen3) (z. B. aus Kreide oder Tinte) nur ,,bei Identifizierung der gleich
aussehenden; nach TArskI falit man deshalb jeweils alle Zeichenreihen, die mit
einer vorgegebenen ,,gleichgestaltet‘‘ sind, zu einer Zeichengestaltt) zusammen und
fiihrt die grundlegenden Relationen — wie z. B. Verkettung und Einsetzung —
nicht im Bereich der Zeichenreihen selbst, sondern im Bereich der Zeichengestalten
ein.%) Der leeren Zeichenreihe mége die ,,Leergestalt 9¢) entsprechen. Die Atom-
zeichen verteilen sich auf die ,,Atomgestalten*. Es ist bekannt?), daBl — beziiglich
Verkettung — die kleinste Menge von Zeichengestalten, die erstens 9 sowie vor-
gegebene Atomgestalten enthéilt und zweitens in bezug auf Verkettung abgeschlossen
ist, eine freie Halbgruppe mit Q als Einheitselement bildet, deren Erzeugenden
gerade die vorgegebenen Atomgestalten sind.

Wir konnen also von einer freien Halbgruppe (mit Einheitselement ? und nicht-
leerer Basis) ausgehen. Aus dem Zusammenhang wird ersichtlich sein, welche
grofien und kleinen lateinischen Buchstaben (evtl. mit Indizes) als Variable fiir
Halbgruppenelemente fungieren. Fiir die Halbgruppenverkniipfung fiihren wir kein
besonderes Symbol ein, sondern bezeichen mit ,,X ¥Y*‘ das Resultat der Verkniipfung
von X und Y (in dieser Reihenfolge!); wegen der Assoziativitit der Verkniipfung
diirfen wir auch z. B. einfach ‘

Z,7,2,Z, a7

1) Uber die vorliegende Arbeit, die von Herrn Professor Dr. KARL SCHRGTER angeregt worden
war, habe ich in Gottingen auf der Jahrestagung 1955 der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
berichtet. Ich danke den beiden Herausgebern der Zeitschrift fiir mehrere mir wertvolle Rat-
schlige.

%) HErMES [6], MarRROV [8], RosENBLOOM [16] (“null string”), ScERGTER [17—19]; ohne P
arbeiten BERNAYS [1], QuINE [12—14], TarskI [21, 22].

%) CarwaP: sign-events; MARKOV: komkperHhie c10Ba (konkrete Worter).

%) CARNAP: sign-design; MARKOV: abeTpakTHOe ¢iaoBo (abstraktes Wort).

5) Tarskr [21] S. 100, [22] S. 269; Herwmes [6] S.5; ScuroTer [17] S. 14, [18] S. 72.

¢) [6] 8.8, [19] S.8. ,

7) ScarorER [17] S. 16, [18] S. 72—174.
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schreiben, ohne durch Klammern die Reihenfolge der auszufiihrenden Operationen
festlegen zu miissen. Aufler »Q* werden auch andere ,,Konstante‘’, ndmlich Zeichen
fiir spezielle, festgehaltene Halbgruppenelemente, auftreten. Kommen in einem
Satz bzw. Beweis auBler ,,9° keine solchen Konstanten vor, so zihlen wir ihn zur
»reinen Semiotik . t)

Statt ,,Halbgruppenelement‘ sagen wir — im Hinblick auf die Anwendung, die
uns hier allein interessiert — einfach ,,Zeichenreihe‘, statt ,,Verkniipfung® ,,Ver-
kettung®, statt ,,Element der Basis“ einfach ,,Atom¢.

Wie in den zitierten Arbeiten von QUINE ist auch unser Gebiet die elementare
Semiotik: solche strukturellen Redeweisen, die man im Rahmen der Pridikaten-
logik der ersten Stufe (mit Identitét)®) aussprechen kann. Im Unterschied zu
QUINE formalisieren wir unsere elementaren strukturellen Redeweisen nicht,
formulieren sie jedoch so, dal sie gewissermaBen auf der Schwelle zur Formali-
sierung stehen. Als erste Beispiele kénnen die folgenden Definitionen dienen, durch
die wir einige (z.T. sehr hiiufig benutzte) Hilfsbegriffe einfithren.

Z beginnt mit X (oder: X ist Anfang®) von Z, oder: Z =X ..
5 Es gibt ein ¥ mit Z = XY.

Z endet auf Y {(oder: Y ist Endstiick%) von Z, oder: Z =...Y)
5 Es gibt ein X mit Z = X7Y.
Z in Z " (oder: Z' ist Abschnitt von Z, oder: Z =...Z'...)

5= Es gibt ein X und ein ¥ mit Z = XZ'Y.

Ein Anfang (bzw. Endstiick bzw. 'Abschnitt) W von Z heifit echter Anfang (bzw.
echtes Endstiick bzw. echter Abschnitt) genau im Falle W< Z.

X in Z nur vorne 5; Fur jedes W:Z = WX ... genau dann, wenn W=9.
Y in.Z nur hinten 5 Fir jedes W: Z =...YW genau dann, wenn W=290.
a ist Atom o Fir jedes Z,,Z,: Wenn a = Z,Z,,so entweder Z, = P oderZ, =9.
A st a-Molekiil5) o Tur jedes z: Wenn z Atom und z in 4, so z =a.
A st lingstes a-Molekiil in Z©) 5 Fir jedes A':
4’ ist sowohl a-Molekiil als auch in Z genau dann, wenn A’ in A.

Begriffe wie ,, Linge einer Zeichenreihe®, ,k-te Stelle einer Zeichenreihe®, ,, Anzahl
des Vorkommens des Atoms a in Z%, ,, Anzahl der Zeichenreihen Z mit der Eigen-

1) Die Bezeichnungen ,,Semiotik* (von H.ScroLz eingefiithrt) und ,,Syntax‘ konnte man
synonym gebrauchen. Wir beziehen ,,Syntax‘‘ immer auf einen bestimmten Kalkiil (vgl. [6]
8. 20). Zur Verwendung der beiden Termini in der Literatur siehe [2] S. 238f.

%) Also u. a. mit Quantifikation nur beziiglich Zeichenreihenvariablen. — Pragisiert in [12]
8. 561f., [13] S. 115, [14] S. 106.

3) ROSENBLOOM: head.

%) RosENBLOOM: tail.

5) QUINE: tally.

) Vgl. Quine [14] 8. 109.




EXPLIZITE DEFINITIONEN EINIGER EIGENSCHAFTEN VON ZEICHENREIHEN 179

schaft §(Z)* und auch Mengenl) oder Folgen?) von Zeichenreihen liegen natiirlich
auflerhalb der elementaren Semiotik. Dagegen sind beispielsweise

‘ »Das Atom a kommt in X gleich oft vor wie in ¥*
und '

»X ist linger als Y**

Relationen (im Bereich der Zeichenreihen), die wir in § 5 elementar explizit durch
Verkettungen definieren werden — iibrigens deshalb erst so spat, weil man zweck-
méBigerweise zuvor die vierstellige Substitutionsrelation (,,Setzt man in Z, fir Z,
iberall Zy, ein, so entsteht Z,” — priizisiert in § 1) mittels Verkettungen definiert
(§ 1). Sie ist eine Verschirfung der (in § 4 behandelten) Ersefzungsrelation (,,Ersetzt
man in Z,; nach Belieben Z, durch Zy,, so kann man Z, erhalten‘‘). Mit Hilfe der
Substitution lassen sich nicht nur simultane Substitutionen elementar explizit
definieren (§ 2), sondern auch die Verkettung selbst (§ 3), und zwar ist dies letztere
s0 erheblich einfacher (und obendrein allgemeiner) als das Umgekehrte (Substitution
durch Verkettungen), daB man eigentlich einer elementaren Semiotik als un-
definierten Grundbegriff besser die Substitution als die Verkettung zugrunde legte.
Doch auch lediglich auf die Ersetzung kénnte man sich stiitzen: Zwar nachweislich
nicht zu Z = XY, durchaus aber zu jedem abgeschlossenen aus Verkettungen
elementar aufgebauten Ausdruck la8t sich ein dquivalenter elementarer Ausdruck
»in Ersetzung allein* konstruieren — so daB man in einem abgeschwichten Sinn
Verkettungen durch Ersetzungen definierbar nennen kann (§4). — Wir iiber-
blicken die wechselseitige Definierbarkeit der (wohl wichtigsten) strukturellen
Relationen Verkettung, Substitution, Ersetzung (§§ 1, 3, 4).

In §6 verlassen wir die reine Semiotik und wenden uns der Syntax hauptsichlich
des Aussagenkalkiils®) zu (den wir als Musterbeispiel wihlen), vor allem mehreren
Definitionen der (sinnvollen) dusdriicke, auch einer der Ableitbarkeit, die sich ohne
weiteres z. B. auf die formalisierte Arithmetik iibertragen lassen.

In seiner Abhandlung “On derivability’’ [13] hat QUINE in groBer Allgemeinheit
rekursive Definitionen riickgéingig gemacht, und zwar in einer elementaren (in
Verkettung formulierten) Semiotik mit zwei festen Atomen. Gerade solch eine
systematische Untersuchung interessiert uns hier nicht, sondern wir beschiftigen
uns mit einer Reihe ganz spezieller, bei syntaktischen Uberlegungen unentbehrlicher
Eigenschaften von Zeichenreihen. Wo auch wir zu vorhandenen rekursiven Defini-
tionen &quivalente elementare explizite angeben, geschieht es jedesmal ad hoc,
dabei in mehreren Fillen so, wie es hier am Beispiel der Ausdrucksbestimmung fiir
den Aussagenkalkiil angedeutet werde:

1) Etwa bei Term- und Ausdrucksbestimmungen wie im vorliegenden Band auf S. 3, FuBn. 3.

) Vgl. z. B. QuiNe[13] 8. 117: ,,Y;, .. ., Y”‘“ — wobei die Nummern ¢; nicht konstant
sind, sondern von Zeichenreihen W; abhéngen.

%) Ohne und mit Benutzung der klammerfreien Schreibweise.
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Aus einem Ausdruck Z geht wieder einer hervor, wenn man in Z an einer Stelle eine Aussagen-
variable p etwa durch ~p oder (p — g) oder (p A ¢) ersetztl); den Nachweis z. B., daB

(P—>g)—= ((~pVr)=> (D~ (qAT)))

Ausdruck ist, fithrt man der Reihe nach zuriick auf den entsprechenden Nachweis fiir

P> U~pVvr)>@->@AM),

p—>UpVvr)—> @A),

P> @>EAM),

@@~

(» > (»—>2)),

(p - ),

P
Statt nun von einer solchen ,,Abbau‘-Folge?) zu sprechen (die von Z ausgeht und — weil Z
hier Ausdruck ist — bei einer Aussagenvariablen ankommt), reiht man in einer einzigen Zeichen-
rethe Z*2) die Zwischenerzeugnisse des Abbauens hintereinander, wobei man jeweils zwischen
zwei konsekutive ein geeignetes T'rennzeichen einschiebt — etwa (), eine Zeichenreihe, die weder
in einem Ausdruck noch ,,iiberlappend* mit einem Ausdruck vorkommen kann.

Auf dieses Trennzeichenverfahren — hier nur im Spezialfall und deshalb besonders

einfach — bin ich nicht als erster gekommen; es findet sich in allen drei genannten
Arbeiten von QUINE.

Es ist nicht uninteressant, aber auBerordentlich langwierig, aus Axiomen3) die
im folgenden bewiesenen Sitze liickenlos herzuleiten; ich unterdriicke fast alle
diese Deduktionen.

§ 1. Definition der Substitution mit Hilfe der Verkettung
1. Wir beginnen mit einer nicht-elementaren (wenn auch expliziten) Definition:

Sub Z,ZoZooZ, o Es gibt Zeichenreihen-Folgen {U,}i<u<m: {Vili<ugm und
{W.}i<u<m—1 derart, daB:
(1) U1=<|): Vi=2,. _
2 Firlspusm—1: (a) V,=W,ZV, 4,
(b) Z, in W, Z, nur hinten,
(Y Upy1 =U, W, 2Z.
(3) (a) Z, nicht in V,,,
M UpVp =2Z,.
1) In den Formeln dieses Beispiels ist natiirlich z. B. ,,)* nicht ein technisches Zeichen,

sondern ein Zeichen fiir ein bestimmtes Halbgruppenelement (fiir eine bestimmte Zeichen-
gestalt).

2) Vgl. 8. 196.

3) Siehe — neben [18] — auch [6] S. 8, [17] S. 7/8 u. 15, [1] S. 78, [16] S. 189 und schon (fiir
die Syntax eines speziellen Kalkils) [21] S. 100, [22] S. 289.
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Es ist einleuchtend, da8 Sub die iiblichel) Substitution (= Einsetzung an allen Stellen) erfalt.
Die U, sind immer linger werdende?) Anfangsstiicke des Resultats Z,, die zusammenschrump-
fenden V, dagegen Endstiicke der Ausgangszeichenreihe Z,. Nach Konvention beginnt das
{(einmalige) Substituieren in Z, ganz links (1) und wird nach jedem Schritt rechts von ihm (2¢c,a),
aber so weit links wie méglich (2b), wiederholt — so lange es geht (3a). Bei schon konstruiertem
U, und ¥V, sucht man in praxi auch wirklich zunichst das fritheste Vorkommen von Z, in ¥,
bestimmt also W, und den Rest V,,; gemiB (2a, b), und bildet danach Up,,; gemi (2c).

So ,,naturgemiB diese Definition wohl gewihlt ist — fiir das folgende (Ab-
schnitt 2. und 3.) brauchen wir, obwohl es zunichst weitschweifig erscheinen mag,
eine Variante von ihr:

Sub’ Z,ZyZyoZ, = Es gibt Folgen {X,}i<pcm> (Yihicusm wd {Q}1<p<m-1
derart, daB: .
(1) X, =Y, Z; nicht in X,.
@ Farlspusm—1: X, =Q,Z,X,, wobei Z, in @,Z, nur hinten;

Yy = QulioY,-
@) X, =Z,, Y, =%,

Diesmal ,,wachsen* also die X, und die Y,
angewachsen sind.

Die Relationen Sub und Sud’ sind umfangsgleich; der Ubergang von den U,
Vi, W, zu den X,, Y,, @, oder umgekehrt wird durch die Beziehungen

Xu = Vm+1—/u Um-i-l—uYu =Z2 (1 é'ﬂgm); Qp = .W.m-—,u(l =psm— 1)

hergestellt, mit deren Hilfe man jeweils eine der (sieben) Bedingungen der ersten
Definition als mit einer der (sieben) Bedingungen der zweiten Definition dquivalent
erweist.

Fir R = Sub’ (und damit zugleich fir R = Sub) gelten die folgenden S#tze:

(I) VOI‘. Zo = ?.

Beh. Es gibt kein Z, mit RZ,ZZyZ,.
(II) Vor. Z, nicht in Z,.
Beh. RZ,ZyZyZ, genau dann, wenn Z, = Z,.

(IIX) Vor. Zy in QZ, nur hinten.

Beh. (a) R Z,Z,Z,Z, genau dann, wenn R QZZ, Zy Zyy QZyZ,.
(b) Wenn R QZ\Z, Zy Zyy Z, 50 i = QZy, . . .

Ganz klar ist (I), denn (1) ist fiir Z, = 9 nicht erfiillbar.

Zu (Y1) : Aus Sub’ Z, Zy Zgo Z, witrde im Falle m =2, entgegen derVoraussetzung, Z, =@, 12X, _4
folgen; mit m = 1 aber ergibt sich Z, = X, =Y, = Z,. Wird umgekehrt Z, = Z, vorausgesetzt,
go kann man (1) bis (3) mit m = 1 erfiillen.

Der Nachweis fiir (IITa) l1auft darauf hinaus, bei den drei Folgen je ein weiteres X,,, ¥, und @,
anzuhéngen bzw. jeweils das letzte fortzuschneiden. Aus den Voraussetzungen von (ITIb)
schlieBlich folgert man sofort m > 1 und Z =Y, = @, _1Zpg Y p-1-%)

,,nach vorne* (2), bis sie zu Z; bzw. Z,

1) Die Bezeichnung — Reihenfolge der Argumentwerte! — ist allerdings in der Literatur
nicht einheitlich.

?) Genau genommen: nicht kiirzer werdende (Beispiel: ¢ Atom, Z, = aaaaa, Z, = aa,
Zyy = ?’ Z, = a).

3) Der Nachweis von (III) direkt fiir R = Sub ist etwas weniger trivial.
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Durch diese drei Sachverhalte ist die Substitutionsrelation eindeutig charakteri-
siert. Sind ndmlich R, und R, vierstellige Relationen im Bereich der Zeichenreihen,
und sind die Forderungen (1), (I1), (III) sowohl fir R = R, als auch fiir R = R,
befriedigt, so folgt:

(A) R, Z,ZZZ genaw dann, wenn R, 2, ZgZooZ -

Unabhéngig von (A) ergibt sich fir jede Relation R, auf die die Feststellungen (1)
bis (III) zutreffen:

(B) Je nachdem, ob Zy =9 oder Zy %+ 9, existiert kein Z, oder genau ein Z,
mit R Z,Z,ZyZ,.1)

Eine Behauptung iiber Zeichenreihen Z ist sicherlich dann fiir jedes Z wahr, wenn man bei
beliebigem Z zeigen kann: Trifft die Behauptung auf alle echten Abschnitte von Z zu, so auch
auf Z selbst. — Durch diese Art vollstandiger Induktion — und zwar beziiglich Z; — beweisen
wir die beiden Satze. Fiir alle echten Abschnitte von Z, sollen (A) und (B) wahr sein (¥).

Durch (I) ist beide Male der Fall Z, = Q erledigt, durch (IT) der Fall, daB Z, nicht in Z, vor-
kommt. Sei jetzt Z, = Q und Z, in Z,. Es gibt, eindeutig bestimmt iibrigens, solche Zeichen-

reihen @ und Zi, daB
Z, = QZ,Z; und Z, in QZ, nur hinten.
Wir beachten, daB Z{ echtes Endstiick von Z, ist (weil Z, == Q sein sollte).

Zu (A). Wenn R, Z,Z,ZyZ,, 80 gibt es nach (I1Ib) ein Z} mit Z, = @ZgZ}, und man erhalt
R, ZiZ,ZyZ; (I11a), R, ZiZoZowZh (*), Ry ZyZgZooZy (II1a). ,

Zu (B). Es gibt ein Z} mit R Z{ Z,ZyZ} (*) und R Z; Zy Zyo @ZpZ4 (111a). Zu zeigen bleibt:
Wenn R Z,ZoZeZ, und R 2,2y Zg0Z,, s0 Zy = Z,. Nach (IIIb) dirfen wir Z, = @Ze 25 und
Z, = QZyy 7}, setzen; (I11a) ergibt R Z{ZoZy,Zj und R 7} ZoZooZh, s0 daB Z} = Z} (*), mithin
Zy = Z, sein muB.

9. Eine dquivalente elementare explizite Definition geben wir zunéchst fir
den Fall, daB unendlich viele Atome vorhanden sind.2) Kommen voneinander
verschiedene Atome a und b weder in Z;, noch in Z, vor — solche a, b gibt es ja
dann stets —, so auch in keinem X, (weil Z, = ... X,) und in keinem Y, (weil
Zy=...Y,). Die m Zeichenreihen X,bY, figen wir mit dem anderen ,,Trenn-
zeichen‘‘3) a in der einen Zeichenreihe Z* aneinander, z. B., falls m =3, so:

Z* —aX,bY,aX,bY,aX3bY; 0.

Denkt man sich alle von @ und b verschiedenen Atome geldscht, so treten in Z*
die Trennzeichen @ und b immer abwechselnd auf; das wird unten in (1) zum Aus-
- druck gebracht. Die Bedingungen aus der Definition von Sud’ brauchen wir jetzt
lediglich sinngemé@ zu modifizieren.

Sub,Z1ZyZig 2y 5 Zu fast allent) voneinander verschiedenen Atomen a und b

gibt es ein Z* mit folgenden Eigenschaften:

1y Das gilt fiir beliebiges Z;, Z,, Zy,- HERMES definierte die Substitution (nicht-elementar)
mit Hilfe des Begriffes ,, Quasiatom‘‘ nur fiir gewisse Argumentwerte; siehe in [6] S.16/17.

2) Rlementar ausgedriickt: daB es keine Zeichenreihe gibt, in der jedes Atom vorkommt.
Abzahlbarkeit der Basis kénnen wir nicht elementar charakterisieren.

8) Vgl. Einleitung.

4) , Die Relation ... besteht zwischen fast allen Atomen @ und b soll bedeuten: Es gibt
ein Z derart, daB die betreffende Relation auf je zwei Atome, die nicht in 7 vorkommen, zutrifft.
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(1) Fir jedes Z: Wenn aZa in Z*, so b in Z; wenn bZb in Z*, so a in Z.
(2) Es gibt ein X, mit (a) Z* =aX,bX,0a...,
(b) Z4 nicht in X,.
(3) Fir jedes X, X', Y, Y': Wenn aXbYaX'b¥'a in Z*, aber weder @ noch b
in XX'YY’, dann gibt es ein W derart, daBl
X' = WZ,X, wobei Z, in WZ, nur hinten, und
Y' = WZyY.
4) Z* =...aZ,bZ,a.
Es hitte nahegelegen, das Definiens mit
»Zu je zwei verschiedenen nicht in Z,Z, vorkommenden Atomen
a, b gibt es ...
beginnen zu lassen (und so die Redewendung ,,fast alle* zu vermeiden); dann wiirde
aber, wovon sich der Leser schnell iiberzeugen kann, die Bestiitigung der charakte-
ristischen Eigenschaft (IIXa) in der einen Richtung schwierig. Ebenfalls sicht man
sofort, daB ein Beweis fiir (III) recht unangenehm wiirde, wenn wir die dritte
Definition der ersten statt der zweiten nachgebildet hitten. — Diese beiden Be-
merkungen gelten, mutatis mutandis, auch fiir Abschnitt 3.

Wir beweisen (I), (II), (III) fiir R = Subo,.

Im Hinblick auf (2b) ist (I) wieder trivial. 1

Zu (IT). Wenn Sube, Z,Z,Zy,Z,, 50 existieren voneinander verschiedene und nicht in Z.Z,
vorkommende Atome @ und b sowie eine Zeichenreihe Z* gemiB Bedingung (1) bis (4). Kéme @
mindestens dreimal in Z* vor, so kénnte man wegen (4) ansetzen:

Z2*=...aUaZbZ,0; a nicht in U
— und wegen (1):
Z* =...0XbYaZ,bZ,a; a, b weder in X noch in Y.
Nach (3) wire dann Z, =...%Z,... — im Widerspruch zur Voraussetzung. Also muB «

genau zweimal in Z* auftreten (und b genau einmal); ein Vergleich von (2a) und (4) liefert:
Zy =X, =Z,. — Setzt man umgekehrt Z,—= Z, voraus, so leistet Z* — aZ,bZ,a das Verlangte —
bei jedem @, das nicht in Z;, und jedem b, das nicht in Z,a vorkommt.

Zu (III). Stets wenn die Atome @ und b verschieden und nicht in Z sind, gebe es ein Z* gema 3
{1) bis (4). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf man annehmen, daB QZyZ, und QZy,2Z,
Abschnitte jenes Z seien. Tiir ebendiese ¢ und b bleiben (1) bis (4) wahr, wenn man ,,Z,* in
w2y 2", 1,2, in ,,QZoo Z,* und ,,Z** in 2 Z*QZy 7, bQZyy Zya' abéndert. Damit ist (IT1a) ,,von
links nach rechts“ bestitigt. — Jetzt gehen wir aus von Sube, QZyZ, Zy Zy, Z und nehmen an:

a, b nicht in QZ,Z,, Z; a=+b; :

(1) bis (4) erfiillt mit ,,QZ,Z,* statt wZn"s 2 statt ,,Z,,  ,,Z%*“ statt ,,Z%“.
Um die andere Richtung von (IIIa) zu beweisen, werden wir ein Z* angeben, auf das — wenn
Z = QZyZ, — die unverinderten Bedingungen (1) bis (4) zutreffen. Kime a nur zweimal in
Z** vor, so wiire wegen (4) und (2) Z, nicht in QZyZ; folglich steht a mindestens dreimal in Z**,
Setzen wir daher

: Z** = Z*QZyZ, b Za
und
Z* =...aXbZya (a, b nicht in X, Z,),

so fithrt (3) zuZ = QZy,Z, — damit haben wir (IIIb) —und X = Z, — damit haben wir (4)
(unverdndert); evident sind (1), (2), (3) (unverindert).

1) — aber natiirlich nicht allgemeingiiltig, falls es nur endlich viele Atome gibt!
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3. Im jetzt folgenden Abschnitt verlangen wir nur noch, dafi die Zeichenreihen-
Halbgruppe mindestens zwei Atome besitzt. Zwei verschiedene, a und b, nehmen
wir her, bilden ein ,,sehr langes®1) a-Molekiil 4 sowie ein ,,sehr langes*‘ b-Molekiil B
und verwenden die beiden Zeichenreihen b4 b und aBa?) als Trennzeichen anstatt,
wie soeben, a und b selbst. 1936 schon hat sich QUINE bei seiner elementaren expli-
ziten Substitutionsdefinition [12] auf ein Trennzeichenverfahren mit einem solchen
“tally B, “insulated by the atom o’ (wie er es spiter in [14] nannte), gestiitzt.

SubyZ, ZoZ oo Z, = Bei je zwei verschiedenen Atomen a und b gibt es zu fast

allen a-Molekiilen 43) und fast allen b-Molekiilen B ein Z*
mit folgenden Eigenschaften:
(1) Fiir jedes Z: Wenn b AbZbAb in Z*, so aBa in Z;
wenn aBaZaBa in Z*, so bAb in Z.
(2) Es gibt ein X; mit (a) Z* = bAbX aBaX b4b.. .,
(b) Z, nicht in X,.
(3) Fiir jedes X, X', Y, Y': Wenn'bAbXaBaYbAbX'a BaY'bAb in Z*,
aber weder A noch B in X, X', Y, Y’, dann gibt es ein W derart, da
X' =WZ,X, wobei Z, in WZ, nur hinten, und '
Y =WZy,Y.

4) Z =...bAbZ,aBaZ,bAb.

Véllig analog wie fiir R = Sub_, bestitigt man die drei charakteristischen Be-
dingungen fir R = Sub,.

4. Wir wissen, daf}

(A)  stets SubZ,ZyZywZ, genaw dann, wenn SubyZ,ZyZyZs
— falls zwei Atome vorhanden sind.

Ohne diese Einschréinkung war schon vorhin bewiesen, da@

(B) tm Falle Zy == Q (bei sonst beliebigem Z,, Zy, Zy) genau ein Z, mit
Sub Z,ZyZyZ, existiert,

welches iiblicherweise durch
z, %oy, (*)

bezeichnet wird. Mit ,,Sub,” statt ,,Sub’‘ und mit der Prémisse, daBl mindestens
zwei Atome vorhanden sind, gehort dieser letztere Satz samt Beweis zur elemen-
taren reinen Semiotik.%)

1) Um eine konkrete Vorstellung zu haben, wihle man etwa 4 = 4,4,a, wenn 4, bzw. 4,
langstes a-Molekil in Z; bzw. Z, (vgl. Einleitung) ist.

2) Solche a.Ba heiBlen bei MARKOV (a, b)-3Be1ba (3BeH0 =Kettenglied) ; itber sie in [8] S.34—40.

3) ,,Die Eigenschaft ... kommt fast allen a-Molekilen zu‘‘ soll bedeuten: Es gibt ein
a-Molekill A derart, daf3 die betreffende Eigenschaft auf jedes a-Molekil 4 mit 4 =4...
zutrifft.
_ %) — desgleichen z. B., falls man unendlich viele Atome hat, die dann allgemeingiiltige
Aquivalenz von Subos Z,ZyZgZ, und Suby Z,ZyZywZ,. Und desgleichen auch, bei Existenz
zweier Atome, Satz (C).
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Nachdem die Verwendung der Termschreibweise (*) — d.h. des bestimmten
Artikels — gerechtfertigt ist, gewinnt man aus (IT) und (III) folgenden Satz:

Z,, wenn Z, nicht in Z,;

© Zcoy =1oz,.2 Zojy, , wenn Z, = Q2,7 (Zo = 9)
_ l und Z; in @Z, nur hinten.

Das ist eine ,,induktive Definition fiir (*), die man mit Vorteil statt der kompli-
zierten expliziten Definitionen in Beweisen ausnutzt, wie ein Beispiel zeigen mag:
Satz. Bs sei Zy = Q, und es gebe kein X, ¥ mit X =... X, X0, Y=F..., T+,
— : Z, Z, Z
XY =2,.1) Dann ist (X7) O/ZO() =X O/Z(,OY O/Zoo'
Beweis (induktiv iiber X).

L. Ist Zy weder in X noch in ¥, so— in Anbetracht der Voraussetzung — auch nicht in X¥.
Die Behauptung reduziert sich vermége (C) auf XYV = XY.

2. Ist Z, nicht in X, wohl aber in ¥, so wihlen wir Q und ¥’ so, daB ¥ = QZ,Y’ und Z,in QZ,
nur hinten. Auch in X@QZ, kommt Z; nur hinten vor. Auf Grund von (C) wird

Z — nZ — ' Z — nZ, —xZ Z
&) Zojg, = (XQ2T) Py, = XQ2Y Pajy X (@2 Dol = X%ofy Yool .
3. Kommt Z, in X vor, dann wéhlen wir @ und X’ so, daB X = QZ, X’ ist, wobei Z, in QZ,
nur hinten steht. Diesmal wird
Z, — v\ Z, . ' Z, Z — vZ Z
(XX)Tofg = QZyu(X'Y) % 2o = 2 @20 X V7Y g, =X V20 Y 2,
Korollar. (XY)%/,; = X“/ZY“/Z sicherlich dann, wenn a Atom.

5. Falls die freie Halbgruppe genau ein Atom besitzt, ist es nicht moglich,
die Substitution explizit elementar durch Verkettungen zu definieren. Hat man
nidmlich etwa nur das eine Atom |, und bedeutet £, n, { bzw. die Linge (im an-
schaulichen Sinne) der Zeichenreihe X, Y, Z, so ist Z = XY mit £ = £ + 7 und
Sub X | YZ mit { = & - ; dquivalent. Das PRESBURGERsche Axiomensystem der
elementaren Arithmetik3) in Addition allein ist vollstindig — im Hinblick
auf den GOpErschen Unvollstindigkeitssatz (fiir die ,,volle Arithmetik der na-
tiirlichen Zahlen, in Addition und Multiplikation) kann also schon Sub X | YZ nicht
durch Verkettungen elementar ausdriickbar sein.

6. Wir erwihnen abschlieBend, daB wir zu unserem Vorteil die leere Zeichenreihe
zulieBen: Substitutionen mit Zy, = © — Streichungen also — sind im allgemeinen
Falle mit behandelt.

§ 2. Simultane Substitution

1. Ist k eine natiirliche Zahl und k = 2, so soll die (2k - 2)-stellige Relation
Sub¥(Zy; ay, X, . .., 0, Xy; Z) besagen, daB Z, in Z, iibergeht, wenn man ,,gleich-
zeitig* X, fiir a,, ..., X; fir o; einsetzt. SCHROTER hat diese k-fach simultane
Substitution sehr allgemein (induktiv und nicht-elementar) definiert4), doch wir
beschrinken uns auf den Fall, daB a,, . .., a; lauter verschiedene Atome sind.
Dann existiert stets ein eindeutig bestimmtes Substitutionsresultat Zy — es werde

1) Zy soll also nicht die ,,Naht* in XY ,,iiberlappen®.

%) Hier erst wird die Induktionsvoraussetzung herangezogen.

%) In'[11]: der ganzen Zahlen; bei sinngemiBer Modifikation: der natiirlichen Zahlen.
4 [17] S. 21—23.

13 Ztschr. f. math, Logik
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Z, %) X, - ) X, genannt. Bei der Beieichnung iterierter Substitutionen dagegen
kommt es auf die Xlammern an, denn z. B. ist

((ad) %) bl = aa,  ((@b)®),) % =bb,  (ad) ¥y, = (ab)?], Yy = ba.

HErMES hat — mit seinen Hilfsmitteln und fiir den Fall unendlich vieler Atome —
simultane Substitutionen durch Iteration gewohnlicher ausgedriickt.l) Ich gebe
eine elementare explizite Definition von Sub¥, bei der im Definiens — auBer Ver-
kettungen — zwischen (k + 1)2 und (& + 2)2 gewOhnliche Substitutionen auftreten.

Wir behandeln zuerst den Fall k¥ = 2. Dabei sollen @ und b verschiedene Atome
sein; ob es weitere gibt, spielt keine Rolle.

X5 (X ¥ap (=1,2)9),
2%x, blx, 5 (% Yaq) Yx9) ©% x0) %DOpy) a8y,
Neunmal kommt gewhnliche Substitution in diesem Definiens von Z a X, b/ X, vor.

Ohne den bestimmten Artikel kann man der Definition z. B. folgende Form
geben: .
Sub*(Z; a, X,,b, X,; W) = Fir gewisse X7, X, X;, X3, W,, Wy, Wy, W, gilt

Sub X, bab X/, Sub X, b ab X},
Sub X{ a ab X9, Sub X} @ ab X3,
SubZ aaa W,,

Sub Wb X3 W,,
Sub Wyaa X3 W,,
Sub W, abbb W,,
Sub Wyaba W.
Und jetzt sei k = 3. Die Konstruktion geht aus dem Einzelfall ¥ = 4 geniigend
deutlich hervor. Es seien a, b, ¢, d voneinander verschiedene Atome; ob es weitere
gibt, ist wieder belanglos. Setzen wir — #hnlich wie vorhin — :

((X.248) a8 Yabbd) Yabbps = X. (das ist X, Yqp Yanp Yapn @abbon) s
dann wird .
(002 % x; ) ) Y ;) POV D881 abbyy) 0By, — g oy By ¢ Ux,-
In dieser Definition treten k* 2k — 2 gewohnliche Substitutionen und eine
2-fach simultane auf, im ganzen also k* + 2k 47 gewdhnliche.

Ohne auf die Zusammenhiinge auch hier wieder néher einzugehen, stellen wir
noch der elementaren expliziten eine elementare rekursive Definition von Subt

gegeniiber: 0, falls Z = o,
POy, Byl Galo @
Gjy Oy Gy @ 70z, VX, XY .
Z%x, Yix, % x, Mx, = X, falls Z=Z'a; (1<i<4).

mit ¥ =1x, fallsZ=2 2,z Atom,

o ®q; firi=1,2,3, 4.
1) [6] S. 19.
?) Anschaulich ist klar: X3 = X,, %/,; b/ ...

—_— ]




EXPLIZITE DEFINITIONEN EINIGER EIGENSCHAFTEN VON ZEICHENREIHEN 187

2. Neben den ,,k-fach simultanen‘ hat man auch solche simultanen Substitu-
tionen, bei denen die Anzahl der gleichzeitig an Z, auszufiihrenden gewshnlichen
Substitutionen variabel ist, nimlich von dem jeweiligen Z, abhéngt, und dabei
keine endliche Schranke besitzt. Ein solcher Fall wird uns in § 6 (4.) beschéftigen.
Wir begniigen uns hier mit nur einem Beispiel aus der reinen Semiotik:

Es seien a, b, ¢ drei verschiedene von unendlich vielen Atomen. In Z, soll ¢ fir
alle von @ und b verschiedenen Atome eingesetzt und gleichzeitig @ mit b vertauscht
werden. Dafiir, daB Z, das Substitutionsresultat ist, ist notwendig und hinreichend:
Wihlt man irgendein von @, b, ¢ verschiedenes Atom d, so gibt es eine Zeichen-
reihe Z*, in der (auf die uns schon geldufige Weise) gewisse X, in denen d nicht vor-
kommt, mit dem Trennzeichen d hintereinandergereiht sind ; das erste dieser X ist

zZ, % b/ o d/ ¢» das Ietzte die Zeichenreihe Z,, in der kein von a, b, ¢ verschiedenes Atom

auftritt, und zu je zwei konsekutiven X — etwa X’ und X"’ — existiert ein von a
und b verschiedenes Atom x derart, daBl Sub X’ zcX".

3. Ein sehr allgemeiner Typ simultaner Substitutionen soll wenigstens erwéhnt
werden: Eine Relation zwischen Atomen « und Zeichenreihen Z — nehmen wir an:
die elementar formulierte Beziehung §(z, Z) — sei vorgegeben; Z, soll dadurch in
Z, tibergehen, daB man gleichzeitig fiir jedes Atom z eine Zeichenreihe Z, die der
Bedingung §(x, Z) geniigt, einsetzt, und zwar fiir jedes bestimmte z an jeder
Stelle in Z, das gleiche Z.

Hier einige Beispiele dieses Substitutionstyps:

Wiahlt man fiir §(z, Z) den Ausdruck

Wenn c =a; mit 1 <i<4, 50 Z=X; wenn x4 a; fir i =1,2,3,4, 0 Z — ,
so erhilt man die Relation Subt.

Nimmt man fiir $(z, Z) den Ausdruck

. Wenn x=a, 80 Z =b; wenn x = b, so Z = a; wenn zFaund x5+b, 80 5=c,
0 erhélt man die oben (2.) als Beispiel behandelte Relation.
Wahlt man (innerhalb der Syntax des Aussagenkalkiils)

Wenn x Aussagenvariable, so ist Z Ausdruck; sonst ist Z = x,
so bekommt man die bereits erwihnte in § 6 zu definierende Beziehung

Z,, entsteht aus Z; durch Einsetzung von Ausdricken in die Aussogenvariablen.
Wiahlt man

Wenn x Aussagenvariable, so Z = ~ x; wenn nicht, so Z — z,
so erhidlt man die Relation

Z, geht in Z, diber, wenn man vor jede Aussagenvariable das Afom ~ einschiebt.

§ 3. Definition der Verkettung mit Hilfe der Substitution

Bevor wir die dreistellige Verkettungsrelation Vi X¥Z — d.h. Z = XY —
durch Substitutionen ausdriicken, verschaffen wir uns Hilfsbegriffe.1)

!) Man konnte tibrigens auch Q und die Identitit definitorisch einfiihren:

= VkZZZ.
Z leer ] bt . )
= Es ist nicht wahr, daB8 SubZZZZ.
X—v 5 Fiir jedes Z: Wenn Z leer, so Vk XZY.
= X und Y beide leer oder Sub X XY X.

13+
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W in Z = Es trifft nicht zu: SubZW,O Z.1)
a ist Atom = Fiir jedes Z: Wenn Z in a, so entweder Z = - @ oder Z = a.

Die hieran ankniipfende Definition der Redeweise ,,4 ist langeres a-Molekiil als
[jedes a-Molekiil] in Z*“ bleibe dem Leser iiberlassen.

Nehmen wir als erste Méglichkeit an, es gebe mindestens zwei Atome. Zu-
néchst wird die Verkettung zweier Atome a, b (¢ == b) definiert. Offenbar ist

SubZaQb und SubZbQa (*)
genau dann erfiillt, wenn Z = ab oder Z = ba ist. Wie den ersten Fall vor dem
andern auszeichnen? Fir Z =ab ist (Z %yp) bY/, — (bbb) b8, —ab =2, fir
Z =ba dagegen (Z %) O/, — (bbb) DY, = ab+Z. Nun 1iBt sich aber B, — bb
z. B. durch

(*y und SubZabB,
ausdriicken. Wenn also ¢ und b Atome und verschieden sind:
VE abZ 5 Es gibt Zeichenreihen B, und B, mit
SubZaQb, SubZab B,, SubZa B, B,,
SubZWa, Sub By ByaZ.
Und fiir beliebiges X, Y:
VEXYZ % Es gibt ein W sowie Atome @ und b derart, da8 a <= b und Vk' ab W
und ’ ,
Sub2(W; a,X,b,Y; Z). ' (**)

(**) wurde in § 2 bereits definiert, aber in unserm Spezialfall hier sagen wir fiir (**)
einfacher:

Es gibt ein 4 derart, da A4 lingeres a-Molekiil als in ¥ und
Z=(W )% p 4x.

Nun zu der anderen Méglichkeit, daf es genauein Atom, etwa nur das Atom a,
gibt. Die ,,Nachfolgerbeziehung* ist schnell erklirt: Z = Xa bedeutet, dal X
langster echter Abschnitt von Z ist (daB also X echt in Z, nie aber sowohl X echt
in ¥ als auch Y echt in Z ist). Fiir den Bereich der natiirlichen Zahlen ausschlieB-
lich 0 hat Juria RominNsoN die Addition durch Multiplikation und Nachfolger-
bildung ausgedriickt?):

£ +n ={ genau dann, wenn (£-8) - (n-8) = (& n) - (£ 2));

darin darf auch noch § = 0 oder 7 = 0 sein. Genau analog setzen wir, der Kiirze
halber die Termschreibweise statt ,,Sud* benutzend:

VkXYZi)—-f Wenn Z=?, so X =0 und ¥ =

wenn Z =+ 9, so (X% z) a) ¥ yuz)a) = (XY 1) @) *(z%z)) a

1) Anders bei CEWISTEK [3] S. 709 (letzte Zeile).
%) [15] S. 100.
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Ein zweiter Weg:

VEXYZ = Wenn Y echt in X, so ist Z kiirzestes W mit Sub WX?Y und
W X,
wenn X echt in Y, so ist Z kiirzestes W mit Sub WY ?X und
WY, '
wenn X =Y & 9Q, so ist Z kiirzestes W mit Sub WX 09 und
W= Q und W4 X;
wenn X = Y=0Q,s0ist Z=09.

Anmerkung 1. Die in § 2 behandelten simultanen Substitutionen sind nicht

nur (im Hinblick auf §1) elementar explizit durch Vk allein definierbar, sondern
auch durch Sub allein.

Anmerkung 2. Bedeuten a,, &y, tg, &5 anschaulich die Lingen der a-Molekiile
4y, 4y, Aoy, A;, s0 gilt Sub A, 4,444, genau dann, wenn
I | %
). *)
Die vierstellige Relation (*) ist fiir die Arithmetik fundamental. Mit ay = 1 erhilt
man die Multiplikationsrelation a, = o, - age; daB die Nachfolgerbeziehung und
damit auch die Addition elementar durch (*) ausdriickbar ist, sahen wir oben. Mit
6y = 0 gewinnt man — darauf wies schon ScHROTER hin2) — die auch in der
Metamathematik so wichtige Relation

g = 01 + (% — %)

oy st Rest von &y bei Division durch ay;
fir o = 1 entsteht
6y =1 moda,,

also jene zweistellige Relation, aus der MyutLL [10] die iiblichen arithmetischen
Relationen hergestellt hat.

Anmerkung 3. CHWISTEXK nennt in [3] die Substitution das ,,wichtigste Element‘ seines
dort (und anderwirts) dargestellten Systems, und er gibt Axiome iiber sie an. Da finden wir 3)
u. a. Ersetzbarkeitstheoreme fiir die erste, zweite, dritte, vierte Stelle bei sub Z,Z,Zy%, (dort
in anderer Bezeichnung), weiter die eindeutige Bestimmtheit an der vierten Stelle, aber auch —
mit einer Einschrinkung — an der dritten:

Wenn Zy in Z; und sub Z,ZyZyZy und subZ, 2,202y, s0 Zoy = Zb,,
ferner Identititen wie sub XYY X und sub X XY7Y.

Ein plausibles und nachweislich hinreichend starkes semiotisches Axiomensystem ,,in Sub-
stitution allein‘ scheint noch zu fehlen. Einerseits leuchten Cuwisteks Formeln in[3] zwar ein, ¢)
aber ihre Tragweite miiite man an Folgerungen sehen. Andererseits wiiten wir jetzt zwar —
etwa in den Halbgruppenaxiomen oder in Satz (C) des § 1 — Vk durch Sub auszuschalten, aber
man wiinscht sich einfachere, iiberzeugendere Sub-Axiome.

') Der Einschrinkung 4,4 § beim Substituieren entspricht das ,,Verbot* der Division
durch 0.

?) [17] §. 23.

8) Formeln 0,712 bis 0,82 auf S.719.

%) Die von CHWISTEK in [4], S. 16, aufgestellten Axiome fiir die Substitution habe ich nicht
ganz verstehen konnen.
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§ 4. Ersetzung

1. Aus dem Definiens von Sub Z,ZyZ,Z%, (§ 1, 1.) machen wir ein Definiens von
Ers Z,ZyZyZ,, indem wir die Bedingungen (2b) und (3a) streichen. Oder wir sagen:

Ers 2,27 Z, o Es gibt Folgen {X,} <ycms {Yihi<uzm: {Q}1<pu<m—1 mit;

(1) X, = 7,.
(2) Fiir jedes y mit 1<su<m—1: X, =X,Z,0, und
@) Xp=2,, Y,, =12,. " Yui1 = Y, ZgoQ

Es ist klar, daB Ers die Ersetzung ,,an manchen Stellen (moglicherweise auch an
gar keiner oder an allen) bedeutet. Im Falle Z, = 9?5 Zoo + 9 haben wir Ein-
schiebungen vor uns, im Falle Z, = Q, Zgg =9 Streichungen.

An die Stelle der fiir Sub charakteristischen Eigenschaften (I), (1I), (I1I) aus § 1
konnen hier diese drei (offensichtlich fiir R = Ers zutreffenden) treten:

(I) Wenn R Z,99Z,, so Z, = Z,.
() RZZ,ZZ.
(XIX) Vor. Z, + Z,.
Beh. R Z,ZyZy,Z, genau dann, wenn Zeichenreihen Z|, Z5, Q existieren,
fir die Z, = Z{ZQ, Zy = Z,Z4,Q, R Z.ZZs 7).
Aus (I), (II), (III) mit R =R, und mit R = R, zusammen folgt, daB stets
"R, Z,ZyZyZ, genau dann, wenn R, Z,Z,Z7Z,.

Dies beweist man, wenn Z, == 9, induktiv itber Z,: Wahrend im Falle Z, = Z, das Be-
hauptete aus (IT) ersichtlich ist, ist im Falle Z, == Z, die in (III) genannte Zeichenreihe Z] wegen
Z, + Q ein echter Anfang von Z,, so daB die Induktionsvoraussetzung in Kraft tritt. — Ent-
sprechend verwendet man, falls Z,, == P, Induktion beziiglich Z,. Ist aber Z, — Zg, = ?, 80
schlieBt man von R, Z,Z,ZyZ, auf Z, = Z, (I) und weiter auf R, ZnZyZyZy (I1).

Erinnert man sich an den Ubergang von Sub’ zu Sub, bzw. Sub, (in §1), so
liegt auf der Hand, wie die obige Definition von Ers in eine elementare explizite
umgebaut werden kann — was also hier nicht ausgefithrt werde. Das zu benutzende
Trennzeichenverfahren macht wieder die Existenz mindestens zweier Atome
erforderlich. DaB andernfalls Ers nicht elementar durch Vi ausgedriickt werden
kann, sehen wir unten in Abschnitt 4.

2. Im Hinblick auf §3 148t sich Ers durch Sub gewiB dann elementar explizit
definieren, wenn zwei Atome vorhanden sind. Diese Einschrinkung ist sogar tiber-
flissig. Gibt es nédmlich nur das eine Atom ¢ und bedeutet wieder o; die Linge
von 4;, so gilt Ers A, A, Ay 4, genau dann, wenn ein A mit

o< A(g [%] , falls oy == 0) und &y = a; + (0gp — Gp) * A
(1]
existiert. Das ,iibersetzt‘* man:
Ers A, 4,444, 5 Wenn 4, =9, so gibt es ein L mit 4, = 4,4 %/f;
wenn Aq = @, so gibt es ein L, und ein L mit

ALy = A, AO/(AOa,) 1), Lin Ly, A4, a/L =4,4y a/L~

1) Zuriickiibersetzt: oy + Ay = a; - (ag + 1 — ag) - [—2—1-} , algo: Ay = [.Z_l] .
0 0
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3. Wir haben untersucht, wann und wie Sub und Ers durch Vk, Vk und Ers
durch Sub ausdriickbar sind. Und Vk durch Ers, Sub durch Ers?

Die Redeweisen

a ist Atom
und .
A ist lingeres a-Molekiil als in Z
kénnen wir wie in § 3 erkliren, nachdem wir definiert haben:
X inZ = Wenn X = Q, so gibt es ein W mit BErsZXOW und W + Z.

Falls mindestens zwei Atome da sind — das setzen wir fiir das folgende in
diesem Abschnitt voraus —, liegt die Schwierigkeit, V% oder Sud durch Ers zu
definieren, darin, durchweg eine ,,Seite* vor der anderen, etwa die linke vor der
rechten, auszuzeichnen.

X bedeute die Zeichenreihe, die man erhilt, wenn man die Atome von X in um-
gekehrter Reihenfolge verkettet.l) Vk XYZ bedeute Z — Y X, also auch wieder
die Verkettung in verkehrter Reihenfolge. Anschaulich ist klar:

Z =1Z; (o]
Zy = Z, genau dann, wenn Z, = Z,; (8]
Vk XYZ genau dann, wenn Vi XYZ; ¥1

Ers Z,ZyZyZ, genau dann, wenn KErs 212020022. [6]2)
Satz 1. Vk ist nicht explizit elementar durch Ers definierbar.

Beweis. Angenommen, § sei ein aus Ersetzungen (und natiirlich Identitéiten)
elementar zusammengesetzter definierender Ausdruck fir VEXYZ. In § kommen
X<, Y, Z° vollfrei und alle sonstigen Zeichenreihenvariablen quantifiziert vor.
9’ entstehe aus $ durch Uberstreichung aller in Teilausdriicken der Form
o Brs 2y ZyZooZy'* oder ,,Z, = Z,* auftretenden Variablen. Bei Uberstreichung nur
der vollfreien gehe §'' aus § hervor. Es gilt dann:

Vk XYZ genau dann, wenn £;
9 genau dann, wenn ' (wegen [B] und [8]);

1) Mit Hilfe des Begriffes ,,gleich lang* (§ 5) 1aBt sich die Relation ¥ = X wie folgt elementar
charakterisieren: X und Y sind gleich lang; stets wenn X’a (o Atom) Anfang von X und b ¥’
(b Atom) Eantﬁck von Y ist, wobei X’ und Y’ die gleiche Liinge haben, ist a = 5.

%} Zu [4]: Andert man in unserer expliziten Definition bei Bedingung (2)

» X, ZoQ, in 0,7, X,
und
»w¥ 1 Zg0Q," in ,Q,Zy Y,
ab, so ist die Aquivalenz des abgeinderten Definiens mit dem alten leicht nachzupriifen.
Aquivalent ist ferner
X, =Y, mit 5(1 =¥, (wegen [f]),
Xps1=@Q,%,X, mit X1 = X, Zy0), (wegen [3]),
usw. Nach dieser zweiten Umformung sind samtliche in (1), (2}, (3) auftretenden Zeichenreihen-
variablen iiberstrichen. LaBit man die Uberstreichungen der gebundenen wieder fort — auch das
ist eine aquivalente Umformung —, so steht das Definiens von E'rsZ—;Z_OZ_OOZ_2 da.
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$’ genau dann, wenn £’ (denn bei den gebundenen Variablen konnen wir die
Uberstreichungen wieder weglassen : ,,Fiir jedes Z: $0(Z)* ist dquivalent mit ,,Fir
jedes Z: $,(Z)‘1), analog fiir Partikularisationen);
9" genau dann, wenn Vk XYZ (nach Definition von £);
VEXYZ genau dann, wenn Vk XYZ (wegen [p] und [«]).
Demnach wire
XY=YX
allgemeingiiltig, und das ist ja falsch.
Auch Sub ist nicht explizit elementar durch Ers definierbar, denn sonst wiire es
(nach §3) Vk ebenfalls.
Trotz dieses negativen Resultats gibt es einen gewissen Ersatz. Sind
¢, und ¢, Atome und
€1, €3, 0y, Oy vier verschiedene Zeichenreihen, fiir die (1)
Ers Cie, @ ¢, und Ers Cic, Q¢ (3=1,2),
go ist offenbar entweder

C,=c¢, und Cy = cyc (2)
oder ‘
C; =cy¢, und Cp = ¢ ¢y, (3)
und in beiden Fillen trifft (1) auch wirklich zu. Dafi
ein Y’ mit Brs C,¢, Y'Y existiert, (4)
ist im Falle (2) mit ¥ = ¢, . . ., im Falle (8) mit ¥ = ...¢, dquivalent. Wir fiihren

eine siebenstellige Hilfsrelation ein:
VE* ¢,6,C,Co XY Z o Falls nicht (4), so gibt es ein M, U,, U, derart, dall
M lingeres ¢,-Molekiil als in Y,
Ers Cie,MU, und — wenn M = ¢, — U, == C},?)
Ers Uyjc,YUy und — wenn Y == ¢, — U, &= U,,3)
Ers UyMXZ und — wenn X = M — Z & U,;*)
falls hingegen (4), so gibt es ein N, V,, V, derart, da
N lingeres c,-Molekiil als in Y,
Ers Qe NV, und — wenn N == ¢, — V, == O,
Ers Ve, YV, und — wenn Y &= ¢; — V, & Vy,
Ers V,NXZ und — wenn X + N — Z &£ V,.
Man iiberzeugt sich leicht, daB bei festgehaltenem ¢,, ¢,, Cy, C, entweder — im
Falle (2) ndmlich —
fiir jedes X, ¥, Z: Vk* ¢,¢,C,Co XYZ genau dann, wenn Vk XYZ,
oder — im Falle (3) nimlich —
fiir jedes X, Y, Z: Vk* ¢,¢,C,C,XYZ genau dann, wenn VkXYZ.

1) Natiirlich soll hierbei £, (Z) ein elementarer struktureller Ausdruck sein, in dem ,,Z** volifrei

vorkommt und aus dem, wenn man ,,Z*° fiir ,,Z einsetzs, @O(Z) entsteht.
2) Im Falle (2): = Mc,, im Falle (3): Uy = ¢, M.
8) Im Falle (2): U, = MY, im Falle 3): U, = Y M.
4y Im Falle (2): Z XY, im Falle (3): Z =YX.
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Hilfssatz. Ist § irgendein abgeschlossener elementarer Vk-Ausdruckl) und ist §
derjenige Ausdruck, der entsteht, wenn man in § diberall ,,VEk* durch L VES ersetzt,
s0 ist § mit © dquivalent.

In $ sowohl simtliche Zeichenreihenvariablen, die in Teilausdriicken der Form
WVEXYZ" oder ,,X = Y* stehen, als auch tberall ,,V&* zu iiberstreichen, ist
niémlich nach [p] und [B] eine dquivalente Umformung. Die Uberstreichungen der
(ja ausnahmslos gebundenen!) Variablen konnen aber dquivalent wieder geldscht
werden.

Satz 2. Zu jedem abgeschlossenen elementaren Vk-Ausdruck O lipt sich ein dqui-
valenter elementarer Ers-Ausdruck angeben.

Beweis. Aus  werde $*, wenn man ,,Vk* ¢,c,C,C, fiir ,,VEk* einsetzt. Bei
festem ¢y, ¢y, Cy, Cy ist H* unter der Voraussetzung (2) mit § dquivalent und unter
der Voraussetzung (3) mit § — also nach dem Hilfssatz ebenfalls mit 9. Folglich
ist die elementare Ers-Aussage

Fiir jedes die Bedingungen (1) erfiillende ¢y, ¢y, C,, C, gilt H*
mit § dquivalent.

4. Falls es nur das eine Atom a gibt, definieren wir zuniichst Sub durch Hrs
und erst durch Sub die Verkettung.

wenn A, kiirzer?) bzw. linger?) als Ay,

_ so ist Ay, lingstes bzw. kiirzestes 4
Sub A, Ag Ay A, -ﬂ,Ao + ¢ und mit Ers A, A, Ay A;

wenn Ay, = 44, 80 4; = A4,.
Als Korollar stellen wir fest, dafl Ers bei Existenz nur eines Atoms nicht

explizit elementar durch Vk definiert werden kann. Sonst wére ndmlich, wie wir
sehen, auch Sub elementar durch Vk ausdriickbar — was in § 1 (b.) widerlegt wurde.

§ b. Drei weitere strukturelle Redeweisen

1. Zwei verschiedene Atome @ und b seien fest gewihlt.

Z, ist gleich lang wie Z, (1) | @ kommt in Z; gleich oft vor wie 2
in Z,

genau dann, wenn es Zeichenreihen Z}, Zf und ein a-Molekiil 4 derart gibt, da8
fir ¢ =1 und ¢ = 2 gilt:

Zr =b2.%,b. . | Z;‘:bZib/?b...;
Z¥=...bAb;

zu jedem das Atom b nicht enthaltenden X und ¥ mit Z} =...bXbYb...
existieren ein X’, ein X'’ und ein von a verschiedenes Atom « derart, da3 X =X’ 2 X'/

und
Y=XaX". ] Y=X'X".

1) Das heiBt ein nur aus Verkettungen elementar aufgebauter Ausdruck ohne freie Variable.
2) ,,A” in A* hatten wir durch Ers ausgedriickt.
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a kommt in X gleich oft vor wie b in Y (2)

genau dann, wenn a in X gleich oft vorkommt wie in (Y “/?) b/a.

Z, geht durch Umstellung seiner Atome in Z, iber (3)
genau dann, wenn jedes Atom in Z, gleich oft vorkommt wie in Z,.
2. Man kann (3) auch direkter elementar definieren. Gibt es nur die zwei Atome
a, b, so kann

Z, b/? =27, b/? und  Z, a/fl-" =7, a'/?
als Definiens dienen. Sind mehr Atome vorhanden, so wihlt man drei verschiedene:
a, b, c. InZ b/ ab %labp schiebt man vor jede nicht von b besetzte Stelle

ein ¢-Molekiil ein, und zwar der Reihe nach ¢, ¢¢, cce, . .. (Im Beispiel Z; = accdb
wird also erst
aabbabbdab
und dann
caccabbeccabbeccedeccecab

gebildet.) Das Umstellen der ,Molekiile‘“ ca, ccabb, cccabb usw. der zuletzt
gebildeten Zeichenreihe ZF zu neuen Zeichenreihen Z3 1a8it sich leicht elementar

charakterisieren. Die Z, mit Z, = ((Z3 c/<|)) ab b/c) ab/b sind genau diejenigen, auf

die (3) zutrifft.
Wir driicken noch (2') durch (3) aus:
Es gibt ein a-freies Z{, ein a-freies Z; und ein a-Molekill 4 derart, dal man
Z, in AZ{ und Z, in AZ} umstellen kann.
3. Gelegentlich wird eine Behauptung tuber Zeichenreihen Z ,,induktiv iiber die
Hiufigkeit des Vorkommens des Atoms a in Z“ bewiesen?):
$(Z) ist wahr fiir jedes Z sicher dann, wenn man fiir mindestens ein Atom a bei
beliebigem Z zeigen kann: Wenn $(Z') fiir jedesZ’, in dem a seltener vorkommt
als in Z', so H(Z).
Gebriuchlich sind Beweise durch ,,vollstindige Induktion iiber die Linge von
Z2):
H(Z) ist wahr fiir jedes Z sicher dann, wenn man bei beliebigem Z zeigen
kann: Wenn $(Z') fiir jedes Z', das kiirzer ist als Z, so H(Z).

Diese beiden SchluBregeln (bzw. Schemata allgemeingiiltiger Implikationen)
haben wir der elementaren Semiotik eingegliedert.

§ 6. Zur Syntax des Aussagen- und des Pridikatenkalkiils
1. Induktive Definitionen der Ausdriicke eines Kalkiils sind allgemein ver-
breitet. Gebrduchlich ist es, sie als Elemente des Durchschnitts aller der Mengen
zu charakterisieren, die gewisse einfachste Ausdriicke (in Aussagenkalkiilen: die
Aussagenvariablen) enthalten und in bezug auf gewisse Zusammensetzungs-
moglichkeiten abgeschlossen sind. Manchmal fithrt man auch zunéchst ,,Ausdriicke

1) Anwendungsbeispiel: § 6, 1. (am Schluf).
2) Anwendungsbeispiel: § 6, 3. (am SchluB).
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n-ter Stufe* (fir jede natiirliche Zahl n) und erst dann die Ausdriicke selbst ein.
In den ersten beiden Abschnitten dieses Paragraphen geht es um eaplizite Aus-
drucksbestimmungen fiir den (klassischen) Aussagenkalkiil.

Zugrunde legen wir eine freie Halbgruppe mit den sieben verschiedenen Atomen
~; A, V, =, «>, (,) und mindestens einem sonstigen.

Alle Atome, die von den eben genannten verschieden gind, nennen wir Aussagen-
variablen. Uber deren Anzahl machen wir keine weiteren Vorschriften. Zur Ab-
kiirzung benutzen wir das Symbol ,,0 als eine (natiirlich prinzipiell entbehrliche)
» Variable fiir die zweistelligen Funktoren A, V, —, <, aullerdem 2Dy s T
als Zeichenreihenvariablen, deren Variabilitétsbereich auf die Menge der Aussagen-
variablen eingeschriinkt ist.

Nusd, Z 5; I gibt eine Folge {X,}; << mit X, =Z, so daf fir I u<m gilt:

X, ist Aussagenvariable
oder es gibt ein yo mit 1 < py< p und X, = ~ X,
oder es gibt ein y,;, ein p, und ein O mit
sy <u, 1=p,<pund X, =(X,0X,).
Statt ,,1 < p; < u* kann man hierin offenbar auch ,,1 < t; < m** schreiben, ferner
»in der Z vorkommt* statt ,,mit X,, = Z*“. Der so abgeéinderten Definition nach-
gebildet ist die folgende elementare:
Ausd?f [Z, X*] o {a] () nicht in Z.
] X* =()...().
fe] (VZ () in X*, :
[d] Fiir jedes X: Wenn () X () in X* und () nicht in X, so
ist X Aussagenvariable oder es gibt ein U, ein ¥ und ein © mit
X=~U oder X=(UoV),
(YU ()in X* () V() in X*.
Ausd, Z o Es gibt ein X* mit Ausdf [Z, X*].
Hier einige unmittelbare Folgerungen:
[a] Ausd, p,
denn Ausd? [p, ()p ().
(8] Ausd, Z genau dann, wenn Ausd, ~ Z. ‘
Wenn ndmlich Ausdf [Z, X*], so Ausd} [~Z, X* ~ Z()]. Wenn andrer-
seits Ausdf [~Z, X*], so auch Ausd} [Z, X*].1)
[y} Wenn Ausd,Z, und Ausd,Z,, so Ausd,(Z,0 Z,).
Wenn ndmlich Awusdf [Z;, X}¥] fir ¢ =1 und ¢ = 2, so
Ausd [(Z, 0 Zy), X} (Z, © Zy) X3].Y)
[0]1 Wenn Ausd,Z wnd weder Z Aussagenvariable noch Z = ~ . .., so gibt es ein
Z,, ein Zy und ein © mit Ausd,\Z,, Ausd\Zy, Z = (Z,0Z,).
Unter der Voraussetzung Ausd? [Z, X*] wird némlich das fragliche Z,, Z,
und o [als U, V, o] wegen [c] und [a] von [d] geliefert, und man sieht:
Ausd? [Z;, X*].1)

1) Hier wirkt sich als bequem aus, daB wir statt ,,X* =. .. ()Z()* nur [¢] in die Definition
aufnahmen.
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Die Sétze [a], [f], [y], [0] gelten auch mit ,,Audd, statt ,, dusd,“. Sie kénnten zur
Charakterisierung der Ausdruckseigenschaft dienen; dazu werden wir jedoch statt
ihrer andere verwenden.

Hilfssatz 1. Wenn Ausd,Z'pZ" und Ausd,H, so Ausd,Z'HZ" .

Hilfssatz 2. Wenn Ausd,Z' ~ pZ'', so Ausd,Z'pZ' .

Hilfssatz 3. Wenn Ausd,Z'(p o Q)Z", so Ausd,Z'pZ'".

Hilfssatz 4. Wenn Ausd,Z und Z nicht Aussagenvariable, so gibt es ein p, ein ¢
und ein © derart, daff ~p in Z oder (pOgq) in Z.

Alle vier Hilfssétze gewinnt man aus [«], [£], [¥], [0] allein. Wir fithren nur den (etwas weniger
trivialen) Beweis fiir Hilfssatz 3 aus, und zwar durch Induktion iiber Z, nachdem wirZ’(pO ) 2"’ =%
gesetzt haben. Nach [§] kommen zwei Fille in Frage:

1. Z’ = ~Zj. Dann schlieBt man von Ausd, Z tiber Ausd, Z}(p © ¢)Z" [f] und. dusd, Z,pZ"~*
[Induktionsvoraussetzung] auf Ausd, Z'pZ” [f#]. -

II. Z = (Z,0Z,), Ausd, Z;. Dann gibt es diese drei Mdglichkeiten:

(Z,=Z'(pO Q..

Z'(p=(Z, und @Z" = Z,);

Z))=...(pog)2".
Ware bei der ersten Moglichkeit Z” = ?, so hitte man Z, = p Og) ..., im Widerspruch zu [§].
Also ist 2" = (.. ., etwa Z’ == (Z}, und damit Z; = Z}(pOgq). .., so daB man die Induktions-
voraussetzung auf Z, anwenden (und danach [y] ausnutzen) kann. Entsprechend zieht man sie,
bei der dritten Moglichkeit, fiir Z, heran. Kann auch die zweite Moglichkeit eintreten? Wenn
ja, 80 miissen Z’ und Z"’ beide leer sein, denn fiir Z” == ¢ hétte man Z, — . .. (p, fix 2”7 & ¢
hingegen Z, = ¢) .. . — was beides unmoglich ist.?) So bleibt nur: Z, = p und Z, = ¢; hierfiir
geht die Behauptung in [«] uber.

Wir kniipfen jetzt an das Beispiel aus der Einleitung (8. 180) an und definieren:

Ausb, Z o Es gibt eine Folge {Y iy1<a<g derart, daB

Y, =1,
bei jedem A mit 1=A<]—1 existiert je ein p, ¢, 0, Y, Y’ mit

Y, =Y ~pY" oder Y,=Y(poq)Y",
Yip =YpY";
Y, ist Aussagenvariable.
Nun elementar explizit:
Ausd} [Z, Y *] o [a] () nicht in Z.
: [b] ¥* = ()Z()...
[c] BEs gibt ein r mit Y* = ... ()7 ().
[d] Fir jedes Y;, Yyr: Wenn () Yy () Yg() in T*
und () nicht in Yy, Y1, dann existiert je einp, ¢, 0, Y’

und Y’ mit
Y1 =Y ~pY" oder Y=Y (pogq)Y",
Yu=YpY". )

1) Z, = ... (p widerlegt man so: Ist N ein ~.Molekiil, Z, = NZ{(p und Z{ &+ ~ ..., s0
lehrt [£], daB Ausd, Z{(p, und aus [§] folgt Z{(p =...), also p =)!
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Ausd,Z = Es gibt ein Y* mit Ausd] [Z, Y*].

Fir k& =2 (und offensichtlich gleichfalls mit ,,Ausbd," statt ,,Adusd,) gelten
nachstehende Sitze:

1] Ausdyp. :

(1] Wenn Ausd,Z'pZ", so AusdiZ' ~pZ' und Ausd,Z'(p o q)Z" .
Wenn namlich Ausd}[Z' pZ"',Y*], dann Ausd}[Z, ()ZY*] sowohl fiir
Z =Z'~pZ" als auch fir Z =Z' (poq)Z".
[1II] Wenn AusdiZ und Z nicht Aussagenvariable, so gibt es ein p, ¢, 0, Z', Z"
derart, daf
Z =7Z'~pZ" oder Z =Z'(poq)Z"’,
Ausd, Z'pZ" .
Wenn némlich dusdj [Z, Y**], so kommt () in Y** wegen [b] und [c] minde-
stens dreimal vor. Man darf demnach ansetzen: Y** = ()ZY*, Y* = 0xYQ...,
() nicht in Y. Zeichenreihen p, ¢, 0, Z’, Z'" mit den verlangten Eigenschaften
sind die Zeichenreihen p, ¢, 0, ¥*, Y", die man aus [d] fir Y;=2,¥Y;;=7
erhilt; man findet: ¥ = Z'pZ", Ausd} [Y, Y*].

Aber auch fiir k =1 treffen [I], [II], [III] zu, wie die schon bereitgestellten
Hilfssditze 1 bis 4 erkennen lassen: [I] ist [a]. [II] ergibt sich aus [«], [§], [] und
Hilfssatz 1. [III] resultiert aus 4,2 und 3. Die Aquivalenz unserer verschiedenen
Ausdrucksbestimmungen gewihrleistet der Satz:

Gelten [1] bis (II1] fiir k =i und fir k =4, so folgt:
Ausd;,Z genau dann, wenn Ausd;Z .
Den Beweis fithrt- man induktiv iiber die Linge von Z — gemif §5 (3.).

2. Das folgende nicht auf dem Trennzeichenverfahren beruhende
explizite elementare Kriterium fiir die Ausdruckseigenschaft im Aussagenkalkil
teilte mir K. SCHROTER mit.

Der Ubersichtlichkeit halber fiihren wir zwei Hilfsbegriffe ein.

X ist normal = X =(...), und ) gleich oft!) in X wie (.
X ist ausgeglichen = In X kommen A, V, -», «— zusammen?) gleich oft vor
wie ) und wie (.
Hilfssatz. X set normal, besitze aber keinen normalen echien Anfang. Dann kommt
in jedem michi-leeren echien Anfang X, von X das Atom ( héiufiger vor als ).

Beweis. Der Anfangsfall X, = ( ist klar. Wir schlieBen von X, auf X,a[a Atom], wobei wir
X,a als echten Anfang von X voraussetzen. Fiir g == ) kommt auch in X, ¢ das Zeichen ( haufiger
vor als }, fiir @ = ( sogar erst recht. Fiir a = ) gibe es, falls in X, das Atom ( genau einmal
héaufiger auftrite als ), gleich viele { wie ), und wegen X,a = (... ) wire X, a sogar normal —
im Widerspruch zur Voraussetzung. Fiir @ = ) diirfen wir also annehmen, da8 ( mindestens
zwei Male mehr in X, auftritt als ); dann befindet sich aber in X, @ mindestens ein ( mehr als )

1) Definition in § 5.

2) Das hgiBt: In [[X V//\] /NI, kommt A gleich oft vor wie ...
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Ausds Z = [A,] Z beginnt mit einer Aussagenvariablen oder mit ~ oder mit (.
[A,] Auf (, ~, o folgtl) in Z stets?) entweder eine Aussagenvariable
oder ~ oder (.
[A;] Auf ) und auf jede Aussagenvariable folgt in Z stets entweder
ein © oder ( oder gar nichts mehr.3)

[B] Z ist ausgeglichen.
[C] Jedes mit ( beginnende Endstiick von Z besitzt einen Anfang,
der sowohl der kiirzeste normale als auch ausgeglichen ist.

Die charakteristischen Bedingungen [1], [1I], [I11] gelten auch fiir & = 3. Als Beispiel
beweisen wir [1II], und zwar zunéchst:

Wenn AusdyZ, aber Z nicht Aussagenvariable, so existiert ein p, g, O derart, daf
~p oder (p© q) tn Z vorkommt.

Erster Fall. Ist ( nicht in Z, so wegen [B] auch weder ) noch A, V, —,«—. Also besteht Z
héchstens aus lauter ~ und Aussagenvariablen. Wegen [A,] ist Z 5= ?, besitzt also ein letztes
Atom, das jedoch wegen [A,] nicht ~ sein kann. Sei etwa Z =Z’p. Nach Voraussetzung ist
Z' % ?, und zwar endet Z” auf ~, weil es wegen [A;] nicht auf eine Aussagenvariable enden kann.
Somit ist Z =... ~p.

Zweiter Fall. In Z kommt ( vor. Wegen [C] gibt es einen Abschnitt Z,, der mit dem letzten (
beginnt, auf das erste rechts von diesem ( stehende ) endet und genau ein Zeichen O enthilt.
Sei Z, = (2} 02}'); in Z} und Z}' kommen (,), A, V, —>, «—> nicht vor. Wegen [A,] gilt: Z} & ©,
ZyF ...~ Z £, Zy & ... ~. Also enden Zj und Z}' auf Aussagenvariablen, etwa auf p
bzw. ¢; wir setzen Z, = (¥'p O ¥Y"’q). Wegen [A;] konnen Y’ und Y nicht auf eine Aussagen-
variable enden. Alsoist Y = ... ~ oder Y/ = ... ~ oder aber sowohl ¥"'= ? alsauch Y= ?
In Z kommt folglich ~p oder ~ ¢ oder (p © g) vor.

Weiter zeigt man: A
Wenn Ausdy Z' ~ pZ'’ oder Ausd, Z' (po Q)Z", so Ausds Z'pZ" .
" Etwas Mithe bereitet nur die Bestétigung von [C] fiir die zweite Hilfte dieser
Implikation. Wir setzen Z'(p0g)Z"” =W sowie Z'pZ'' =Z und nehmen an:

Ausd, W, Z =...Y, Y={(.... Zu finden ist eine ausgeglichene Zeichenreihe Y,
die kiirzester normaler Anfang von Y ist.

Fall 1: Y liegt noch ganz in Z''. Dann ist ¥ Endstiick auch von W, und das ver-
langte Y, existiert nach Voraussetzung.

Fall 2: Y= (...pZ", etwa Y=Y'pZ". Da Y'(p o ¢)Z" Endstiick von W ist,
gibt es eine Zeichenreihe ¥V, die kiirzester normaler Anfang von Y’ ist [*].

Unterfall a: V, liegt noch in Y’. Dann leistet V, als ¥, das Verlangte.

Unterfall b: V=Y (p0o¢)Y". Wir setzen Y'pY" =Y, und beweisen die ge-
forderten Eigenschaften von Y.

1} Unmittelbar, d. h. als néchstes Atom.

2) Das heiBit ,,an allen Stellen von Z*.

3) [A,] beispielsweise lautet ausfiihrlich:
Fiir jedes X und ¥: Wenn Z=... XY und X=poder X=),30 Y=Q oder ¥ =)...
oder es gibt ein O mit Y=0 ...
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. Die Atome ) und ( treten gleich haufig in ¥, auf, also offenbar in ¥, ebenfalls. ¥’ = (- .-
war Voraussetzung bei Fall 2. Dafiir, daB auch ¥’/ — .. .), ist wegen der Normalitit von
Vo hinreichend: ¥’ 5= Q. Wire ¥/ = P, so stiinden infolge der Normalitit von Y’ (pOq)
auch in ¥’ gleich viele ) und (. Das ist aber nach [*] und dem Hilfssatz unmoglich. ¥, ist
normal.

. Angenommen, ein echter Anfang ¥y, von Y, wire normal. Weil wegen [*] kein Anfang
von ¥’ normal ist, miifite etwa Y4, = ¥’p¥; und dabei ¥} echter Anfang von ¥’ sein.
Dann wire natiirlich auch Y’ (p © ¢) ¥}’ normal — ein Widerspruch zu [*].

v- Mit Y'(pO¢)Y” ist auch ¥Y’pY” ausgeglichen.

Zusammenfassend stellen wir fest:

Ausd;Z genau dann, wenn Ausd;Z [i,j=1,2,3].

Satz und Beweis gehoren zur elementaren Semiotik. — Uberdies gilt:
Nusd;Z genau dann, wenn Ausd;Z [t =1,2; j =1, 2, 3].
3. Nach dem bekannten von Lurasikwicz erfundenen Verfahren kann man
Aussagenkalkiile aus einem ,,Satz* Aussagenvariablen und einem ,,Satz Funk-
toren ohne Benutzung weiterer Grundzeichen — also ohne Klammern — aufbauen.
Gebréuchlich?) ist es dabei, unendlich viele Atome als ,,feste Zeichen* zugrunde-
zulegen, némlich etwa alle Zeichen p; und gewisse Zeichen F%, bei denen allen die
Indizes 4, §, k natiirliche Zahlen bezeichnen.
Wir iibernehmen in diesem Abschnitt die Beschrinkung auf abzihlbar viele
Variable und brauchen dann zum elementaren Aufbau nur die finf , festen Zeichen*
9, f, p, 0, 1; wir fordern, daB f, p, o, 1 verschiedene Atome sind, und zwar die
einzigen. Die (unteren) Unterscheidungsindizes und die (oberen) Stellenindizes
lassen wir durch o-Molekiile bzw. 1-Molekiile vertreten. Beispielsweise schreiben wir
111 foopoooco p poo statt F3p;pepy-2) (Die neue Zeichenreihe besteht aus 16 Atomen,
die alte aus 4). Z heile Aussagenvariable genau dann, wenn es ein o-Molekiil N mit
Z = pN gibt. Und Z nennen wir einen Funktor genau dann, wenn es ein o-Molekiil N
und ein 1-Molekiil £ mit Z = EfN gibt. Je nach dem zu konstruierenden Kalkiil
sind alsdann durch zusitzliche Bedingungen (iiber die E und N der letzten Defini-
tion) die ,,eingefiihrten Funktoren‘ als spezielle Funktoren zu definieren. Natirlich
kann man, wenn man will, alle Funktoren als eingefiihrte gelten lassen. SchlieBlich
soll Z genau dann ein einfocker Ausdruck heiBen, wenn es einen ecingefithrten
Funktor F und eine weder f noch 1 enthaltende, nicht mit o beginnende Zeichen-
reihe Z' mit Z = FZ' gibt, wobei p ebenso oft in Z' vorkommt wie in 1 in F.8)
ausdr, Z 5 Es gibt eine Folge {Z,}1<,<m, fiir die gilt:
Z, ist Aussagenvariable;
Z, =27,
bei jedem y mit 1 < p < m —1 gibt es Zeichenreihen Z', Z'/, eine
Aussagenvariable ¥ und einen einfachen Ausdruck H derart, daB
Z'o... L,=Z'VZ" wd Z, ., =Z HZ".

Y Siehe z. B. [19], S. 8/9.

%) Vgl. die Beispiele fiir Ausdriicke des Pradikatenkalkiils bei RosexsLoowm [16], S. 107,

ex. 1; schrieben wir jedoch in genauer Analogie zu dort finco statt F3, so wiirde die Definition
von ausdry unbrauchbar.

3) — wobei also Ff/? 0/10 = 7'P), 0/? ist.
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Es ist nicht schwer, diese Definition nach dem Verfahren des Hintereinander-
reihens (mit geeignetem Trennzeichen) in eine ihr &quivalente elementare Definition
umzuwandeln. '

Zu Anfang der dreiBiger Jahre gaben JAsgkowski!) und MENGER [9], unabhiingig
voneinander, eine elementare explizite Ausdrucksbestimmung fiir den C-N-Kalkiil
an, die Lurasiewicz fir den E-Kalkil [7] nur etwas zu modifizieren brauchte.
Dieses Kriterium wurde 1943 von SOHROTER?2) verallgemeinert und in der all-
gemeinen Form 1947 von GERNETH [5] noch einmal gefunden. Wir stimmen die
JAsKOWSKI-SCHROTERsche Ausdrucksbestimmung, die sich auf Atome F¥ und p;
bezieht, auf unseren oben begonnenen Aufbau ab. Ehe wir die Definition von
ausdr, endgiiltig formulieren, geben wir die finf zusammen fiir Ausdriicke Z
charakteristischen Eigenschaften in Stichworten an:

la) Einem nach links nicht weiter ausdehnbaren nicht-leeren o-Molekiil in Z
geht stets entweder f oder p voran.

1b) Auf ein nach rechts nicht weiter ausdehnbares nicht-leeres 1-Molekiil in Z
folgt stets f.

1¢) Ein weder nach links noch nach rechts weiter ausdehnbarer Funktor in Z
ist stets eingefithrter Funktor.

2) In jedem echten Anfang3) von Z:
Anzahl der f + Anzahl der p < Anzahl der 1.

3) In Z selbst:
Anzahl der f -4 Anzahl der p = 1 + Anzahl der 1.

ausdr, Z = (1) Fir jedes Z', 2", F

(@) Wenn Z =Z'o...,80 24 =...foder Z' =...p
oder Z' =...o.

(b) Wenn Z =...12",s0 Z" =f...oder Z"" =1....

(¢} Wenn Z = Z'FZ"' und F ist Funktor und Z' = .. .1

und Z'' == o..., so ist F eingefithrter Funktor.
(2) Fiir jeden echten Anfang X von Z:

xf), 7, °lo /o in Xf/? Plo %lo-*)
3) 211, 7, Yo to = +Z 1o P19 %o

Da in [5] und in dem Lehrbuch [16], S.154—156, der Aquivalenzbeweis aus-
gefiibrt vorliegt, diirfen wir uns, was unsere Variante hier betrifft, mit der bloflen
Aufzihlung der fiir ¢ = 1, 2 giiltigen je vier Hilfssiitze begniigen, aus denen sich
die Aquivalenz der beiden Definitionen ergibt:

1) Siehe [7], S. 149.

2) [19] S. 10.
3) [7] und [19] bhaben statt 2) e1ne entsprechende Forderung fiir die Endstucken von Z.

%) Offensichtlich gilt: X1/, 7/, /? /? =[[X /?] /?] 112/, usw.
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L. Wenn V Aussagenvariable, so ausdr;V.
II. Wenn ausdr,Z' VZ' und V Aussagenvariable und Z''=£o... und H ein-
facher Ausdruck, so ausdr,Z'HZ' .
IT1. Wenn ausdr,Z' HZ" und Z' <= .. .1 und H einfacher Ausdruck und V Aus-
sagenvariable, so ausdr,Z' VZ' .
IV. Wenn ausdr,Z und Z nicht Aussagenvariable, so gibt es Z', Z'', H derart,
daf} Z' %= .. .1 und H einfacher Ausdruck und Z = Z'HZ" .

Bei dem Aquivalenzbeweis versagt die Induktion iber die Liénge, denn eine Aus-
sagenvaiiable kann ja ldnger sein als ein einfacher Ausdruck; statt dessen benutzt
man Induktion iiber die Anzahl der Atome f, wie sie in § 5 (3.) beschrieben wurde.

4. Wir wenden uns wieder den Ausdrucksmittein zu, die wir in Abschnitt 1. und 2.
untersuchten. Uber die Definition der Ableitbarkeit aus einem Axiomensystem
geniige die Bemerkung, dafl man die endlich vielen Zwischenergebnisse des Ab-
leitens, die ja alle Ausdriicke sind und daher () nicht enthalten, mit dem Trenn-
zeichen () zu ciner leicht elementar beschreibbaren Zeichenreihe Z* aufreihen
kann.') Die X, fiir die () X () in Z*, aber () nicht in X, sind Axiome oder hingen
durch Schlufregeln mit , fritheren X zusammen. Zur Syntax des Aussagenkalkiils
gehort neben der Abtrennungs- die Einsetzungsregel, die in einer allgemeinen Form
davon spricht, daBl in einem Ausdruck H gleichzeitig fiir alle Aussagenvariablen .
Ausdriicke eingesetzt werden. Das ist simultane Substitution in einer Vielfachheit,
die von H abhingt. Man erinnert sich, daB in einem Ausdruck niemals zwei Aus-
sagenvariablen direkt nebencinander stehen (2., Definition von Awusd,, [A,]), und
wendet einen Kunstgriff an, durch den vermieden wird, daf im Laufe des Ein-
setzens in einem ,,schon fertigen Teilstiick® nochmals fiir eine Aussagenvariable
etwas anderes eingesetzt wird:

In H werden nach und nach alle Aussagenvariablen ,,verdoppelt*‘; in der so entstandenen
Zeichenreihe H’ wird eine ,,verdoppelte’ Aussagenvariable nach der andern jeweils an allen
Stellen durch ein und denselben Ausdruck ersetzt —- bis eine Zeichenreihe H’’ entstanden ist,
die keine Aussagenvariablen mehr doppelt enthilt. Mit dem Trennzeichen () kann man in
einem Z* die Schritte von H nach H’,,aufspeichern, in einem Z** den Ubergang von H’ zu H".
Fiir je zwei benachbarte ,,Qlieder Z’, Z'/ aus Z* beispielsweise legt man fest: Fs gibt ein p
derart, daB pp nicht in Z’ und Sub Z’p pp 2”.

5. In Pradikatenkalkiilen werden einerseits die iblichen Definitionen der
durch die Quantifikation bedingten Redewendungen — kommt gebunden bzw. frei
bzw. vollfrei vor, Wirkungsbereich, abgeschlossen etc. — und andererseits die auf
ihnen fuflenden Schlufregeln von vornherein elementar formuliert.?)

') In einem semantisch so einfachen Kalkiil wie z. B. einem endlichwertigen Aussagenkalkiil
kann man aunch die Allgemeingiiltigkeitsdefinition elementar fassen. Die Rolle der Wakr-
heitswerte iibernehmen etwa Zeichenreihen (A), (AA), (AAA), +.. Der Funktionsbegriff wird
umgangen, an Stelle der Belegungen der auftretenden Aussagenvariablen mit Wahrheitswerten
verwendet man simultane Substitutionen. Die schrittweise Berechnung des Wertes eines Aus-
drucks bei einer Belegung wird nachgebildet und in einer Zeichenreihe etwa mit dem Trenn-
zeichen () zusammengerafft. — s lohnt sich nicht, die ziemlich umstindliche elementare
Allgemeingiiltigkeitsdefinition auch nur fiir den klagsischen Aussagenkalkiil in extenso mitzu-
teilen.

2) Siehe z. B. [20], S. 63 bzw. 68.

14 Ztschr. f. math. Logik
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Eine Bemerkung zur Bildung der einfachsten, der prddikativen Ausdriicke:
RosenBLOOM mochte ,,avoid an alphabet of infinitely many signs*“!) und kommt
mit 8 fixierten Atomen aus?); so legt er sich auf je &, Pradikaten- und Individuen-
variablen (die nun keine Atome mehr sind) fest. Da aber ,,die Verwendung tber-
abzihlbar unendlich vieler Variablen gerade in Formalismen, die als Teilgebiete
der Logik interpretiert sind, von groBer Bedeutung ist*‘3), wollen wir die Machtigkeit
der Menge der Individuen- und Pradikatenvariablen wenigstens ganz offenhalten,
z. B. so:

An Atomen sollen diese:
A, a, 1, ~, A, v, >, —, ¥, 3, (,)
und mindestens ein weiteres vorhanden sein.
Z ist Index = Z ist Atom, aber gleich keinem jener zwolf.
Z ist Individuenvariable 5 Es gibt einen Index ¢ mit Z = a4.
Z ist Pridikatenvariable = Es gibt ein nicht-leeres 1-Molekiill £ und einen
Index ¢ mit Z = A E:.
Z ist pradikativer Ausdruck = Es gibt ein Z' und eine Pridikatenvariable P
derart, daB:
1. Fir jedes x: Wenn « Atom und z in Z', so # = @ oder z ist Index.
2.Z =a...
3. Fir jedes Z'" und i:

Wenn Z' = ... aZ", so gibt es einen Index j mit Z” = ...; wenn hin-
gegen Z' = ... 47" und ¢ Index, so ist Z”’ = a... oder 2" = 0.
4. Z = PZ'.

5. In P kommt 1 ebenso oft%) vor wie @ in Z'.

Entsprechend kann man klammerfreie Aussagenkalkile auch bei vollig frei-
bleibender Aussagenvariablen-Anzahl elementar konstituieren.

6. Die elementare explizite Definierbarkeit einer Eigenschaft § von Zeichenreihen Z etwa der
elementar formalisierten Praxoschen Arithmetik impliziert die semantische Definierbarkeit von E3)
in folgendem Sinne: :

Ist jeder Zeichenreihe Z umkehrbar eindeutig die (ihrer GGDEL-Zahl entsprechende) GODEL-
Ziffer zugeordnets), so gibt es eine Zeichenreihe H, die eindimensionaler arithmetischer Aus-
druck (etwa mit der vollfreien Variablen a) ist und fiir die bei jedem Z gilt:

9 genau dann, wenn, falls Z* GopEL-Ziffer von Z ist, H “/Z* wahr ist.

Will man (etwa in einer Zahlentheorie-Vorlesung) die Unvollstandigkeit des PraNoschen
Axiomensystems ad hoc beweisen, so kann man nach dem Muster unserer bisherigen Definitionen
ohne Miihe eine elementare explizite Term-, dann Ausdrucks-, schlieBlich Ableitbarkeits-
bestimmung angeben und aus ihr die weder beweishare noch widerlegbare GODELsche Aussage

bilden.
1) [16] S. 91.
%) — indem er z. B. a0, @00, a0000 statt a;, a,, a, schreibt (S. 92); vgl. oben Abschnitt 8.
3) [20] S. 42.
%) Definition in § 5.
®) Ziffern sind Zeichenreihen ON, in denen N ein ’-Molekiil ist.
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