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EINBETTUNG ELEMENTARER THEORIEN
IN ENDLICH AXTOMATISIERBARE!)

Von Kraus HARTIG in Berlin

Einleitung

KLEENE hat bewiesen?): Jede deduktiv abgeschlossene und rekursiv-aufzihlbare
Menge von Ausdriicken eines elementaren Kalkiils mit endlich vielen Konstanten
wird endlich axiomatisierbar, wenn man dessen Ausdrucksmittel durch Hinzunahme
geeigneter —— endlich vieler — Prédikatenkonstanten erweitert.

Wir werden von vornherein von einer elementaren formalisierten Theorie, d. h.
einem Kalkiil mit Interpretation, ausgehen, in dem eine Menge ax von allgemein-
giiltigen Ausdriicken ausgezeichnet ist; dieses ax ist ein Awxiomensystem (also all-
gemein-rekursiv) oder auch nur rekursiv-aufzihlbar. In einer erweiterten elemen-
taren Theorie werden wir ein endliches Axiomensystem konstruieren, aus dem man
von den Ausdriicken der engeren Theorie einerseits nur dort allgemeingiiltige (*),
andererseits mindestens ax ableiten kann. Hauptzweck der vorliegenden Arbeit
ist eine sorgfiltige Darstellung der beiden in ihr verwendeten ,, Arithmetisierungs-
verfahren. Um das fiir den Beweis Charakteristische anzudeuten, vergleichen wir
ihn in einigen Punkten mit dem KLEENEschen Gedankengang?).

(1) Aus dem gegebenen Modell von az bilden wir auf einfache Weise ein neues
in einem Bereich von Folgen (gewissen endlichen oder transfiniten Typs), deren
Glieder im wesentlichen Elemente des alten Individuenbereichs sind. Dieses Modell
wird zu einer Interpretation des erweiterten Kalkiils ergéinzt. Die Allgemein-
giiltigkeit von dessen Axiomen gewihrleistet die (semantische) Widerspruchs-
freiheit (*). KLEENE fiihrt erst ,nachtridglich, in §6, ein zahlentheoretisches
Modell fiir seinen erweiterten und damit auch den engeren Kalkiil ein.

(2) Wir kommen mit einer zusidtzlichen Pridikatenkonstanten — nimlich
einem Zeichen fir die (dreistellige) Folgenverkniipfungsrelation — aus, wihrend
bei KLEENE die Anzah] der hinzuzunehmenden Zeichen von dem jeweiligen Kalkiil
abhéangt.

1) Von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat der Humboldt-Universitit zu
Berlin als Habilitationsschrift angenommen. Uber den ersten Teil der Arbeit hat der Verfasser
in Dresden auf der Jahrestagung 1957 der Deutschen Mathematiker-Vereinigung berichtet.

2) 8. C. KLEENE, Finite axiomatizability of theories in the predicate calculus using additional
predicate symbols. Mem. Amer. Math. Soc. 10 (1952), 27—68.

3) Wir konnen uns auf die dortigen §§ 1—6 beschrinken und den finiten Widerspruchs-
freiheitsbeweis (§§ 7—11) hier auBer acht lassen.
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(3) Bei KLrENES Arithmetisierung (im iiblichen, eigentlichen Sinn des Wortes)
werden jedem Ausdruck!) im allgemeinen unendlich viele natiirliche Zahlen, die
sogenannten H-Zahlen, zugeordnet — dabei iibrigens einigen Grundzeichen je
eine natiirliche Zahl, anderen je zwei natiirliche Zahlen. Ich habe als Grundgedan-
ken die ,,Arithmetisierung” der Semantik der engeren Theorie im Rahmen
der erweiterten besonders hervorgehoben. Den Zeichen, Termen und Ausdriicken
werden auf sehr natiirliche Weise endliche Folgen zugeordnet, und Belegungen
sind Folgen vom Typ w;?) der Wert (eines Terms bei einer Belegung) und die Er-
fillung (eines Ausdrucks durch eine Belegung) werden im Bereich der Folgen
ausgedriickt. Unsere Axiome geben teils einige allgemeine Eigenschaften der Folgen-
verkniipfung, teils die grundlegenden semantischen Definitionen, teils einige ge-
laufige strukturelle Beziehungen und schlieBlich eine Beschreibung der Menge ax
wieder, die ableitbar werden soll.

Im Unterschied zu KLEENE brauchen wir im allgemeinen Fall die Individuen- und
Funktionenkonstanten des engeren Kalkiils nicht zu eliminieren: bei ihrem Vorhan.-
densein wird die Nachbildung der Semantik im Bereich der Folgen um so deutlicher.

(4¢) Die KLEENEsche Darstellung macht an mehreren Stellen Anleihen bei der
Theorie der rekursiven Funktionen und Gebrauch von der allgemeinen Ausschal-
tung der Individuen- und Funktionenkonstanten nach HILBERT-BERNAYS sowie
vom GoOpELschen Vollstindigkeitssatz. Die vorliegende Arbeit ist nahezu ohne
Vorkenninisse aus Gebieten der mathematischen Logik verstandlich. {"ber rekursive
Funktionen wird nur deren Definition herangezogen; nicht einmal der Satz, da3
rekursive Mengen rekursiv-aufzdhlbar sind, wird gebraucht. So erschien es an-
gemessen, die Darstellung ziemlich ausfithrlich zu halten. Auch die Ableitungen
in den beiden § 2 sind fast liickenlos wiedergegeben, wobei die Rolle jedes Axioms
deutlich hervortritt.

Meine Untersuchung wurde angeregt durch den Satz von RYLL-NARDZEWSKI3),
daB bei der elementaren PEANOschen Arithmetik (mit dem Schema der vollsténdigen
Induktion) kein endliches widerspruchsfreies Axiomensystem zur Ableitung aller
einzelnen Induktionsaxiome ausreicht. Dabei bezieht sich .. Ableitbarkeit — wie
bei uns — auf die iblichen SchluBregeln fiir Theorien, die im Pradikatenkalkiil
der ersten Stufe formalisiert sind. Das ist hervorzuheben, denn HErMES hat gezeigt?),
dall bei Zulassung beliebiger entscheidbarer SchluBrelationen schon eine einzige
gentigt, sogar jeden Ausdruck der zu axiomatisierenden Menge als einziges Axiom
verwendbar zu machen.

') Genau genommen: jedem Ausdruck und seinen freien Variablen — in bestimmter Reihen-
folge, mit einer ausgezeichneten (,,scanned variable*); a.a. O., S.32ff.

%) Prinzipiell kénnte man auch mit sogenannten beschrinkten Belegungen arbeiten, weil
ja das Erfiilltsein eines Ausdrucks nur von den Werten der endlich vielen in ihm frei vorkom.
menden Variablen abhéingt. ErfahrungsgemédB lassen sich jedoch die ,,unbeschriankten* Bele-
gungen, also die Bewertungen stets aller Variabler, bequemer handhaben.

3) C. RYLL-NaARDZEWSKY, The role of the axiom of induection in elementary arithmetic.
Fund. Math. 89 (1952), 239—2683. Siehe auch: A. MosTowsk1, On models of axiomatic systems.

Fund. Math. 89 (1952), 133—158, insbes. Abschnitt 7.
‘) H. HerMEs, Zum Begriff der Axiomatisierbarkeit. Math. Nachr. 4 (1950/51), 343—347.
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Die TeileI und II sind so abgefaBt, daB jeder fiir sich lesbar ist. Teil I (der
iibrigens fertiggestellt war, als mir die Kremnusche Abhandlung zur Kenntnis
kam) behandelt den Spezialfall der PEaNOschen Arithmetik, Teil IT den allgemeinen
Fall. Das Verfahren in Teil I weicht in technischen Rinzelheiten von der allgemeinen
Methode ab; wir nutzen ndmlich aus, daB der Individuenbereich der Zahlentheorie
durch Terme (ndmlich die Zeichenreihen 0, 0/, 0", . . .) ausschopfbar ist, d. h. daB
zu jedem Individuum ein Term existiert, der bei jeder Belegung dieses Individuum
als Wert erhilt — was im allgemeinen Fall nicht zuzutreffen brauchs. Rekursive
Funktionen kommen in Teil I iiberhaupt nicht vor.

Ich vermute, daB sich das Verfahren auch bei Behandlung anderer Fragen,
vor allem bei der Untersuchung der zweifellos sehr wichtigen Kalkiile mit diber-
abzihlbar vielen Variablen oder Konstanten, als fruchtbar erweist. Gerade unsere
Konstruktion — der Kalkiil fir die Folgenverkniipfung — 148t solche Verall-
gemeinerungen mit Leichtigkeit zu.

Teil I: Die Pranosche Arithmetik

§ 1. Die engere und die erweiterte Theoric. Semantische Uberlegungen

1. Zeichenreihen Z der engeren Theorie, nimlich der formalisierten elemen-
taren PEaNoschen Arithmetik, erhdlt man durch Verkettung je endlich vieler
von den Grundzeichen

4
09 ,+a"(’): =, N,/\,V,—?,‘—’,V, aia‘ﬂralyaz’-*-

(in bestimmter Reihenfolge, mit oder ohne Wiederholungen); auch die ,leere
Zeichenreihe* Q@ lassen wir zu. Arithmetische Terme heilen dieElemente der klein-
sten Menge von Zeichenreihen, die

O und die Variablena; (i =0,1,2, .. 9,

mit einer Zeichenreihe 7' auch die Zeichenreihe 7" und

mit T, und T, auch die Zeichenreihen (7, + T,) und (T,-T,)

enthilt. Aus Termgleichungen, also Zeichenreihen T,=T,, worin T, und T,
Terme sind, werden in bekannter Weise die arithmetischen Awusdriicke ,,pridikaten-
logisch zusammengesetzt' ; dabei ist zu beachten, daB, falls H arithmetischer
Ausdruck ist, Va;H bzw. Ja; H genau dann ebenfalls arithmetischer Ausdruck
wird, wenn a; in H vollfrei vorkommt 1). Um hervorzuheben, daB eine bestimmte
Variable @; vollfrei in dem Ausdruck H vorkommt, schreiben wir gelegentlich
oH (a;) statt ,,H*. ITm Zusammenhang mit ,,H (#;) verwenden wir auch die Be-
zeichnung ,,H(T)* fiir diejenige Zeichenreihe, die aus H (a;) durch Einsetzung
von T fiir ¢; (an allen Stellen) entsteht. — Arithmetische Ausdriicke ohne freio
Variablen heiBen arithmetische Aussagen.

1) Das heiBt: wenn es Zeichenreihen Z,,Z, zwar mit H = %, a,Z,, nicht aber mit H =Z\Va,Z,
oder H =Z, e, Z, gibt. — Erlduterung verwandter struktureller Redeweisen (;,kommt frei
vor®, ,,kommt gebunden vor*, » Wirkungsbereich®* usw.) z. B. bei K. ScHROTER, Theorie des
logischen SchlieBens I, diese Zeitschr. 1 (1955), S.63.

17+
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Bei der wohlbekannten (Standard-)Interpretation der arithmetischen Aus.
driicke geht man aus von arithmetischen, Belegungen B — das sind eindeutige Funk-
tionen, die jedem der Zeichen @; eine natiirliche Zahl zuordnen. Fiir jeden arithme-
tischen Term 7' und jedes B wird die natiirliche Zahl Wert (T, %B), das ist der
Wert von T bei der Belequng B, definiert. SchlieBlich erklirt man fiir jeden arithme.-
tischen Ausdruck H und jede arithmetische Belegung B die Redeweise B erfills
(arithmetisch) H*, abgekiirzt: , % ErfH; dabei wird = »»als Zeichen fiir Identitit
interpretiert:

B Erf T, = T, genau dann, wenn Wert(T,, ®) = Wert(T,, ®B).
Falls B Erf H bei jeder arithmetischen Belegung 8, ist H arithmetisch-allgemein.-
giiltig (ag H). Arithmetisch-allgemeingﬁltige Aussagen heiBen (arithmetisch-)wahs.
Offensichtlich ist eine Aussage schon dann wahr, wenn es eine erfiillende Belegung
gibt.

2. Dieerweiterte Theorie soll zusétzlich die Grundzeichen = »C, A, P besitzen,
Die Termdefinition wird erginzt durch die Forderung, da8 mit T, und T, auch
T, T, ein Term sein soll. Als einfachste (. pradikative) dusdriicke haben wir hier
die Zeichenreihen

=1, T,=rm,, T, Ar, T,PT,
(in denen 7', und T, Terme sind). Die Zusammensetzung beliebiger Ausdriicke aus
pridikativen ist wieder die in elementaren Theorien iibliche. Aussagen sind Aus.
driicke ohne freie Variablen.

Wir verabreden einige Abkiirzungen bei der Bezeichnung von Zeichenreihen.
n

Die Zeichenreihen O™ und z» (n=0) sowie II Z (n>m _ 1) definieren wir
induktiv: rem

m-1
00 :Df09 VAL :Df?y HZ' :Df:e
rF=m
) n—1 [ A
On+1) :Dfom)/, Zn+1 :mZ”Z, I1 Z, :Df( 11 Z,)Zn-l.
r=m r=m

Diese multiplikative Schreibweise wird dadurch nahegelegt, daB die Menge der
Zeichenreihen (mit Verkettung als Verkniipfungsrelation bz -operation) eine
freie Halbgruppe mit dem Einheitselement ¢ und unsern Grundzeichen als Er-
zeugenden bildet. — Bei Termen und Ausdriicken lassen wir, wenn MiBverstind.
nisse ausgeschlossen sind, AuBenklammern weg, und ,,H, " H, " H, - H, v H-“

beispielsweise steht fiir »(((Hy A Hy) A Hy) > (H, v H)) — wie gebriuchlich.

na
Auch,, A ““(ny = n, — 1) wird wie iiblich verwendet: Genau genommen, wird z. B.
v="n; n

fiir n = 1 durch ,, A H,“ die Zeichenreihe - 'H 1 (~ H,)) bezeichnet ; fiir 5 — ¢
n v=1 r=2
ist H A A H, natiirlich mit H identisch. Statt »»~ T = T,* schreiben wir gelegent.-

y=1
lich ,,7, = T, ‘
Die Elemente des Individuenbereichs J*, den wir der Interpretation des er-
weiterten Kalkiils zugrunde legen, werden (endliche oder transfinite, jedenfalls
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wohlgeordnete) Folgen X von natiirlichen Zahlen sein, und zwar Folgen {2} o< a
mit 1< 23 < 13; den Bereich der dabei zu verwendenden Ordnungszahlen «
lassen wir zunichst offen. Vom Typus a = 0 ist die ,,leere Folge* ©; vom Typus
(oder der ,,Linge”) a =1 sind die 13, Atome* a,,...,0a,;5, nimlich die ein-
gliedrigen Folgen a, = [+] (1 < » < 13). Als a’, bezeichnen wir die Folge {#}q< ;.-
Durch Verkniipfung der Folgen X, und X, (in dieser Reihenfolge!) entsteht die
eindeutig bestimmte Folge X;X,, das ist, falls etwa X, = {as}o<p. . und
X, ={yslo<pca, die Folge {wslocpou . mit wy = x5 fir 0= pf<<q, und
Wy, 4+ p =Yz ftir 0 < << &,. Ohne Miihe bestétigt man die Assoziativitét der Folgen-
verkniipfung. Auch die Verkniipfung abzihlbar unendlich vieler endlicher Folgen
(in gegebener Abzihlung vom Typ w) zu einer neuen ist anschaulich klar und leicht
explizit definierbar. Ferner setzen wir fest:

X, ist ein Endstiick von X, =p; Es gibt eine Folge X, mit ¥, %, = X,.
X, in X, =pr BEs gibt Folgen ¥X,, X, mit X, X, X, = X,-
X, ist Potenz von X, =p¢ X, ist ein Atom, und es gibt eine natiirliche
Zahl i mit X, = X}.
(Beispiel: © ist Potenz von a,.)
Wir definieren eine Funktion ¥, die jeder Zeichenreihe des engeren Kalkiils,

die A, v, <> und 3 nicht enthélt, eindeutig eine endliche Folge (von natiirlichen
Zahlen zwischen 2 und 13) zuordnet: Es soll sein

F(P) =9

Fla;) = agaie, (Beispiel: F(as) = [2, 3, 3, 3, 3, 3, 2])
T(0) =q,

() =q; F(=) =g

T(+) = ag F(~) =y

F() =a, F(=) =y

T(() = 0g J(V) = Qy3

FO) =0 §(Z12Z,) = F(Zy) T (Zy).

Fir alle wahren arithmetischen Aussagen H, die A, v, <> und 3 nicht enthalten,
bilden wir a; §(H). Diese ¥, endlichen Folgen verkniipfen wir — in irgendeiner
Abzihlung vom Typ w, mit oder ohne Wiederholungen — zur Folge X% (die die
Lénge o hat). Als J* wihlen wir die kleinste Menge, die die 13 Atome und alle
Endstiicke von X* (also z. B. auch ©) enthélt und bzgl. Verkniipfung (je zweier
Folgen) abgeschlossen ist.

J* ist abzdhlbar und enthilt nur Elemente {#3}o<s., mit a << w?. Fir
X = {%lo<pcwnr+m — jedes X € J* 1Bt sich in dieser Form darstellen, wobei die
natiirlichen Zahlen m und n eindeutig bestimmt sind — setzen wir a2 = |X|;
so wird etwa [D| =9, [¥*%| =9, |[7,11,11]| =[5, 5, 5], |a}| = a}. Demnach
bedeutet ,,|X,| = |%,|, daB X, und X, ,,modulo w gleich lang* sind.
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Eine Belegung B* ist eine eindeutige Funktion, die jedem der Zeichen a; ein
Element von J* zuordnet. Es soll gelten :

Wert*(0, B8*) = 0.

Wert* (a;, B*) = B*(q;).

Wenn | Were* (T, B¥)| = a', so Wert*(T", B*) = ar+1,

Wenn | Wert* (T, B*) | = oz und | Wert* (Ty, B*)| = a™, s0

Wert* (T, + T,), B*) = 05" "™ und Wert* (1T, - T,), B*) = ap-m,

Wert* (T, T,, B*) = Wert* (T, B*) Wert*(T,, B*).

B* Erf* T, = T, genau dann, wenn Wert* (T, B*) = Wert*(T,, B*).,

B* Erf* Ty = T, genau dann, wenn | Were* (T, , B¥) | = | Werex(T,, B*)|

(— anders als im engeren Kalkiil).

B* Erf* T, C T, genau dann, wenn Wert*(T,, B*) in Wert* (T, B*),

B* Brf* AT genau dann, wenn Wert*(T, B*) eines der 13 Atome ist.

B* Brf* T\ PT, genau dann, wenn Wert* (T, , B*) eine Potenz von

Wert*(T,, B*) ist.

B* Brf* ~ H genau dann, wenn nicht zutrifft: B* Erf*H.

B* Brf*(H, A H,) genau dann, wenn B* Erf* H, und B* Erf* H,.

Das Analoge fiir v, —, «.

B* Brf* Vo, H(a;) genau dann, wenn fiir jede Belegung B gilt:

Falls fir j 4= ¢ stets Bf (¢;) = B*(a;), dann B Erf* H(a,).
B* Erf* 3a; H(a;) genau dann, wenn es eine Belegung Bf gibt, fiir die gilt:
Fiir j & 4 ist stets B (9)) = B*(e;), und B Erf* H(a,).

Durch diese Forderungen — das klassische, Tarsk1sche Interpretationsverfahren —
ist fiir jede Belegung 8*, jeden Term 7' und jeden Ausdruck H sowohl der Wert
von T' bei der Belegung B* (Wert* (T, B*), ein Element von J*) als auch das
Erfilltsein von H durch diese Belegung (B* Erf* H) definiert. »ag*H (,,H ist
allgemeingiiltig*) bedeutet, dal B* Erf*H bei jeder Belegung B+ Allgemeingiiltige
Aussagen heiBen wahr.

3. Lemma 1. Fiir arithmetische Awusdriicke H gilt:
ag*H genau dann, wenn ag H.

Beweis. B* sei eine Belegung, B eine arithmetische Belegung, und es sei
[B*(a5)| = 0> fiir jedes . (1)
Fiir arithmetische Terme T zeigt man, induktiv iiber die »otufe’ des Terms:
| Wert* (T, %)| = alfert(T.%) (2)

Fir T =0 zunichst hat man [Wert*(0, B%) | = | 0| = £ = af = afFert0,®)
und fir 7' = @; deckt sich (2) mit (1). Auf die Wiedergabe der sehr einfachen In.
duktionsschritte verzichten wir. — Induktiv iiber die Ausdrucksstufe zeigt man
ir arithmetische Ausdriicke H:

B* Erf* H genau dann, wenn B ErfH. (3)




EINBETTUNG ELEMENTARER THEORIEN IN ENDLICH AXIOMATISIERBARE 255

Fiir die pridikativen Ausdriicke ist das klar, denn gleichwertig sind folgende Fest-
stellungen :
B*Erf*T,=T,,

| Wert* (T, B*) | = | Wert* (T, T*){,
Wert(T,, B) = Wert(T,,B), wegen (2),
B Erf Ty = T,.

Die Induktionsschritte fiir die aussagenlogischen Zusammensetzungen sind trivial.
Wir wenden uns der Partikularisierung zu. (a) Wenn

B* Erf*da;H(a;), (4)
so gibt es ein Bf derart, daB
By Brf*H(a;) und Bi(a;) = B*(a;) fir jedes j == 1. (5)
Fir die durch die Forderung
197 (a,)| = a2* ™ fiir jedes j (6)
eindeutig bestimmte arithmetische Belegung B, gilt:
B, ErfH(a;) und %,(a;) = B(a;) mindestens fir j + ¢, (M)

das erstere nach Induktionsvoraussetzung. Damit ist bewiesen:
B Erfia; H (a;). (8)
(b) Setzt man (8) voraus, so gibt es ein B, auf das (7) zutrifft. Wahlt man
Bf (a;) = B*(@;) fir j4=i und B (@) =Y
so gilt (6) fiir dieses BY, aiso, in Anbetracht der Induktionsvoraussetzung, auch (5)

und damit (4). — Der Induktionsschritt fiir die Generalisierung ergibt sich aus der
Aquivalenz der folgenden Feststellungen:

ag*Va; H, ag*~3a;~H, ag~3a;~H, agV¥VaoH.

Damit ist (3) bestéitigt. Bisher waren %% und B festgehalten.
Wir beweisen das Lemma zunichst fiir arithmetische Aussagen H. Fiir sie gilt:

ag* H genau dann, wenn es ein B* gibt, so dall B* Erf*H. 9)

ag H genau dann, wenn es ein 8 gibt, so da8 B Erf H.
Offensichtlich existiert zu jedem B* ein B gemaB (1). Und auch zu jedem B gibt
es ein B* gemiB (1) — am einfachsten wihlt man B*(a;) = a2 (). Da (1) aber (3)
impliziert, folgt aus (9) die Behauptung des Lemmas.

Einen beliebigen arithmetischen Ausdruck H schlieBt man durch Generalisie-

rung der noch freien Variablen ab zu einer Aussage H; und erhélt als dquivalent:
ag*H, ag*H,, ag H,, ag H.

4. Wir wenden uns der Aufstellung des Axiomensystems az* zu. Arithmetisch-
allgemeingiiltig und daher nach Lemma 1 allgemeingiiltig sind die ,,identitéts-
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theoretischen Axiome*

Gy = Gy (I1)

Ay == Ay N Gy = Gy —> () = @ (I2)

= a;—ap = a, (I3)

Qo = @1 A Uy = A3 —> g+ Gy = a; + ay (14)

Gy =0y N Qg = Gy —> By Gy = Gy - Gy (I5)

des engeren Kalkiils. Auch die Allgemeingiiltigkeit der folgenden zehn Ausdriicke

ist evident: g = @, (A1)

a1 0ay Cag « aya, Cay (A2)

Aag — ~a, CO (A3)

~ly C > ~a3ag Cay A ~aya, Cay (Ad)

dag A ~aoCayn ~ayCay — ~ay Caya, (A5)

Aag n ~ayCay A ay Pay — ~ay Ca, (A6)

Aay N ~azCay A ~agCay A g Pag A gy Pag A ~ag, CO N ~ayg,CO ; (A7)

N~ Oylp Gy C Oy ay —> ~ Ayl Uy C Byys sy a,

Aay N ~ay Cag A ~ag Cay A ag Pag A agy Pag A ~Qy5 CO } (A8)
N~ Bylig; Ugay C gty > ~ Gyllg Ugy @y C Qyay 84,0,

Aay —» OPay A a, Pa, (A9)

ayPa; —> aya, Pa,. (A10)

Zu jedem J*-Element X, = {x; Jo<p<w.nim gibt es eine modulo gleich lange
Folge X,, die eine Potenz des vorgegebenen Atoms £q(= a;) ist: ndmlich ¥, = of".

Daher ist Aay— Aa,(a, Pay A a; = a,) (ALl

allgemeingiiltig. Tst B* (a,) ein Atom und hat 8 *(a,) etwa die Lingea = w-n -+ m,
so erhilt Wert* (a), B*) — das ist aft1 — die Linge m -~ 1 und Wert* (ayaq, B*)
die Ldnge w-n 4 m + 1; man sicht: B* Erfra) = a,a,. Somit ist auch

‘ Aay —> af = a,a, (A12)
allgemeingiiltig. — Wihrend alle diese Axiome Beziehungen zwischen irgend-

welchen J*-Elementen ausdriickten, gibt das jetzt aufzustellende Haupt-Axiom A13
charakteristische Eigenschaften speziell von %* wieder.

Eine Belegung By nennen wir eine aqusgezeichnete Belegung, wenn
LB (@o) = X* und V¥ (a;) = q; fiir 1 < i< 13.
Jede ausgezeichnete Belegung erfiillt den Ausdruck

13 13
Ada, n N ~a,Ca,. (HF)
p=:1 1,v=1

uEv

Aus der Definition von X* geht hervor, daB fiir jede natiirliche Zahl i die Folge
a; F(O® = 0W)a, in £* enthalten ist. Sind nun £, und %, modulo o gleich lange

Potenzen
Jedes B

Fir ¢
in X* va
a0y, 0, %,

von jede
as, Pag " e
asy Pag
as, Pag '
as,Pag -
Wenn g,
metische

a; Oy Iy

wird als

~a

und

[Zu Hj
wahr, s
~(H,—

Es sei
Es moge
in X* v

gibt, des
arithme
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Potenzen von a5, so sind sie identisch, und dann liegt a,a,%,,a,,0,%,,a, in X*.
Jedes B erfitllt demnach den Ausdruck
@51 Pag A agy Pag A a5y = a5y — 010,405 0,00,05,0, C ag,. (H3)
Fir ¢ & jist die Aussage 0¥ 3= O wahr; folglich kommt dann a; § (~0® = 0D)a,
in £* vor. Das heiBt: Sind X;; und X;, verschiedene Potenzen von a5, so liegt
a0y, 0, %5 0,00, %5,0; in £*. Demnach wird
5y Pag n agy Pag A agy o a5y —> 4301104051 0100,4055 0, C ag (H3)
von jedem By erfilllt — und, mit analoger Begriindung, auch
51 Pus sy Pag 1 055 Pag h gy + gy = 55— 000,05, 040,05, 40100, 05,0, Cay, (HY)
51 Pas n a5y Pag 1 s Paug N 6+ gy o sy —> 0y 0y G g g Gy Gy gl @y By @3 Ctg, (HF)
51 Pag A agy Pag 1 agy Pag n ag, - a5y = agy— Oy (g Gy Gy Oy Oy Gy Chg Oy o Qg Uy Oy C g, (HG
51 P A gy Pag 1\ a5y Pag A g, sy = Ggg—> 0 0y G0y 05 070, 8, Oy Oy U530y Clg - (HF)
Wenn a,%,,a, in £* vorkommt, nicht aber a, in %,,, so gibt es eine wahre arith-
metische Aussage H mit § (H) = X,y. Dann kommt auch a, F(~ ~H)a,, das ist
ay a3y a5 Xy 0;, in X* vor. Der Ausdruck
~ay Clpg N BlagQy C Bg —> Q1011011 T908y C Ay (HF)
wird also von jedem g erfiillt — und, mit analoger Begriindung, auch
~0y C gy N ~8y Clgg A (( @110y Cg A 818550y C )
V(@ 811091 01 Cag N 1090, Cag)
V(@1 81109105 C g A 0011 0p9@ C )

®
3 Oy g (g Byp Uy (g Oy C Oy (H)
und

~y CQyy AN~y Clgy N GyOg10; Clig A Gy O3 Gop &y C By
¥
> Oy 0y g gy Uyy Ay (g Oy C . (Hp)
[Zu H3: Sind die Aussagen H, und H, oder ~ H, und H, oder ~ H, und ~ H,

wahr, so ist (H; — H,) ebenfalls wahr. Zu Hf): Sind H, und ~ H, wahr, so ist
~{H,— H,) wahr. Man beachtet, daB B¢ (a;5) = a,, = F(—) ist.]

Essei %;;, = af und weder a, noch a, ¥;, a0, —das ist ¥ (a;) —in Xy, Xay, Xag, Xas-
Es méoge ferner fiir jede natiirliche Zahl j die Folge a;%,,0,0} Xy, 6,0 Xy50,05 X550,
in ¥* vorkommen. Dann wissen wir, daB es bei jedem j eine wahre Aussage H; mit

X20 T(OD) Xy F(OD) Xyy F(OD) Eyy = F(H))
gibt, denn das trennende Atom a; tritt ja in dieser Folge nicht auf. Also existieren
arithmetische Zeichenreihen Z,, Z,, Z,, Z,, fir die gilt:
Xy = T(Zy), oy =F(Zy), Xy =F(Z), Xos
H; = 2,007,010 Z,00 Z, a; nicht in Z,, Z,,

I

T(Zs);
Z27 3
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Weil alle H; wahr sind, ist auch die Aussage Va,Zya, Zy 0, Zya, 2y (= H) wahr,

folglich a, ¥ (H)a, in X*. Damit ist gezeigt, daB jede ausgezeichnete Belegung BF
den Ausdruck

23

g1 Pag 1 A (~a; Ca, n ~ayaya, C a,)
r=20

A Vg {asy Pag — U103y Do llyy Ay A5y oy g thyg Gogy C )
. %
T Oy Oy (g gy Gy By Uy gy By Oy Wo g1y lap Ay Ugy Uy Byaty C @y (HE)
erfiillt — und ebenfalls den Ausdruck

23
ag Pag n A (~a, Ca, N ~azaga, Ca)

y=20
A Aagg(aso Pag A ayay; aggay @50 a1 Xy Upp Uy Oy Qg Ay A4 C 1)
*
> U1 1) Qy3 0 Ugy Oy Qoo Uy gy Uy gy Oy tlyy Ly Qoo g Qg1 By Gozty C 0y, (HF)

wie man ganz entsprechend bestitigt. SchlieBlich iiberzeugen wir uns, daB jedes B
auch

as; Pag A ayy Pag - ags Pag A ay = Byl Uy N Qgp = Gyly Gy N gy = @yagea,
N~y Cyy A~y Clgy N ~ag Cllyy A ~ay, C 29
> 010100y Og Gy 50y “13“43“3“13“41“3“42 @10 Chgn Byp Bg Ogp Oy Ogy Gy g By B3 g (11043050,
g3 Qg Qyp Rz Uy o Uy Qg Oy thygQyy A2 0y, Qg1 0y Bz Bgg U39 Qygy By Oyy Uy B3 01y U130y Og Ggy Ay
U1 0150 G50 C a1 (Hi)
erfillt. Moge B die Pramissen dieses Ausdrucks erfilllen; fir B (a,) = ¥, ergibt
sich dann:

Xy = af, Xgp = a%, Xyy = a‘lsc’ Xy = F(a), Xgp = %(“7‘), Xy = & (ag);

@; kommt weder in ¥,, noch in Xy vor, ag und a,; nicht in o .

Sei T der Wert des langen Terms und etwa T — 0,05, T,0,. Es steht fest, daB a,
nicht in T, auftritt. Zu zeigen haben wir: T kommt nicht in X* vor. Das ist klar,
falls es keine arithmetische Aussage H mit F(H) = I, gibt. Wenn es jedoch eine
gibt, geniigt es, sie als wahr zu erweisen. Fiir Xy =F(2y), Xpo = & (Z,) erhélt man

H = Z,(Vo;Va, (((Va; (0 = a; — (a; = a; —> Zy)) - ~a; =ay) — az = 0)

~> YV ((~a; =0 - a;, = a;) — Zy)) — Va;(a; = a; ~Z,))

mit dem Zusatz:
(und ~ nicht in Z,,

dem man sofort entnimmt, daB auch ) in Z; fehlt. In H miissen, wie in jedem
Ausdruck, die Grundzeichen ( und ) gleich oft vorkommen, und fiir Z, gilt daher
(offensichtlich!) dasselbe. Aus der Struktur des Endes der Zeichenreihe H geht
hervor, daB Z, Ausdruck ist. Wir setzen Zy = Hyund H = Z,H,; wie man an der
Verteilung der Klammern sieht, ist dieses H, ein Ausdruck. Deshalb kann Z,

nur as
fikatie
eine G
also

Va_,' Ve

aritha

vorkos
Zur

Die 4

t8t wa
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3.\
eigens
Menge
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Theor

A
A
{
|
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nur aus vorgesetzten Negationen — diese waren aber ausgeschlossen — und Quanti-
fikationen bestehen; weil jedoch §(Z) fiir Z = 3 nicht definiert war, ist Z,H,

eine Generalisierte (,,closure*) von H,, folglich nur noch zu zeigen, daB H,, daB
also

Va; Va; (((Va; (aj=a; — Hy) a) = ay) v ap = 0)
— Va; (9 =0 v ap = a;) — Hy)) — Vo, (a; = a; — H,y)
arithmetisch-allgemeingiiltig ist. Und das ist der Fall, ob nun a; in H, vollfrei

vorkommt oder gar nicht. (Siehe auch §2, Abschnitt 3.)
Zur Abkiirzung setzen wir noch

13
Vayo Vg, Vg3 V3 Vt3; V3o V33V, Vs, VO, Vg Vag, Vas, A Hf = H*,
=1
Die Aussage
dapda, ... Ja,3a H* (A13)

ist wahr. Das Axiomensystem az* soll aus den Ausdriicken I1 bis I5 und Al
bis A13 bestehen.

5. Wir vervollstindigen die Aufstellung der beiden Theorien: Die Ableitbarkeits-
eigenschaft soll die in elementaren Theorien iibliche sein. Die Menge der aus einer
Menge M von Ausdriicken ableitbaren Ausdriicke ist die kleinste der Mengen NV,
die M umfassen, alle aussagenlogisch allgemeingiiltigen Ausdriicke (der betr.
Theorie) enthalten und in bezug auf

Abtrennung,

Anwendung der vier Quantifizierungsregeln?),
Umbenennung gebundener Variabler und
Einsetzung von Termen in freie Variable2)

abgeschlossen sind. Auf eine Prizisierung dieser wohlbekannten SchluBregeln
diirfen wir hier verzichten, zumal bei den Ableitungen in §2 deutlich zu sehen
sein wird, unter welchen Bedingungen wir die Regeln anwenden.
Uhberlicherweise nimmt man (unendlich viele) ,,logische’ Axiome zu den ,,eigentlichen*

hinzu, nidmlich etwa die 15 Schemata

Hy — (H, - Hy),

(Hy — (H, — Hy)) — (H, ~ H)),

(Hy — Hy) — (Hy — H;) — (H, —~ Hy)),

die den HILBERT-BERNAYSschen Axiomen fiir den Aussagenkalkiil3) entsprechen. Wir kénnen
selbstverstandlich diese Axiomenschemata auch den Schlufiregeln zurechnen und haben

Y Wenn Hy(a)) >~ Hy, €N, so Va, H,(a) -~ H, € N (vordere Generalisierung) und, falls a;
nicht jret in Hy vorkommt, auch a, H, (@) - H,E€ N (vordere Partikularisierung). Ent-
sprechend die hintere Partikularisierung und Generalisierung.

%) Speziell: Umbenennung freier Variabler.

%) D. HiLBERT und P. BERNAYS, Grundlagen der Mathematik I, Berlin 1934, S. 66.
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dann im erweiterten Kalkiil 18 Axiome, 1 Schlufiregel mit zwei Pramissen, 6 Schlufiregeln
mit einer Prémisse und 15 SchluBregeln mit null Pramissen.

Um kurz auszudriicken, daB3 der Ausdruck H aus ax* ableitbar ist, schreiben wir
,,FH. Ausdriicke H, und H, heiBen syntaktisch dquivalent, falls FH,— H,.
Sie heien ableitharkeitsgleich, falls I-H, genau dann, wenn -H,. Ableltbarkelts-
gleichheit folgt aus syntaktischer Aquivalenz.

Satz 1. Fiir arithmetische Ausdriicke H gilt: Wenn FH, so agH.

Beweis. Wenn -H, so ag* H. Fiir H € az* haben wir das nachgepriift, und bei
Anwendung der SchluBregeln vererbt sich Allgemeingiiltigkeit. Wenn ag*H, so
agH — nach Lemma 1.

Damit beschlieBen wir vorliufig die semantischen Uberlegungen; der nichste
Paragraph enthélt fast ausschlieBlich syntaktische.

§ 2. Ableitung der Induktionsaxiome aus ax*

1. Wir wenden uns zunéchst dem engeren Formalismus zu und beginnen mit
einigen einfachen Ableitungen aus I1 bis I5.

Unter der Voraussetzung, daB in den arithmetischen Termen 7,, T,, T, die
Variablen a; und a; nicht vorkommen, erhilt man miihelos:

{—T; =T,—Va;(a; =T — a;: T,),

FTI + T2 = T3 P VaiVa,]-(ai = Tl A= T2 — Oy -l" a; = Ts).
Zu jedem arithmetischen Ausdruck gibt es demzufolge einen syntaktisch dqui-
valenten, der nur aus Ausdriicken a;, = 0, a, = a;, a = a;, a; + a; = q
unda; « @; = a3 — falls erforderlich : unter AusschluB der Ausdriicke a; + a; = a;
und a;* a; = a; — priadikatenlogisch aufgebaut ist.

T%/|a; sei eine der Zeichenreihen, die aus 7' dadurch hervorgehen, daf a; (an
allen oder einigen Stellen oder auch iberhaupt nicht) durch a; ersetzt wird; ent-
sprechend : H%([a;. (Kommt a; nicht in 7' vor, so ist natiirlich 7%|s; — 7T'.) Induktiv
tiber die Term- bzw. Ausdrucksstufe beweist man das LereNizsche Ersetzbarkeits-
theorem fiir arithmetische Terme:

}—ai = a,j —> T = Tai//”,
und fiir arithmetische Ausdriicke:
Fa; = a; — (H < H%/la); (2)
dabei soll in H die Variable a; vollfrei, a; dagegen gar nicht vorkommen. Unter
ebendiesen Voraussetzungen ergibt sich aus (2):

(1)

FH > VYa,;(a; = a; > H%/[a)), (3a)
. FH — 3a;(a; = a; A Hl ). (3b)
Die Indizes 4,, . . ., 4, seien alle verschieden, und jede der Variablen Wi oo

"

moge in H genau elnmal (also sicherlich vollfrei) auftreten. Dann fuhrt (n — 1)-

malige Anwendung von (3b) zu:
71
_ ;—H(ail, Wips s @) 0y, ... Eain(Aaiv= G, NOG = A H(m1 @iy s “fn)) . (4)
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Sind die Indizes ¢y, 4;, . . ., 4,1 alle verschieden und kommen Aisonos je genau

einmal in H vor, a@;, und a; . dagegen gar micht, so erhilt man auf &hnliche
Weise:

n
H(a;,a, .., 0;,)—3a aain+1(v/:\()“iv= @i, NG, =6 AH(a .., )). (5)

,1'1.. ’117

Zu (4) bzw. (5) bemerken wir: Auf der rechten Seite kommt @; genau dreimal
bzw. a;, genau einmal vor; die ,,neuen‘‘ Variablen (die links fehlen) stehen in
dem ( )-Ausdruck je genau dreimal; alle anderen Variablen kommen rechts
gleich oft vor wie links.

Unter einem reduzierten Ausdruck verstehen wir einen Ausdruck H, auf den
folgendes zutrifft:

{a) H ist nur aus pridikativen Ausdriicken
=0, 0,=q, q;=0;, (a; + a)) = &, (a;-0) = o (i,7, k= 14)

ausschlieBllich der Ausdriicke (a; + a;) = a; und (a;°a;) = a;
pradikatenlogisch zusammengesetzt, und zwar nur mit Hilfe von ~, —, V,
enthilt also A, v, <>, 3 nicht.

(b) Der Wirkungsbereich einer jeden quantifizierten Variablen enthélt diese an
genau drei Stellen.

Zu jedem arithmetischen Ausdruck gibt es einen ableitbarkeitsgleichen — wund bis
auf Variablenumbenennungen sogar syntaktisch dquivalenten — reduzierten (6)
Ausdruck, in dem jede freie Variable genau einmal vorkommdt;

wir konstruieren ihn aus dem vorgegebenen Ausdruck in sechs Schritten: Zusam-
mengesetzte Terme werden gemiB (1) aufgelost. Wiederholte Anwendung von (4)
bewirkt, dal (b) gilt. Bei geeigneter Umbenennung gebundener Variabler werden
alle freien Variablen vollfrei. Durch wiederholte Anwendung von (5) erreicht man,
daB jede vollfreie Variable nur noch einmal vorkommt und weiterhin (b) gilt.
In bekannter Weise werden A, v, «< und 3 eliminiert. Der so konstruierte Aus-
druck ist mit dem vorgegebenen syntaktisch dquivalent. Zuletzt werden simtliche
Variablenindizes um 14 erhoht.

2. Parallel zu § erkliren wir eine Funktion @ durch die Festsetzungen:

() =9

D(a;) = a,dia, (Beispiel: @(a;) = aya5a;a,a,a,a,)
D) =aq,

O(') =a; D(=) = ay

D(+) = a, O(~)=ay

D(-) =a, D () =ay,

D(() =ay D(V) =ay

D()) =a, D (Z2yZy) = D (Z,) D(Z,).
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Jeder Zeichenreihe des engeren Kalkiils, die A, v, <, 3 nicht enthélt, war durch %
ein Element von J* und ist jetzt durch @ eine Zeichenreihe (némlich ¢ oder ein Term
des erweiterten Kalkiils) eindeutig zugeordnet.
Lemma 2.1) Fiir jede reduzierte arithmetische Aussage H gilt:
FH* A H > a, ®(H)a, Ca,.
Anmerkung. Man kann sogar
H* — (H <> a, ®(H) a, C a,)

13
ableiten, wenn man zu A H} noch das besonders einfache, ebenfalls von jeder aus-

r=1

gezeichneten Belegung erfiillte?) Konjunktionsglied
Ay Ogg0y C Ay —> ~ @113 8900 C G (Hfy)
hinzunimmt:
LH* > (~a, O(~H)a, Cay — ~~H) (Kontraposition im Lemma),
FH* - (a, D(H)a;, Cay— ~a, D(~H)a, Cag) (weil FH* > HY)),
-H* > (@, ®(H)a, Cay, — H), q.e.d

Beweis zu Lemma 2. Wir zeigen allgemeiner:

"

n
Ist H ein reduzierter Ausdruck und H = Z, Il (a; Z,) (n 2 0), wobei a, , ...,
r=1 v

in keiner der Zeichenreihen Z, . . ., Z, vorkommen, in H dagegen vollfres, und H
aufer diesen a;, keine freien Variablen enthilt, so gilt:

n n
LH* A A a; Pag n H - ay @(Zy) I (a,0; P(Z,))a, C ay. (7}
1 ? v=1 v

=
Es geniigt, zu beweisen:

[a] Wenn H pridikativer oder verneinter pridikativer Ausdruck ist, so (7).
[(b] Wenn(7) fiir H=H, und fiir H= ~ H,, so (7) fiir H= ~ Hyund fiir H = ~~H,.
[¢c] Wenn (7) fir H=H,, H= ~H,, H=H,, H= ~H,,
so (7) fir H= (H,— H,) wnd fiir H= ~(H,— H,).
[d] Wenn a; in H, vollfrei vorkommt — und zwar an genau drei Stellen — und (7)
fiir H = H, und fiir H = ~H,, so (7) fiir H=Va; H; und fiir H = ~Va;H,.

13
Zu [a]. F A HYf — H¥,

»=1

nach 13-maliger vorderer Generalisierung:
FH* — H¥,

1) Dieses Lemma entspricht dem KrEENEschen Lemma 6 (a. a. 0., S.41).

?) Kommt o;%50, in £* vor, so gibt es eine wahre Aussage H, derart, daB 0;%,00; mit
a, §(Hy)a; beginnt. Sicherlich kommt dann a;05,&s0; nicht in X* vor, weil sonst auch
a, ay; F(Ho)ay, also a; F(~Hg)ay, in * lage, was wegen der Falschheit von ~ Hy unmoglich ist.

T

eb

=U|

(d
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nach Umbenennung von a;, in @; und @5 i a; an den Stellen, wo a;, bzw. a,
frei vorkommt, und nach einfacher aussagenlogischer Umformung:

-H* A a; Pag A a; Pag A a; = a; —> 10400000050, C G (8)

— das ist (7) fiir H = a; = a;. Indem man H} statt HY heranzieht, erhilt man
ebenso leicht:

FH* A a; Pag A a;Pag 1 a; % a; —> (110, GGy, 050, C @ (9)
—das ist (7) fiir H = a; # a;. Geht man entsprechend von Hj bzw. H¥ bzw. HY
bzw. HY aus, so ergibt sich (7) fir H — (@ + @) = ay, ~(a; + a)) = ap,
(a;*a)) = a und ~(a;- a;) = a;. Weiter:

- H* A a; Pag A OPag A a; = O —» a10,0;0,00,00, C a,
((8) mit a;/0),

F@1040;0400,0a, C ay — Ay @iy @y C O
(aus A2),

FH* > OPay
(aus A9, denn FH* - da,, weil FH* — H¥), also

FH* Na;Pag rna; =0 — 010,0;0400,0, C @,

— das ist (7) fir H = a, = 0. Jetat setzen wir @y 0y 0 Qs 0 0y @0 C g = ¥ und
finden:

H* A aya5 Pag n a; Pag A Ay = a; — ¥
((8) mit a;/a;as),

l-a; Pag — a;a; Pay
(aus A10),

FH* —> a; = a; a
(wegen A12 und HY) und daher

FH* 5 (a) = Uj —> ;05 = a;)
faus 12), also

- H* A a; Pag A a; Pag A o) = a;—x
—das ist (7) fir H = o] = ;. Fir H = a; + O und fiir H = ¢/ + a; zieht man (9)
statt (8) heran.

Zu [b]. Wir setzen A g Pa; = K und @ (Z,) I1 (a,0, @(Z,))=1". Jedes in I"
v poe1 v

v=1

enthaltene Grundzeichen ist eine der Variablen a,(2 < v < 13) oder eine der
Variablen @;, (1 <v=<n). Nun gilt aber:

FHf - ~a, Ca, fir 2 <v < 13;

Fda, A ~ay Cag A a;, Pag > ~a, C @;, (wegen AB),
demnach

FHE AK s ~ay Ca; firl <y <mn.
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Wiederholte Anwendung von A5 liefert:
FHf NK - ~a, T,

erst recht:

-H*ANK— ~a,CI. (10)
Nach Voraussetzung gelte (7) fir H = H;:

FH*AKAH{—aTa, Ca,. (11)
Wir finden:
- H* — (~a, CI' A ey Cag—ayaq 0y Ia; Cag), denn |FH* — HY;
FH* A K — (a,l'ay Cag—>aya,ay,1a, Cag)  wegen (10);
LH*ANKA ~~Hy—> a0, 1ay Ca,  wegen (11)

— und das ist (7) fir H = ~~H,.

n

Zu [¢]. Bs seien H, und H, reduzierte Ausdriicke, H; = X, (a; X,),

v—1
H, = Yoﬁi (al-,nw Y,); die Variablen Wi soon @y sollen nicht in X, ..., X,,
Yo, .-, li/jm vorkommen, in (H; — H,) jedoch vollfrei und als einzige freie Vari-
ablen. Wir setzen
A a o= Ky, Xy 1T (e, BX) =T,
- m
A aivP‘%:Kz’ D (Y, 11 (%“inw'(p(yﬂ)):]—,z:
r=n+1 p=1
K, AnK, =K, aglaplyay =1
Die Voraussetzungen sind:
FH*AK, A H,— a I Cay,
LH* A K, A ~Hy—>ay0,,.17a, Cay, 12)
LH* A K, A Hy,— a,Ia,Cay,
FH* A Ky A ~Hy — aya, 150, Cay.
Wie (10) ergibt sich:
FH¥* AK — ~ay, CIy A ~ay L. (13)

Aussagenlogisch evident ist:
FH*AKA(Hy—>Hy) — ((H*ANKyn H) A (H*ANK, A Hy))
v (H* N Ky A ~H) N (H* N Ky N Hy))
v ((H* A Ky A ~H) A (H*ANKyn ~Hy)),
und (12) fithrt zu:
FH* \KA(H;—Hy)— ( aIhayCagn ayla Cay)
. V(e ha Cag N aglhya, Cag) (14)

Vv (@404, Iyay Cag A ayaq 10, Cag).

wens
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In Hy setzt man I') fiir @y und I, fiir gy, ein:
FH* > (~ay CTIy A ~ay CTy A Ad—>ayTa, Cay), (15)
wenn A die Conclusio aus (14) ist. Aus (15), (13) und (14) zusammen folgt:
FH*ANK A (Hy— Hy) —>a,Ta;,Ca,
— das ist (7) fir H = (H,— H,). Ahnlich wie HJ fiir dieses H zieht man o
fir H = ~ (H; — H,) heran.

Zu [d]. In dem reduzierten Ausdruck H komme a; vollfrei vor, und zwar an

n
genau drei Stellen; es sei H = Z, Il (@;,2,) und 4 = 4} =1, =14 (mit 1< k<]
v=1

<m<=mn); die a; sollen in keinem Z, vorkommen und die einzigen freien
Variablen in H sein. Aus den Bedingungen fiir reduzierte Ausdriicke geht hervor,
daB

H weder mit einer Variablen beginnt noch auf eine Variable endet (16)
und daB

in H nirgends eine Variable unmittelbar auf eine Variable folgt; (17)
keine der Zeichenreihen Z, (0 < » < #) ist demnach leer.

Kame nimlich in H etwa a;a; vor, so enthielte H einen Teilausdruck Va,H, derart, daB H,
mit ¢; beginnt; dann kénnte H, nur eine der Formen 4,=0, a; = %,, @/, ==a, haben —
aber diese H, enthalten gewiB nicht, wie verlangt, a; dreimal. In den mit einer Variablen
beginnenden reduzierten Ausdriicken kommt a, nicht dreimal vor. Beim Nachweis, daB H auch
nicht auf eine Variable endef, wird gebraucht, daB die beiden Zeichenreihen (@ta)=gq
nicht in H vorkommen kénnen.

Wir setzen
k—1 -1 m—1 7
A a;,Pagn A a; Pagn A a;, Pagn AN a; Pa;= K,
r=1 v=k+1 v=l+1 v=m+1
k-1 -1
D(Z,) Hl (@4 ai, ¢(Zv)) =1, D(Zy) 1,}+1 (@, i, D(Z,)) = r,

m—1 n
D(Z) —ll_[+1 (@, a;, D(Z,) = Iy, D(Z,) 11 (@, a;, D(Z,) = I,

r=m+1
I’Oa4a¢]’1a4ai112a4aif3 = 4y,
(D(V“i)-ro (D(ai)rl D(a;) I, (b(ai)ra = Az-

Die Voraussetzungen sind:

FH*AK na;Pagn  H —» ay dy04 C ay, (18a)
I—H*/\K/\aiPas/\~Haa1aud1a1ga0. (18Db)

Zu zeigen haben wir:
FH*AKA VYa;H — a;dya, C a,, (19b)
FH*AKA ~YaH - ayay, A0, Ca,. (19D)

18 Ztschr. f. math. Logik
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Wegen (16) und (17) sind Iy, Iy, I, I’y nicht leer, also wirklich Terme, die man
in HYj bzw. Hip fiir ayy, ay;, 0y, Qg3 einsetzen darf:

FH* — (a}Pag A /3\ (~a, Iy N~ D(a)) (I AVa;(a; Pag— a; Aya, Cay)
" > a,Aya, Cap) (20a)
und
FH* — (¢ Pag /?; (~a, A ~ @(a) ) Adag(a; Pag A ayay Aya, Cag)
e —> @y 430, Cag) . (20D)
Aus A9 und A10 erhilt man: ~HY -> ayPay, FafPa;— ai*! Pa, (j=1), also:
- H* —»a} Pa,. (1)
Wie (10) ergibt sich:
FH*AK-—>~a,CI, (A=0,1, 2, 3). (22)
Sei nun I, —= X(,Ulﬁl1 (apafray X,) (s =0, j, =14, j, == i), wobei a; in X,, ..., X

&
nicht vorkommt. Sicherlich ist X, == ¢: Wegen I'y =k ¢ wiére sonst namlich s > 1,
so daBl (1 = 0:) H mit a;, begénne bzw (A=1,2, 3 ) H die Zeichenreihe a;a;
enthielte — entgegen (16) bzw. (17). Ubrigens smd auch alle anderen X, nicht
leer. — Falls s = 0, ergibt sich wieder wie (10):

FH*AK > ~ayCI,,
und daraufhin aus A4:

FH*AK— ~ ®(a;) T (23)

Wir beweisen jetzt (23) fur s> 0. Zur Abkiirzung sei X, H (a2a30a2 X)=Y,
gesetzt (0 <t < s); wir zeigen:

1. FH¥* A K - ~ ®(a;) C Yy a,.
[Wie (10): FH* A K — ~a, C Yya,; danach: A4]
2. Wenn FH* K — ~®(a;)C Y,_ a,,s0 FH* A K — ~D(a;) C Yy, (0 <<s<<H).
[Zundchst aus A3 und A4: FH* ~a§CO fir ¢ >1. Danach,
falls j, > i: A7 mit ayfa, Xya,, aglal, aglal™, a)¥Y,_Y);
falls j, <<i: A8 mit ajja, Xyay, agfal™, agpfal, ao/¥V, 1]
3. Wenn FH* N K — ~®(a;) C Y, 10y, so FH* NK—> ~®(a,)CY,.
[Falls j, > i: A7 mit a,fa, X, agfal,  asfal™, a¥,_q;
falls j, <<¢: A8 mit ajja, X, ayfai™s, aglals, ¥, q.]
Damit ist (23) allgemein bestéitigt. Mit Hilfe von (21), (22), (23) kénnen wir (20a)
und (20b) vereinfachen:
FH*AKAYa; (@;Pag—>  aydyo,Cag) -  a,dya,Cay, (24a)
FH* A K ATa; (a; Pag A ayag; 410, Cag) —>aqay, dya, Cay. (241b)

!) Man beachte: Weil X, & O, ist ¥,_, ebenfalls nicht leer, also tatsichlich ein Term.
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Aus (18a) erhalten wir:
FH— (H* A K A a; Pag—>ayAdya, Cag);

nach vorderer Generalisierung, aussagenlogischer Umformung, hinterer Generali-
sierung:
FH* A K AVa;H->Va; (0, Pag—a, dya, Cay)

— und daraus mittels (24a) die Behauptung (19a).
Es sei j = 14 und a; irgendeine Variable, die nicht in H vorkommt.

FajPagna; = a; A ~ H(a;) —a;Pag A ~ H(a;);
nach hinterer Partikularisierung:

Fa; Pag A a; = a;—> (~ H(a;) - a; (a; Pag A ~ H(ay)));
nach vorderer Partikularisierung und Benutzung von All:

FAag— (~ H(a;) - a;(a; Pag n ~ H(a;)));
hieraus (Pramissenvertauschung, vordere Partikularisierung, Primissenvertau-
schung, FH* Aay):

FH* — (3a; ~H —3a;(a; Pag n ~ H)). (25)
Aus (18b) erhalten wir:

FH* A K A3a;(a;Pag n ~ H) — 3a;(a; Pag A agay; Aya, Cay),
denn in K kommt a; gar nicht, in H* nicht frei vor;

FH*AKA3da; ~H

wegen (25) — und hieraus mit Hilfe von (24b) die Behauptung (19D).
Damit ist Lemma 2 bewiesen.

—>3a;(a; Pag A ayay, 4y, Cay)

3. Alle Induktionsaxiome (aus dem PranNoschen Axiomensystem) sind aus
ar* ableitbar — es gilt

Satz 2. FH(0) A Va,(H (a;) - H(al)) - Va,H(a;),

wenn H(a;) ein arithmetischer Ausdruck ist.

Beweis. Den gemill (6) gebildeten mit H syntaktisch dquivalenten Ausdruck
nennen wir H,. Es geniigt, die Behauptung mit ,,H,* statt ,,H zu beweisen.
Aus H, werde H,,, wenn man alle Variablenindizes um 14 erhéht; H, ist der
in (6) genannte mit H ableitbarkeitsgleiche reduzierte Ausdruck, der jede freie
Variable nur an einer Stelle enthdlt. In H,, mégen a; und a; nicht vorkommen
3> k= 14). Sind a;, 4, @ 5 oos @, (0 Z0) die — voneinander verschiedenen —
vollfreien Variablen in H,,, so ist die Zeichenreihe

M (Vai,) (Va;V ar (V414 (0= i 10> (@5 = s 114> Hyg)) — ) & az) —>a;, = 0)
=1

> Va1 (@414 = 0 —>ay = @it14) —Hyy)) > V14 (Fip1a = @ir1a—> Hypd),

die wir I’y nennen wollen, eine reduzierte Aussage. Lemma 2, kontraponiert,
ergibt:

|‘H*—>(~a1(p(~roo)“1§“0—>roo)- (26)
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Andererseits erhilt man, indem man in der Conclusio von H*— H{; die Substi-
tutionen
i+14. j . k. ) ) . .
agfazt; agofal;  agslag; Q[ D (@i 1 14) ; | P(a;);  an/P(ay);

n
ay/ MO (Va,,), falls n21;  ay/0, falls n=0;  ay,/P(Hy,)
v=1

ausfithrt: FH* — ~ a0, ®(~Toq) 0, Ca 27)
— nachdem man Al (sowie A2, falls n = 0) beriicksichtigt und, wie im Beweis
des Lemmas, die Ausdriicke

H*—aa’?jPa:; ( =i+147 7.7 k):

H*—>~a”C

v

1os

®(Va;,), fallsnz=1,
(& =1, 8, 11)

H*—>~aﬂg0, falls n = 0;
H* — ~a, CO(H,y)
abgeleitet hat. Aus (26) und (27) folgt:
FH* > y,.

In H* kommen vollfrei genau die Variablen a,, . .., a;3 vor, die ja in Iy, fehlen:
13
FIL(Aa,) H* >T,,.
r=0
Al3 wird abgetregnt: FTy,.

Nun bleibt nur noch Iy, ableitbarkeitsgleich umzuformen. Nach Streichung des
n

Prifixes II (Va; ) und einfachen aussagenlogischen Umformungen entsteht

v=1
VoVe(((Va(b=a—+Hy(a)) b =c)vec=0)>Va(a=0Vv c=a—~Hy(a))) >VaHy(a),

wenn man die Variablenindizes alle um 14 erniedrigt und zur Abkiirzung
a,=a, a;_y =b, ay_;, = ¢ setzt. Auf Grund von (3a) ist die Prémisse dieser
Implikation syntaktisch dquivalent mit

VoVe ((Hy(b) AW =c) ve=0—H,(0)A Hyc)),
VbYe (Hy(b) A b = c—> Hy(0) A Ho(e)) A Ve(e = 0 — Hy(0) A Hy(0))
Vb (H(b) — Ho(0) n Hy (b)) nHy(0),

also mit Hy(0) 7 Va (Hy(a) - Hy (@),

was zu beweisen war.

Bei den obigen Ableitungen wurde von H{ nur die Teilkonjunktion
13 13
A Ao, AN ~a;Capn~agCayn A ~azCayn A ~agCayn A ~ayCa,
v=1,2,3, =2 v=4 v=2,3,13 v=2,8,13

benutzt. Erwahnt sei auch, dal wir bei den H} einen Ausdruck wie

13
Va,,(4a,, ~ lvlam = ;)

Tds8

| 2 & N

| R KRR AR EH~REE N Q=N §

,.i
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entbehren konnten. — In den Axiomen und Ableitungen haben wir weder die Eigenschaft
tvon J*-Elementen), §-Bild eines arithmetischen Ausdrucks zu sein, noch die Substitutions-
relation explizit auszudriicken brauchen — das erstere infolge der Induktionsbeweisanordnung
bei Lemma 2, das letztere auf Grund der Umformung (6).

§ 3. Varianten des Resultats

1. Die Konstanten C, 4 und P sind explizit elementar durch = definierbar:
ag*a, Cay«>3azayaza,0, = a,,
ag* Aay«—Va, (a4, Cag — (a4 = ag— ~ a,0, = a))),
ag* ay Pay <> Aa, AVaz(dag A a, Cay — a3 = ay).

Zu der dritten Aquivalenz ist zu bemerken: Wenn B* die rechte Seite erfiillt,
ist B*(a,) endlich, denn jedes J*-Element von transfiniter Linge enthilt ein
echtes Endstiick von X*, also unendlich oft a, und unendlich viele Abschnitte % (H)
— also sicherlich verschiedene Atome.

Man kommt demnach im erweiterten Kalkil mit = als einzigem zusdtzlichen Grund-
zeichen aus.

Wir konnen noch weiter gehen und auch O, ', +, - und = durch = definieren.
Endlichkeit einer Folge (und auch der Rest einer Folge modulo o) ist ndmlich durch
Folgenverkniipfung leicht elementar beschreibbar?!), und ebenfalls, daBl zwei
endliche Folgen gleich lang sind.?) Somit 148t sich elementar ausdriicken, wann
zwei Folgen modulo w die gleiche Liinge besitzen, also das Grundzeichen = elimi-
nieren. Die von uns eingefiihrte Addition und Multiplikation innerhalb J* kann
man elementar definjeren, wenn man es im Bereich der (immer endlichen) Potenzen
des Atoms a; kann. Gerade das hat aber QUINE®) in ,,general syntax‘ getan,
d. h. in der elementaren Theorie der Verkettung endlicher Folgen, zu deren Bildung
mindestens zwei Elemente zur Verfiigung stehen. — Mit + und - sind dann auch O
und ’ eliminierbar.

Aus endlich vielen ,,reinen =-Aziomen’ und den finf Ausdriicken, die die Kon-
ganten 0,7, +, « und = explizit definieren, ist das volle PEANOsche Axiomensystem
ableitbar, doch keine falsche arithmetische Awussage.

n m
2. Jeden pridikativen Ausdruck Il a; = Il q; kann man durch Ausdriicke
p=1 4 n=1

a,a; = a; — oder statt ihrer: Vka,a;a; — elementar umschreiben.?) So wird
der Kalkiil fiir die Folgenverkniipfung termfrei, und der Individuenbereich J*
braucht nicht mehr abgeschlossen bzgl. Folgenverkniipfung zu sein. Wir kommen
aus mit Folgen bis zum Typ o einschlieBlich; es geniigt z. B., in J* alle endlichen
1 Vel . 287

%)y K. HAigTig, Explizite Definitionen einiger Eigenschaften von Zeichenreihen. Diese Zeitschr. 2
19561, 177—203; §5.

3y W. V. Quixg, Concatenation as a basis for arithmetic. J. Symb. Log. 11 (1946), 105—114.
¢ Vel Teil II, §3, Abschnitt 2.
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Folgen und alle Endstiicke von X* aufzunehmen. Die Interpretation des erwei-
terten Kalkiils, auf der doch unser Beweis beruhte, vereinfacht sich also.
Es gibt einen elementaren Kalkil K und in ihm Ausdriicke H,, H,, Hy, H,, Hj
sowie ein endliches Axiomensystem ax* mit folgenden Eigenschaften:
K hat das Grundzeichen VEk als einzige auferlogische Konstante. Die Zeichenreihen
Vi a;o;0y sind die einzigen pradikativen Ausdriicke.
Aus ax* und den expliziten Definitionen
Ay = O—H 15
a, = ay—H,,
ay = ay«> Hj,
@y + ap = ay—Hy,
ay - ay = ag<— Hy
ist — bei geeigneter Fassung der Termeinsetzungsregel -— das PEANOsche Axiomen-

system ableitbar, jedoch kein nicht (arithmetisch-) allgemeingiiltiger arithmetischer
Ausdruck.

In diesem Sinne haben wir hier, um mit QUINE zu sprechen, ,,concatenation
as a basis for arithmetic®.

Teil II: Der allgemeine Fall

§ 1. Die drei Kalkiile. Semantische Uberlegungen

1. Die Zeichenreihen Z des vorgegebenen engeren Kalkiils K, werden gebildet
durch Verkettung je endlich vieler von den Grundzeichen

€1, ...,¢p (Individuenkonstanten; p = 0),
fi.- - -» f¢ (Funktionenkonstanten; ¢ = 0),

R,, ..., B, (Pridikatenkonstanten; r = 1),
a’ I’ ~! 97 V’ (7 ) )

(in bestimmter Reihenfolge, mit oder ohne Wiederholungen), die wir auch ge-
legentlich in der obigen Anordnung als £, (1 <7 =<#) bezeichnen werden
(t, = p+q+ r-+ 7). Als (Individuen-) Variablen verwenden wir nicht zusétzliche
Grundzeichen, sondern die speziellen Zeichenreihen?) a;:

a1=Dfa|a, azzma”a, “3=m“”|d,
Jedem f, und jedem R; ist eine positive ganze Zahl m; bzw. n,, die Leerstellenzahl
von f; bzw. R;, eindeutig zugeordnet. Terme (aus K;) heifien die Elemente der

kleinsten Menge von Zeichenreihen, die die Individuenkonstanten und -variablen

™2
enthélt und mit Zeichenreihen 7). . . ., T\, jeweils auch die Zeichenreihe f, nr,
1

enthilt (1< 1< ¢).2) P

1) QUINE: tallies, insulated by the atom a; MARKOY: (a,|)-3Benss.
2) Wir iilbernehmen aus Teil I die auf Seite 252 eingefithrten Abkiirzungen (,,II‘ usw.).
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7!

Pridikative Ausdriicke werden in K, die Zeichenreihen R, Il 7, (1< A< 1),
=1

bei denen 7', . . ., T,,L/1 Terme sind, und nur sie. Ausdriicke schlechthin (aus K;)

baut man mit Hilfe von ~, —, ¥V, (, ) aus priadikativen auf. Aussagen sind, wie
immer, Ausdricke ohne freie Variablen.

Eine Interpretation von K; sei vorgegeben. Thr zugrunde liege ein (min-
destens zwei Elemente enthaltender) Individuenbereich J. Gegeben sind

p ausgezeichnete Elemente von J: ¢y, ..., ¢p;
g Funktionen: {;,..., 1,

(i, ordnet jedem m;-Tupel von J-Elementen eindeutig ein J-Element zu) ;
r Attribute, d. h. Relationen oder Eigenschaften: %, ..., N,

(N, ist eine Menge von #;-Tupeln von Elementen aus J).

Als Belegungen B benutzen wir Folgen des Typus w von Elementen aus J. Zu
jedem Term 7' und jeder Belegung B = {1,}o <+« Wird ein J-Element Wert (7', )
dadurch eindeutig bestimmt, daB man fordert:

Wert (c;, B) = o,
Wert (a;, )= 5,

"y
Wert (f, TL T,,8) = i, (Wert (T, ), ..., Wert (Tr, , B)).
p=1

Bei der (ebenfalls induktiven) Definition, wann eine Belegung B einen Ausdruck H
erfiillt (abgekiirzt: wann B Erf H), kommt es auf die priadikativen Ausdriicke H an:

"3
B Erf B, 11 T, genau dann, wenn [Wert(T;,B), .. ., Wert(Ty,, B ER,.
r=1

Der Ausdruck H ist allgemeingiiltig (0g H), wenn B Erf H bei jeder Belegung 5.
Allgemeingiiltige Aussagen heillen wahr.

Nun eine GODEL-Numerierung der nicht-leeren Zeichenreihen aus K,: Fir
1 <r <t setzen wir G6(2,) = 7
und Go(ZL,) = (6, + 1) - G6(%) + 7,

s daB beispielsweise G6(0,0,8,8)=7- &+ 12+ 1 + 1)+ 4- (¢, + 1)+ 4
wird.

Wir werden nebeneinander (und ohne groflen Aufwand voneinander unabhéingig)
die beiden Fille behandeln, daB in K, ein Axiomensystem ax (also eine nicht-
ieere allgemein-rekursive Menge allgemeingiiltiger Ausdriicke) oder aber — der
KieEExEschen Voraussetzung entsprechend — eine rekursiv-aufzdhlbare
Menge ax von allgemeingiiltigen Ausdriicken ausgezeichnet ist. In beiden Fillen
nehmen wir der Einfachheit halber an, daB ez nur (wahre) Aussegen enthalte.
Im zweiten Falle setzen wir, weil es technisch eine kleine Vereinfachung erlauben
wird, auBerdem voraus, daB3 die Menge G6(zx) der Zahlen G/6(H) mit H € ax der
Wertevorrat einer auf positives Argument eingeschrénkten allgemein-rekursiven
Funktion ist; auch diese Forderung bedeutet keine Beschrinkung der Allgemeinheit.
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Die in Abschnitt 2. benutzte Definition allgemein-rekursiver Funktionen ist im wesentlichen
eine der von KLEENE stammenden; wir lehnen uns an eine Darstellung von Karmiwr?) an,
verwenden jedoch die Zeichenreihe S7' statt 7" [,,8: successor], entsprechend S0 statt O,

weil wir so beim Termaufbau Klammern und Kommata, also zusitzliche Grundzeichen, ver-
meiden koénnen.

2. Wir diirfen einen Kalkiil K, — zur Berechnung der in die Definition von az
eingehenden rekursiven Funktion — als fest vorgegeben annehmen, fiir den gilt:
K, hat die (von allen den {, aus K, verschiedenen) Grundzeichen

a
05’”13 " Uk,S: g:gls -"7gl’ =

(kz1, 1= 0), die wir auch gelegentlich in dieser Anordnung als ¢, (f, - 1 <7
=t + 1) bezeichnen werden (4, =%+ 1+ 4). Jedem der ,arithmetischen
Funktoren‘ g, ist eine positive ganze Zahl y; — seine Leerstellenzahl — eindeutig
zugeordnet. Terme (aus K,) sind die Elemente der kleinsten Menge von Zeichen-
reihen, die

0, vy, ..., v; enthilt,
stets mit 7 auch ST und ¢7 enthilt und

74
mit T, ..., T, jeweils auch g; Il T, enthalt (1 < 2 <1).
v=1

Ausdriicke in K, sind nur die Termgleichungen, d.h. die Zeichenreihen 7T, = 7,,
sofern T, und 7, Terme (aus K,) sind. Das sogenannte definierende Gleichungs-
system X' ist eine endliche Menge von Termgleichungen, die etwa die Elemente

¢, ..., 6,

hat. Die Menge der aus X' ableitbaren Termgleichungen ist die kleinste Menge M
von Zeichenreihen, auf die zutrifft:

(@) XC M.

(b) Wenn Z, € M, so auch Z,€ M — falls Z, dadurch aus Z, hervorgeht, daB
man fiir das Grundzeichen v, in Z; iiberall O oder aber iiberall Sv, einsetzt.

() Wenn Z,€ M und T, = T,€ M, so auch Z, € M — falls man Z, erhalten
kann, wenn man in Z; nach Belieben (also nirgends oder an einigen Stellen
oder so oft es moglich ist) T, durch 7, ersetzt.

Statt (c) gentigt offenbar:

(¢/) Wenn Z, 11 Z, € M und T, = T, € M, so Z,T,Z,€ M.

Bei allgemein-rekursivem ax gilt schlieBlich:

Aus X ist g8"0 = 8"0 I
(a) genau fiir m = O ableitbar, falls n € Gé(az), und J (1)
(b) genawu fiir m = 1 ableitbar, falls n ¢ Gé(azx).

1) L. Katm4r, Ein direkter Beweis fiir die allgemein-rekursive Unlésbarkeit des Entschei-
dungsproblems des Pradikatenkalkiils der ersten Stufe mit Identitat. Diese Zeitschr. 2 (1956),
1—14; Seite 2—5.
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Statt dessen gilt bei rekursiv-aufzdhlbarem qx:

(a) Zu jeder natiirlichen Zaklm gibt es genaw eine natirliche Zahl n, fiir die
gS™0 = S"0 aus X ableitbar ist.

(b) Wenn n€ Gé(azx), so gibt es mindestens ein m = 1, fiir das g8™0 = 8"0 2)
aus X ableithar ist.

(¢) Wenn n& Gi(ax), so gibt es kein m =1, fiir das g8™0 = S0 aus Zl
ableitbar ist.

Chbrigens wird (2a) im folgenden nicht ausgenutzt.

3. Der erweiterte Kalkil K; soll die Grundzeichen

o, a/*aa’**: b: bla (RS} 69: |
51,...,z,,,f‘l,...,}q,R],...,E,,I (3)
0,01, .01, 8,0, 15 - G

und

=,=, %,(,A,N,P,B,Sub,D,G,A,Vv,—, 1
rusatzlich zu denen von K, besitzen. Als Variablen in Ky verwenden wir auller
den alten a; die Grundzeichen (3). Terme erster Art seien die Terme aus K;. Als
Terme zweiter Art bezeichnen wir die nicht-leeren Zeichenreihen, die sich durch
Verkettung je endlich vieler Terme erster Art bilden lassen. Pridikative Ausdriicke
in K, sind erstens die priadikativen Ausdriicke aus K,, zweitens die Zeichenreihen

=717, T,~71T, Ty>T, T, T, AT,, NT,, T,PT,, BT,,
T, 8ubT, SubT,SuwbT,, DT, T,GT,,
sofern T,, T,, T3, T, Terme zweiter Art sind?). Awusdriicke (aus K;) schlechthin
erhilt man durch pridikatenlogische Zusammensetzung.

Nun zur Interpretation des Kalkiils K;! In dem alten Individuenbereich J,
der die Michtigkeit m (= 2) habe, mégen (voneinander verschiedene) Elemente

by, ..., D,
c]:-~':Ep5T1>'-'5fq7m17""%7’7 (4)
E\-J561>"'75k’ @, g; @1; ---:S—Jl

richt vorkommen. Wir nehmen sie zu J hinzu und erhalten J'. Ist a, die kleinste
Ordnungszahl, deren Reprisentanten die Michtigkeit m™ besitzen, so soll der
neue Individuenbereich J* die Menge aller Folgen {fs}p<p<. mit 0 < o <o, und
z: £ J" sein. Vom Typus o = 0 ist die , Jeere Folge*“; vom Typus (von der ,,Linge*)
a2 = 1 sind die ,,Atome‘’, d. h. die eingliedrigen Folgen [£] mit ¥ € J’. Durch Ver-
Eniipfung der Folgen X, und ¥, (in dieser Reihenfolge!) entsteht die eindeutig
bestimmte Folge X,¥,; auch die Verkniipfung unendlich vieler (in einer bestimm-
ten Wohlordnung gegebener) Folgen ist anschaulich klar und leicht explizit definier-
bar. Wir setzen noch £ = X! und ¥'%X = ¥+ (X € J*, 1<i < o).

2 SubT, T, T, T, statt ,,T, SubT,SubT;SubT,” wiirde zu Komplikationen fiihren.
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Jedem ¥ aus J* ordnen wir eindeutig ein Element £ aus J zu: Falls ¢ erstes
Glied der Folge ¥ und g € J ist, sei £ = 1; fiir leeres ¥ dagegen und fiir alle X € J*,
deren erstes Glied nicht zu J gehort, sei X ein und dasselbe (beliebige, aber be-
stimmte) Element ¢ aus J. Beispielsweise wird & =¢, fir X =[c,].

Wir definieren eine Funktion &, die jeder nicht-leeren Zeichenreihe aus K,
oder K, eindeutig eine (endliche) Folge aus J* zuordnet, und parallel dazu eine
Funktion @, die jeder nicht-leeren Zeichenreihe aus K; oder K, eindeutig eine
Zeichenreihe (ndmlich einen Term zweiter Art) zuordnet, indem wir fordern:

Hla) = [by] D(a) = b,
%‘(I) = [ba] P I) = b3
%(N):[[’ﬂ ‘D(N):b4
F (=) = [bs] D (—>) = bs
%(V) - [be] (D(V) = be
F(0 = [b,] D(() = b,
F() = [bs] D()) = bg
F (=) = [by] D(=) = b,

Fle) =Tl -+ %(cp) = [Cp) D(cy) =¢y, ---» @(Cp) = Ep
F(f) =), - .. F(f) = [id D(fy) =fr, - PU) = £
F(By) =[Ry], - .. F(R) = [R,] ®(R,) =R,, ..., D(R) =R,

F(0) =[] D0) =0
F(vy) = [B1, - -, F(vg) = [Ty] D(v) =By, ..., D) =V
F(8) = [E], F(g) = [3] D) =8, Plg) =g
F(g) = 3]s -, Flg) = (3] D(g)) =G1> .-, Plg) =G,
S(Z1Zy) = F(2y) F(Zy) D (Z,2,) = D (%) D(Zy)

Eine Belegung B* ist eine eindeutige Funktion, die jeder Variablen ein Ele-
ment von J* zuordnet. Es soll gelten:

Wert*(c;, B%) =[] (1 = 1< p).
Wert*(T, B*) = B*(T), wenn T eine Variable ist.

Sind T, ..., Tm/1 Terme erster Art und Wert*(T,, B*) =T, fir 1 < u < m,,
80 ist
ma

Wert*(f,l 1nr, %*) =3, E)] (1= 1=g).%)
u=1

1) Man beachte: f, ist eine Funktion, f, eine Funktionskonstante, f, ein Individuum und f;
eine Individuenvariable.

2) Tm Grunde haben wir eine Ubertragung der Funktionen §, und der Relationen R, in J*
hinein vor uns, bei der die Homomorphie der durch ,,-‘ angedeuteten Abbildung von J* auf J
nach Konstruktion gesichert ist.

£ &=

Lch

M & &

i

i

bk B B

-
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Sind T; und 7T, Terme zweiter Art, so ist
Wert* (T, T'y, B*) = Wert*(T,, B¥) Wert*(T,, B*).

Durch diese Forderungen ist fiir jeden Kj-Term 7T und jede Belegung B* das
J*-Element Wert* (T, B*)eindeutig festgelegt. — Ist auch jetzt Wert*(T,, B*) =T,
s0 soll weiter gelten:

nl . .
B* Erf* R, 1:[1 T, genau dann, wenn [Z,,..., T,]€ R, A=A 0) (5)
— vorausgesetzt, dall die 7', Terme erster Art sind.

Und fiir Terme zweiter Art:

B* Erf*T, = T, genau dann, wenn I, = T,.

B* Erf*T, = T, genau dann, wenn ¢, = %,.

B* Brf*T, = T, genau dann, wenn es eine natiirliche Zahl ¢ = 1 mit T, = [0,]°
gibt, die die Linge auch von ¥, ist, und ¥, nur aus J-Elementen besteht.

B* Erf*T;C T, genau dann, wenn ¥, zusammenhingend in ¥, vorkommt.

B* Erf* AT, genau dann, wenn T, ein ,,altes’ Atom ist, d. h.: wenn es ein g
mit £ €J und T, =[] gibt.

B* Erf* NT, genau dann, wenn £, nicht leer ist und nur aus ,,neuen‘‘ Atomen
besteht, ndmlich nur Elemente (4) als Folgenglieder enthilt,

B* Erf* T, PT, genau dann, wenn I, eine ,,Potenz‘ von T, ist, d. h.: wenn
3, Atom ist und ein ¢ mit 1 <4 <<w und T, = T} existiert.

B* Erf* BT, genau dann, wenn I, eine (K;-)Belegung, also eine Folge vom
Typ o mit Gliedern nur aus J ist.

B* Erf* T, SubT, SubT, SubT, genau dann, wenn es in K, nicht-leere Zeichen-
reihen Z,, Z;, Z, sowie ein Grundzeichen Z, derart gibt, daB T, = §(Z,) ist
(v =1,2,3,4) und Z, durch Substitution von Z, fiir Z, aus Z, hervorgeht.

B* Erf* DT, genau dann, wenn es (in K,) eine aus 2 ableithare Termgleichung G1
mit I, = F(F) gibt.

B* Erf*T,GT, genau dann, wenn es in K, eine (nicht-leere) Zeichenreihe Z
gibt, fiir die T, = %% und T, = F(2).

Durch diese Forderungen ist festgelegt, wann eine Belegung B* einen K,-Aus-
druck H erfiillt (B* Erf*H). ,,H ist allgemeingiilitig (in K;)*“ (,,ag* H*) bedeutet,
dall B* Erf*H bei jedem B*.

4. Lemma 1. Fiir Ausdriicke H des engeren Kalkiils gilt:

ag*H genau dann, wenn agH.

Der Beweis verliuft wie der entsprechende in Teil I. Gegeben sei eine beliebige
Belegung B*. Wir setzen B*(a;) = X; und X; = B(a;). Ist nun 7 ein Term aus K,
und Wert* (T, B*) = I, so wird Wert(T,B) = T: Das ist klar, wenn T eine

™
Individuenkonstante oder -variable ist; ist aber 7 = f, II T, mit
u=1

Wert*(T,, 8%) = T, und Wert(T,, B) = ¢, fir 1 < u < m,,
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so wird T =[f(d,,..,Ep)], also T =Ly, .., Lp) = Wert(T, %), wie
behauptet. — Daf

B* Erf*H genau dann, wenn B ErfH, (6)

geht fiir pradikative Ausdriicke H unmittelbar aus (5) und dem soeben Gezeigten
hervor. Die Induktionsschritte fir die aussagenlogischen Zusammensetzungen
sind trivial. Der Fall der Generalisierung lifit sich auf Partikularisierung zuriick-
fithren. Wenn

B* Erf* Ja; H(a;), (7
so gibt es ein B derart, daB
By Erfr H(a;) und Bf (a;) = B*(a;) fir jedes j = . (8)
Ist etwa Bf (a,) = 9),, so setzen wir @, = B, (a,); fir dieses B, gilt dann:
B, Erf H(a;) und B,(a;) = B(a;) mindestens fur j = 7, 9)
das erstere nach Induktionsvoraussetzung. Damit ist gezeigt:
BErfia; H (a;). (10)

Aus (10) folgt aber auch (7): Wenn (10), so gibt es ein B;, auf das (9) zutrifft.
Wiihlt man B (a;) = B*(a;) fiir §j == ¢ und B (a;) = [B,(e,)], dann gilt (8) nach
Induktionsvoraussetzung, somit (7).

Die Behauptung des Lemmas ergibt sich aus (6), wenn man noch beriicksichtigt,
daB es auch zu jeder Belegung B eine Belegung B* (mit B*(a;) = X;) gibt, fiir die
X, = B(a;) wird — am einfachsten nimmt man ¥; = [ (a;)].

5. Die Interpretation von K, 14Bt sich in den speziellen Folgen X¥* und X** gewis-
sermafen zusammenfassen:

Zu jedem Term T aus K; und zu jeder Belegung ¥ bilden wir die Folge

[Wert(T, ®)1F(T) B.

Thr erstes Glied ist ein J-Element, an das sich endlich viele Elemente aus J'\J
als niichste Glieder anreihen; auf diese folgen dann w Elemente von J. Die Menge
aller solchen Folgen denken wir uns — mit oder ohne Wiederholungen — wohl-
geordnet (etwa zum Typ «,) und verkniipfen die Folgen in dieser Anordnung zu X*
(das dann ebenfalls den Typ «, besitzt).

Zu jedem Ausdruck H aus K, und zu jeder ihn erfiillenden Belegung 6 bilden

wir die Folge
[0,] 5 (H) B

(vom Typw). Die Menge aller solchen Folgen (,,zusammengehdrigen Abschnitte
von X**) wird wohlgeordnet (wieder zum Typ &), und die Folgen werden in dieser
Anordnung zu X** verkniipft?).

1) Die Folgenglieder b; wurden zur Markierung des Anfangs eines jeden zusammengehorigen
Abschnitts eingeschoben.
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Eine Belegung BF nennen wir eine ausgezeichnete Belegung, wenn
Ti(a*) = X%, Tj(a**) = X**,  Lx(by) = [b,]
und BF(D(E,)) = F(&,) fir 1 Sv<t; + ¢,
Fiir ausgezeichnete Belegungen B ist also beispielsweise By (b,) = [6,],
B (By) = [R,], 85 (§) = [3].
Jede ausgezeichnete Belegung erfiillt die nachstehenden Ausdriicke HY bis HY.

Das geht unmittelbar aus deren Interpretation hervor. Die in eckigen Klammern
vorausgeschickten Stichworte sollen die Ubersicht erleichtern.

[= betreffend:]

& =a (H7)
= betreffend :]
a4y == a, (H¥)
¢y ny "y
/\(/\az/hliazﬂﬁfznazy—lﬁfzn“2,4) (H3)
A=1 p=1 pe=1 w=1
T 3 2
A (Aaz, 1 =ay, > (B, Il ag, ;<> R, Il ay,)) (HY)
=1 v=1 r=1 y=1
da, (da, na, = a,) (H)
[= betreffend:]
Aag—ay = b, (H¥)
ay = @y N dag—a a5 = a,b, (HZ)
[C betreffend :]
A3 C Q10503 (HY)
4y C g0 , (Hy)
D
@ =byva, =byvVa =t~ ~bsa,Ca, (H)
=1
» _a I _
(VY a=bvVa=cvVa=fvV @ = R)) A ~bgay Cay— ~ bsa,Ca ay (HE)
v =1 1=1 =1

a1 Pbg A ay Phy n ~ bebya1by Cag— ~  bebya,b,C bgbyay aybyary (H3)
@y Pby 1 ay Pby n ~ bgbya,a,b, C Ay —> ~ bgbya 0,6, C  bgbya,bya, (H%)
[4 betreffend:]

>

Ac (H{)
=1
q My
A Afl 1§ a’y (Hi’;)
A=1 u=1
[V betreffend :]
b
ANOE) ()

Na, A Nay — Na,a, (H#p
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[P betreffend:]

by Pby (His
@, Pby — a,b, Pb, (H%)
SPS (Hz,
a,PS >a,8PS (H3,)
[ B betreffend:]
Ja,3a, (Baya, A Aay) (H%:
Baya, —da,Aa; (Bagayas A Aay) (H;
Baga,asn Aay A Aoy — Baya,ag (Hz,)
[a*, also X* betreffend:]
Y4
A (Bb—c;0;b Ca¥) (H35)
=1
Baga,a, A Aoy A ay = ag —>a,b,05b,a40,a, Ca* (H%)
q my "y _ ™
A (Bb A A (@2u-105,bCa* A Aag, 1 A Nag) —f, I asu_1 f; 1 ay,bCa*) (Hi)
A=1 pn=1 p=1 p=1

[a**, also X** betreffend:]

™
Il a,,b Ca**)
=1

r ’ILA _
A(Bb/\ Hag,,_l—>blRl
! - " (H)

n

2

A (az,—105,bCa* A Aas,_y A Nay,) A R,
=1

v ¥

r M,A nl _ ’nl
A (.Bb A A (alg,,_lagyb _C_a* A Aag,,_1 A Nazzy) N o~ Rl II Aoy_1 —> b1b4 ‘Rl 11 a2vb g a**)
i=1 r=1

- = (Hg)Y
Bb A bya,bCa** A Nay— bibbga,bCa** (H%)
BbAblalbga** _9~blb4a1bga** (H;l)v

BbANayANagn (( bra,bCa** A bya,b Ca*¥)
v (bybya b Ca** A byayb Cat¥) (H3)
v (bybga b Ca®* A bibyayb Ca**)) - bybya,bsa,byb Ca*t

BbANayANagA  biayhbCa** AbybyasbCa**  —5bbb,abiaybbCa*s  (Hj)

Bajaa, AN Aaygnayg = ag A NagAbyaghy Cagn ~ bgbyazh, Cay } (HE)
34

A Vg (Aas —> by a,aq0,0, Ca**) —»bbsbyazb,a,aqa,a, Ca**

Baga,a, A Aoy nag = ag A Nag Abyagh, Cag A~ bgbyazb, Cay }(H* N
3

Aag(Aas A by bya,agasa,Ca**) — by by bebyagby ayaga,a, Ca**

. 1) Man beachte: b, = d(~), bei H}; und Hj5 :b, = @(—), bei H und H: b, = O(v).-

j Bei all

Cad &
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[Sub betreffend :]

k _ x—1 k _ ! _
A((@,=0vVa =pv V W=V va=8va,=gvVa =g,va, =b,)
n=1 A=1 A=n+1 A=t

Aay=0va, =S5,
—  a; Subv, Suba, Suba, (H¥))
A, Subv, Suba, Suba,
A (ag Subv, Suba, Suba, -> a;a, Subv, Sub a, Suba,a,

.

[D betreffend :]

A asv, Subv, Suba, Suba,a,))

8

A DD(GL,) (H3;)

o=1

3 _ _
A Dayn(ay=0va,=83)Aa, Subv, Suba, Suba, — Day) (H3)
x=1

Dayayay A Daybyay — Da, aga, (H3)
Daya, A Daybyay— Da,ag (Hj,
Daya, n Daybyay — Daga, (Hj
[G betreffend :]
b _
t=1

t _

A (a,Gay — al+1 87 Ga, d (E,)) (His
T=1

[Den Zusammenhang zwischen D, G und a** (also X**) herstellend :]
Bei allgemein-rekursivem az:
Dja,0b,0 A a,Gay A Bb — b a,b Cat*, (Hf)
Und statt dessen bei rekursiv-aufzihlbarem az:
DGa,0b,a,0 1 a, P8 A ayGag A Bb—»b,ayb C a**. (Hz,)

Als einziges Beispiel wollen wir (firrekursiv-aufzihlbares az, also den zuletzt genannten
Ausdruck H}) ausfiihrlich bestitigen, daB B¢ Erf*H 41> wenn B eine ausgezeichnete Belegung
ist. Wir setzen

Wert* (a,, BY) = %, Wert*(b, BF)=9.

Unter den Voraussetzungen

BF Erf* Dga,0bya,0 | (a)

B Erf* a,PS, (b)

B Brf* a,Gas, (c)

BE Erf* Bb (d)
ist zu zeigen:

B Erf* biayb C a**, (e)

—_ b+ n b1+ ¢ts
1) Dererste zwischen Klammern notierte Teilausdruck ist mit 'V = P(L,) v v a, =d(¢,)

. . , T=h+l T=0+%+2
identisch, denn v, = Ciyrxe1- Analog kann man auch H 11 darstellen.
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Wegen (a) gibt es in K, eine aus X ableitbare Termgleichung G! mit
[3],[D, by] ,[D] = F(GD); )
(b) gestattet den Ansatz
2= mzl),
und wegen (c) gibt es in K, eine Zeichenreihe Z mit
Xy = [)%@,  X;=F(2).
Aus (f) wird daher:
 [AIEIM[D, Byl [€1%™ [D] = §(g 80 = 8¥®0) = F(&1)

— folglich ist gS™0 = 86420 aus X ableitbar, weil mit G identisch. Kontraposition von (2¢)
ergibt: Gi(Z) € Gé(ax). Also ist Z eine (wahre!) Aussage aus ax: ein Ausdruck, den jede Be-
legung erfiillt. Wegen (d) mu deshalb [b,]%,% zusammenhingend in X** enthalten sein, (e)
trifft zu.

Beim entsprechenden Nachweis fiir allgemein-rekursives az wird (1b) kontraponiert
verwendet.

Aus H (1 < ¢ = 44) moge H| hervorgehen, wenn man alle Variablen a;und auchb,
sofern sie vorkommen und noch frei sind, in irgendeiner bestimmten Reihenfolge

44
generalisiert. Wir setzen A H, = H*.1)

=1

Es sei aa* eine der Aussagen, die man aus H* durch Partikularisierung sdmt-
licher (p+¢q-+r-— k-4 1+ 14=1t + i, + 3) noch freien Variablen erhalt.
.- H soll bedeuten, daB H aus dem Axiom ax* mit Hilfe der in elementaren
Theorien gebriuchlichen 7 SchluBregeln (Abtrennung, Quantifizierung in Implika-
tionen, Umbenennung gebundener Variabler, Termeinsetzung) und der iiblichen
15 aussagenlogischen Schemata ableitbar ist.2) Nihere Ausfithrungen tiber diesen
Ableitbarkeitsbegriff eriibrigen sich wieder deshalb, weil in § 2 klar ersichtlich ist,
mit welchen Hilfsmitteln wir ableiten.

Satz 1. Fir Ausdriicke H aus K, gili: Wenn FH, so agH.

Beweis. Offensichtlich ist ax* wahr (ag*ax*), denn es gibt ja ausgezeichnete
Belegungen, und jede erfiillt H*. Wenn daher |-H, so ag*H, also nach Lemma 1
auch agH.

Anmerkung. Die Gegenrichtung von Lemma 1 wird nicht gebraucht.

\

§ 2. Ableitung von ax aus ax™

1. Offenbar gilt: |- H*— HF (1 < (= 44). Das ist die Grundlage fiir alle nach-
stehenden Ableitungen. 7 ist stets ein K;-Term, H stets ein K,-Ausdruck. Bezeich-
nungen wie ,,7%//a, . H* /%", ,,H (a;)* haben die auf Seite 260 bzw. 251 erklirte
Bedeutung.

Aus H*— H? (1= 2,3,4) gewinnt man, induktiv {iber die Term- bzw. Aus-
drucksstufe, ein LErBNizsches Ersetzbarkeitstheorem zundchst fiir Terme:

FH* A ag=a;—> T =T%],,

1) Bei allgemein-rekursivem az kann man die Konjunktionsglieder Hj, und Hj, weg-

lassen.
2) Vgl. S. 259.
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alsdann fiir Ausdriicke:

FH* N = a;— (H— HY],) ; (11)
dabei wird vorausgesetzt, daB a; in H vollfrei, a; dagegen gar nicht vorkommt.
Sei jetzt j ein Index, der so groB ist, daB a; weder in H* noch in H auftritt. Aus (11)
ergibt sich:

FH* A Aa,-/\ aiéaj A H(ai) —>Aaj A H(aj)
und weiter:
- H* A Aajna;=a; A H(a;) —3a;(Aa; A H(ay)),
FH* A 3Ja;(dajn a;=a) A H(a;) — Ta; (Aa; A H(ay)),
also im Hinblick auf HZ:
P_H*/\ HaiH(ai) —)30/1; (A(li/\ H(at)) . (12)
Aus H*— H} (1 = 6,7;18,19; 20, 21) erhélt man durch vollstindige Induktion :

- H* /\z/_\lAa,, ——>1ﬁ1av = b§, (13)
11:0' =0 (1: g 1)
FH* — bi Pb,, (14)
FH* - S PS. (15)
Bei allgemein-rekursivem ax bleibt (15) weg. 4
Wenn a; in H vorkommt, so |- H* —> D(a;) CD(H). (16)

Weil namlich H als Ausdruck nicht mit @; beginnen kann, bestehen nur die Még-
lichkeiten

H=Z,a;Z, (Z,, Z, nicht leer) (a)
und

H = Za, (% nicht leer). (b)

Im Fall (a) erhilt man (16), indem man in der Conelusio von H*— Hg die Term-
einsetzungen a,/®(Z,), a,/P (a;), ay/P(Z,) vornimms. Tm Fall (b) zieht man H}
heran.

Wenn Va; nicht in H vorkommt (i = 1), so |- H*— ~®(Va,)C D(H). (17)

Sei { zunichst das letzte Grundzeichen von H. Sicherlich ist =g (1=i<p)

oder { = a oder { =), also @ ({) eins der Zeichen c; oder b, oder by. Tn H}) setzen

wir @ (C) fiir a, sowie @ (a;) fiir @, ein und schlieBen von H*— H, (, =1, 10) auf

H* > ~D(Va;) CD(C). . (17a)

Sei jetzt (Z ein Endstiick von H , dabei { 4= V und Z nicht leer, und es sei

H* - ~ ®(Va;) C D (Z) schon abgeleitet. Wir ziehen H}, mit /P (L), ay/P(a;),
a3/®(Z) heran und erhalten

H* — ~ & (Va;) C O (LZ). (17b)
Sei schlieBlich Va; Z ein Endstiick von H , dabeij = 4, und H*—> ~® (Va,) C D(2)
bereits abgeleitet. Fiir j > ¢ verwenden wir HY mit /by, ayJbiTt, a, )P (Z):
by Pbs A b5 Py A ~ D (Y 0:) C B(2) > ~ B(Vai) C B (Va;2)

19 Ztschr. f. math. Logik
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und gelangen von H*— H{; mit Hilfe von (14) zu
H* > ~Q(Va;) COVa;Z). (17¢)
Fir 1 <j < fihrt H; mit a,/b] und a,/b~7 ebenfalls zu (17c). Damit ist (17)
bewiesen.
Aus H*—> H] (1 = 14,15; 16, 17) erhilt man:

FH* > AT, falls T keine Variable ist; (18)
FH* - N®(T), |-H* - N®H). (19)
Als néchstes beweisen wir:
n+1
FH* I ( (B H a, /\ /\ Aay) (n=0). (20)

v=0

Das ist fir » = 0 im Hinblick auf H3, klar. Nun der SchluB von n auf » -+ 1:

n
b H* > HJ; in der Conclusio a,/ Ho Uy QU q, Gyla,,, ayla, s
-

n+2 n+1

l—H*/\BHa /\AAa =313 e (BHa /\AAa,,)

»=0 y=0

wegen der Induktlonsvoraussetzung (20), nach (n + 1)-maliger hinterer und
(n 4 2)-maliger vorderer Partikularisierung:

n+-2 n+2 w41
H*—)H (Aa,) (BHa/\AAa) q. e. d.
r=0

2. Ist T ein Term aus Kl, so qilt fir fast alle natiirlichen Zahlen n:

nt1 nti
FH*A Bll a, /\AAa —To(T) 11 a,Ca*. (21}
v=0 v=0 p=0)

Beweis. (a) Fir T = ¢, geht (21) sogar bei beliebigem n aus H* — Hj, hervor.
i—1
(b) Fir 7' = a; nehmen wir » =+ und benutzen HJ; mit aO/H a,t), ajja;,
n+1
aZ/v:i-haw b

n+1
}-H*/\BHa /\Aa,/\Ha < by —>a; @(a;) Il a, Ca*.
= =0
Hieraus erhélt man (21) mit Hilfe von (13).

c) Ist (21)bei jedem p mit 1 < p < m; fiir T = T, bereits bewiesen, und zwar
] u w "

jeweils fir fast alle #, so zieht man fir 7= f, Il 7, den Ausdruck H mit
n41 =1

b 1 q,, agu1/T,., a2,/P(T,) heran:
v=0

n+1 my n+1 741
FH*A Bl a,n A(T,0(T,) 11 a,Ca* NAT ANO(T) - TO(T) M a,Ca*.
y=0 =1 y=0 v=0

1) Weil ¢ = 1, ist diese Zeichenreihe nicht leer, also wirklich ein Term.
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Hieraus gewinnt man (21) — wiederum fiir fast alle » —, indem man (18) und (19)
sowie die m; Induktionsvoraussetzungen ausnutzt.

Ist H ein Ausdruck aus K, so gilt fiir fast alle n:

“+1
FH*/\BHa /\AAa NH —>bOH )Ha,,ga**. (22)
y=90 y=0 y=0
Zum Beweis geniigt die Bestitigung der nachstehenden Behauptungen [a],
[b], [e], [d].
(a] Ist H pridikativer oder verneinter pridikativer Ausdruck, so gilt (22) fiir fast
alle n.

Wir wihlen ein beliebiges », fiir das (21) mit 7 = T, bei jedem ymit1 < y <
n+1

zutrifft, und ziehen HJ mit o/l a,, g, 1/T,, a3,/P(T,) heran:
i=0

n+1 7, n-41 n+1
IH*/\BHaZ/\A(T(DT)HaL a*NAT, ANNOT)AH b DH ) I a; Ca**
=0 v=1 =0

fur H = R; H T,. Hieraus erhélt man (22), indem man (18) und (19) sowie die
)
Ny, Voraussetzungen (21) anwendet. — Fiir H = ~ R, Il 7, benutzt man H
v=1
statt H3,.
[b] Wenn (22) fiir H = H, und fiir H = ~H,, so (22) fir H = ~H, und fiir
H=~~H,.
lc] Wenn — bei festem n — (22) fiir H = H,, H= ~H,, H — H,,H=~H,,
so (22) fur H = (H,—> H,) und fir H = ~(H,— H,).
Man verwendet Hy, bzw. Hj, und Hj mit a,/® (H;).
(d] Wenn (22) fiir H = H,(a;) und fir H = ~ H,(a;),
so (22) fir H = Va;H(a;) und fir H = ~Va,H,(a;).
Wir wihlen j (>n -4 1) so grof, daB a; weder in H* noch in H, vorkommt, und
setzen zur Abkiirzung

n+1 n41 n i—
Na,=1I, (Ha,)aJHa——H Ada,=A, AAa/\AAa—A’
r=0 r=1+1 v=0 p=0 y=1+1
—1 n+1

[dy] F H*— H},; in der Conclusio ao/ H @, aqla;, amla;, a3/ Il q,:
—i41

I—H*/\BH/\Aai/\Aaj—eBﬂj. (23)
Nach Voraussetzung:
FH*ABIIAA ANHp —b,®(H)IICa**,
nach vorderer Generalisierung und Umbenennung der dann noch freien a; in a;:
t-H* A BII; AN A Aaj A Na;Hy —> b, D (H)T; Cax*,
wegen (23):
FH*ABIT AA A Aaj AVaHy — by @ (H,)1I; Ca**,

19*
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nach hinterer Generalisierung (a; kommt ja bei (24) in der Primisse nicht vor!):
FH* A BILAAA Vo Hy — Va; (Aa; — by @(H,) I1; Ca**). (24)
Andererseits: |- H*— Hj;, also (a,/a;, as/a; usw. in der Conclusio):
i—1
FH*ABIAAag;nla, =5 AND(H)AD(a;) COHY)A ~ D(Va;) CD(H,)
»=0
A Vaj (A(l/j —> bl d) (Hl) H,‘ g a**) —> bl@(V(liHI)H S a**;
auf Grund von (13), (19), (16), (17) und (24):
FH*A BIIAAAVYa; Hy — b, @ (Va; H,) T Ca**
— das ist (22) fir H = Va;H,.
[d,] Nach Voraussetzung:
FH*A BIIAAA ~Hy—b, @ (~ H,)II Ca**,
nach Umbenennung der freien a; in a; und hinterer Partikularisierung:
FH*A BUAN A Aagn ~ Hy(a)) > 3a; (Aa; A b, & (~ Hy) L Ca*¥),
wegen (23):
FH*ABIT AN Ada;jn ~Hy(a;) = 3a; (Aaj A by @ (~ H)II,; Ca**),

nach vorderer Partikularisierung (#; kommt ja in H* A BII A A nicht vor!) und
anschlieBender Umbenennung der g¢; in a;:

FH* A BIIAAATa; (Aa; A ~Hy) —>Fa;(Aa; A by @ (~ H )T Ca**),
wegen (12):

FH* A BIIAAA ~Va; H, —3a; (Aa; A by D (~ H)II Ca*¥). (25)
Andererseits: |- H* — Hj;, also (a,/a;, as/a; usw. in der Conclusio):

i—1
FH* ABILAAagn Il a, = B3 A ND(Hy) A D (a;) CP(HY) A ~D(Va;) CD(H,)
y=0

AN3a; (Aa; Aby D (~ H)ILCa**) — by @ (~Va, H)II Cax*;
nach Anwendung von (13), (19), (16), (17) und (25) ergibt sich (22) fiir H = ~Va, H,.

Lemma 2. Ist H ein Ausdruck aus K, so gilt fir fast alle n auch:

n+1 n n+1
FH*AnBll a,n A Aa, \b, ®(H) 11 a,Ca** - H, (26)
»=0 »=0 v=0

demnach sogar:
n41 n "1
FH* A BIl a, A A Aa, — (H«b, ®(H) 1l a, Ca**) .1)
»=0

=0 r=0

) Vgl S. C. KLEENE, a. a. 0., S.41, Lemma 6. Dem dort (S. 40) durch ,,(N)* bezeichneten
Axiom entspricht ungefahr unser HJ,.
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Beweis. Wir wihlen ein n, fir das (22) zutrifft, und ziehen H3 mit a,/® (H)
heran:

FH* A BIL Aby @ (H)IL Ca** — ~ b, @ (~ H)I Ca**.
Kontraposition in (22) —
FH* ABUAAA ~bP(~H)ICa** —+ ~~H
— fihrt dann zu (26).
Anmerkung. Im folgenden verwenden wir (26), nicht aber (22).

Variante. In der Konjunktion H* wird Hj, gestrichen. Die Conclusio von HJ (in
beiden Formen!) wird zu ~b,b,a,b Ca** abgeindert. Die Conclusio in (29) wird durch
~b, @(~H)bC a** ersetzt. Dann ist (26) entbehrlich: Satz 2 ergibt sich schon aus (22).

3. Wir wenden uns K, zu.
Wenn Z, eine (nicht-leere) Zeichenreihe aus K, ist und Z durch Einsetzung von O
bzw. Sv, fiir v, aus Z, hervorgeht, so gilt:
FH* — & (Z,) Sub®(v,) Sub®(0) Sub®(Z)
FH* - @(Z,) Sub®(v,) Sub® (Sv,) SubP(Z).
Das beweist man durch SchluB von Z, auf Z,{, (¢, + 1 <7 < £, + 8,), von H* — HY,
ausgehend. Unter Benutzung von Hj, bis Hj; zeigt man daraufhin ebenso leicht:

baw.

Wenn Gl eine aus 2 ableitbare Termgleichung ist, so
- H* > DO (GI). (7).
In H} z. B. sind bei dem (c¢’) (Seite 272) entsprechenden Induktionsschritt die
Substitutionen a,/®(Z,), a,/D(T,), as/P(Ty), afP(Z,) vorzunehmen — voraus-
gesetzt, daB Z, und Z, beide nicht leer sind. Bei leerem Z, bzw. Z, zieht man H
bzw. Hj, heran. (Wenn Z,T,Z, und T, = T, aus X ableitbar sind, kann nicht
sowohl Z, als auch Z, leer sein.)

Fiir jede nichi-leere Zeichenreihe Z aus Ky gilt:
FH* —> 866D QP (Z). (28)
Fir Z = &, (1 < 1 < t,) ergibt sich das aus H*—> Hj, und aus H*— Hjsleitet man
ab:
H* A 8602 QP (Z) — St +1-66D +* GD(Z) D(L,)
— die Conclusio ist identisch mit S¥Z%GP(ZL,), q.e.d.
Lemma 3. Wenn HE az, so
FH* A Bb-—>b, @ (H)ba**. (29)
Beweis fiir allgemein-rekursives axz. Wegen (la) ist gS®H0 = 0 aus X
ableitbar. Auf diese Termgleichung — wir nennen sie Gl — trifft also (27) zu. Wir
benutzen Hj; (in der ersten Form) mit a,/S%®, a,/®(H) und erhalten:
FH* A D®(G1) A S GP (H) A Bb — b, ®(H) b Ca**.
Das 148t sich mit Hilfe von (27) und (28) zu (29) vereinfachen.
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Beweis fir rekursiv-aufzihlbares ax. Wegen (2b) gibt es ein m =1
derart, daB g8"0 = 8" (= 1) aus X ableitbar ist. Wir benutzen H}, (die
zweite Form, mit @,/8™ usw.) und erhalten:
FH* A D® Q) \S"PS A SHEGD(H) n Bb —> b, ®(H)bC a**.
Das konnen wir mit Hilfe von (27), (15) und (28) zu (29) vereinfachen.

Satz 2. Wenn HE€ ax, so | H.

Beweis. Wir wihlen # so groB3, dafl (26) zutrifft, und ersetzen in (29) b durch
nf1

I @, Aus (26) wird daraufhin:
v=0

n+1 n
FH*»Blla, n A Aa, — H,

v=0 =0
n+4-1 n+1 7
FH* A1l (3a,) (BIla, A A Aa,)) — H,
=0 v=0 y=0

denn diese (n + 2)-fache vordere Partikularisierung ist statthaft, weil in H* nach
Konstruktion kein a, mehr frei vorkommt, wihrend H als Aussage iiberhaupt
keine Variable frei enthilt. So gilt schlieBlich:

FH*—> H wegen (20),
Fax*—> H durch (p+ g+ r+ k-+ !+ 14)-malige vordere Parti-
FH. [kularisierung,

Erst hier wird benutzt, daB |- ax*; alles bisher Abgeleitete waren pridikaten-
logische Identitéiten.

§ 3. Elimination hinzugenommener Grundzeichen

1. Wir wollen den erweiterten Kalkiil vereinfachen. Zunéchst erweitern wir
sogar noch K; durch Hinzunahme der Individuenvariablen ¢ — natiirlich auch in
Termen und Ausdriicken — und der pradikativen Ausdriicke LT, AtT und ET
(in denen T ein Term zweiter Art ist). Fir Wert*(T, B*) = I soll gelten:

B* Erf* LT genau dann, wenn ¥ die leere Folge ist.
B* Erf* AtT genau dann, wenn T ein Atom (also eine Folge der Linge 1) ist.
B* Erf*ET genau dann, wenn I eine nicht-leere Folge endlicher Linge ist.

Jede ausgezeichnete Belegung By, fir die iiberdies B (¢) = [¢] ist 1), erfillt die
Ausdriicke
La, <>a,a,=a,
a,Cay —3JazIaaza,0y = ay,
Ata,  «—Vay (a3 Cay — (3 = ay— ~ Lay)),
t1+t2
Na, <« ~La;nVay(Atagna,Cay—>a,=b,v V a, = (L),

LT=1

1) Das J-Element ¢ war auf Seite 274 (oben) bei der Definition von X eingefithrt worden.
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Aa;, «—Ata; A ~ Na,,
ay = ay«—JazIa,da; (daz A a; = aza, A a, = aza;)
vV (~3az3ay (dag A o, = aza,) A Jaza, = cay)
vV (Jazay = cagn ~ Ja,Aa; (Aa, /A ay, = a,a5))
vV ~3Ja;3a,3asTag (das A o, = agay A Aag A ay = agag)
(— das geht direkt aus der Definition von X hervor),
EBay« ~ Lay AVay (~ Lay nayCay —JazTa, (Aia, ~ ay = aya,))
(— denn fiir die endlichen Folgen ist charakteristisch, daB jeder mcht leere
Abschnitt ein letztes Folgenglied besitzt),

a, Pa,— Ea, \Vag (Ataz nay Cay — a; = a,)

und Ba,«— ~ La, n ~ Ja,Tay (Ata, A a; = aya,)

AYagVag(~ La, A ~ Lag A ay, = aya3 — Ea,)
AVay (Ata, A ay Cay — Aay)
(— denn die Folgen vom Typ w kénnen charakterisiert werden als diejenigen
nicht-leeren Folgen ohne letztes Glied, bei denen jedes echte Anfangsstiick end-
liche Linge hat).
Es sei Wert*(a,, B*) = X,. Wenn B* Erf*a, = a,, so gibt es eine natiirliche
Zahli (=1) mit
1= {tyogoci(t,€J) und E, = [65]' = {Os}o<r <. (30)

{Elogvei =y und (b5} = B;- (31)
Auf die mit Hilfe der ,,trennenden Folgenglieder* b, und b, (die ja sicherlich in den
9; und 3; nicht vorkommen) zusammengesetzte Folge

£3 = [by] @1[[’2] 81[[’1] SDz[[’z] 82 [b]] <o+ [by] gDi [bz] 8i [54] (32)
treffen offenbar folgende Feststellungen?) zu:
(a) ¥; ist endlich, aber nicht leer.
(b) X5 beginnt mit [b,, £y, by, by, b,], wobei 1, € J.
(¢) X3 endet auf [b,]X,[0,] X,[b,].
(d) In dem Zwischenstick zwischen irgend zwei Folgengliedern b, bzw. irgend
zwei Folgengliedern b, in X, kommt mindestens ein Folgenglied b, bzw. b, vor.
(e) Fir jedes ¥,, W, W, W,: Ist [b,] W,[by] Wy[b,] Welb,] W, [0,] ein Ab-
schnitt von X; und sind die genannten ¥, frei von b, — also eo ipso auch
von b, —, so gibt es erstens ein Atom 2 = [a] mit a € J und W, = W, A
und zweitens ist 8, = W, [6,].
AuBerdem ist

(f) by weder in X, noch in %, enthalten.

Wir setzen

1} Vgl. K. HARTIG, a.a. 0., insbes. S. 182 unten/183 oben. Siehe auch: W.V. QUINE, On
derivability. J. Symb. Log. 2 (1937), 113—119.
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Man iiberlegt sich leicht, daB aus den Forderungen (a) bis (f) auch umgekehrt
eine Darstellung (32) mit den Nebenbedingungen (30) und (31) resultiert, so daB
B* Erf*a, = a,. Demnach erfiillt jede ausgezeichnete Belegung By den Ausdruck

ay = ay«> ~byCayn ~b; Cay A Tag (Ea,
~dadag (Aag A ag = byaybybybias) Adaga, = agbya,b,a,b,
A Yag (018,461 Caz — by Cay) A (Byasby Cag — b, Cay))
7
ANaNagVagVa, (bya,byazb agbya,by Cagn A ~ b, Ca,
v=4
—> 3ag (Aag A ag = aya5) N0y = azby)).

Ganz analog bestéitigt man, dafl jede ausgezeichnete Belegung auch die folgenden
drei Ausdriicke erfiillt:

@y Suba, Sub ay Suba, «

T t
~Layn ~byCayn YV ay= D(,) A Nagn ~bCagn A ~D(E;)Cayn ~Db,Cqy
T=48+1 T=1

A das (Bag A Jagag = by bya,byag A Jagas; = agb,a,b, b,
AN ag ((byagh; Cas — by Cag) A (byagh, Cas > by Cag))

Ya,Va,V (byagbya,byagb,a,b A ~bC
AVagVa, VagVa, (byagbya, byagb,a,b, Cag A @,
8Vl Vg Vy (01240907 0,509,890, C a5 &d_

— (a5 = agag A a; = a,a,)
titts

Ve, ( Yﬂ‘ho = QL) A ~ay=ay Aag= aga,yna, = @1089))) s
=l

Da, < ~ b, Ca; A Jay (bya,b, Ca, /\Va3Va4Va5 (2, = agba,biagn ~byCa,
—> Va4 D(Gl,) v Jag (byagh, Cazh, V (@6 Subv, Sub0 Suba,
o=1 x=1
Vv ag Subv, SubSv, Suba,))

v 3agda;JagFag (ay = aga; a5/ ~ by Caglp by agayag by Caghy ADyagbyarb, Caghy)))
(—in diesem Falle kommen wir mit dem einen ,,trennenden Folgenglied* b, aus),
@Gty ~by Cay A ~by Cay Aday (Ba
t _
~AayV ag = b,87b, D () byay A Fa,ay = agbya,bya,b,
=1
AVay ((bragh; Cag— by Cay) A (bya,byCas — by Cay))

7
AN, YasVagVa, (bya,byaz b, agbya,by Cazn A ~b,Ca,
=4
|21
>V (45 =af*' 8 ray = a;D(3,))))
=1

(— hier haben wir die Elemente b, und b, als ,,trennende Folgenglieder* ver-

wendet).
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Durch Elimination der Grundzeichen C, N » 4, =, P, B, =, Sub, D und @
gemifB den oben zusammengestellten (semantischen) Aquivalenzen kénnen wir
ax* etwa in axy tiberfithren, wobei auch ¢ axy wahr ist. Aus dieser Aussage moge

axf und aus H mdge H hervorgehen, wenn man simultan die hinzugenommenen
Variablen (3) zuziiglich ¢ durch a, . . ., %, +t,+¢ Und jede Variable g, (i > 1) durch

Ph+tr+6+4 eTsetzt. Auch aaf ist wahr. Fiir H € gz 148t sich unsere Ableitung von H

aus ax* miihelos in eine Ableitung von H aus azf umwandeln ; aber I/J\ und H sind
trivialerweise ableitbarkeitsgleich. Da man selbstverstindlich zum SchluB noch die
logischen Zeichen A » V, <, I entweder in K; hinzunehmen oder aber in dem neuen
Kalkiil eliminieren kann, haben wir also einen elementaren Kalkil K, und in ihm
eine Aussage ax¥, die mit dem vorgegebenen Kalkil K, wie folgt zusammenhingen :
Ky besitzt zusiitzlich zu den Grundzeichen von Ky nur die eine Konstante = .
Terme in K, sind — wie die Terme zweiter Art in Ks — diejenigen nicht-leeren
Zeichenreihen, die man durch Verkettung je endlich vieler Ki-Terme erhilt.
Pridikative Ausdriicke in K, sind neben den aus K, dibernommenen noch die Zeichen.-
reshen T, = T,, sofern Ty, und T, Terme sind.
Jeder (innerhalb Ky) aus azf ableitbare Ki-Ausdruck ist in K1 allgemeingiiltig.
Aus axf ist ax (innerhald Ks) ableitbar.
Es liegt nahe, fir az{ an Stelle der umgeformten alten H§ (vor allem bei 1 <, = 24) Aus-
driicke zu suchen, die dasselbe leisten, aber von vornherein auf = zugeschnitten sind. Tatsich-
lich kénnte man so axy erheblich verkiirzen — nur einige wenige Eigenschaften der Folgen-

verkniipfung wiren zu formalisieren. Dafiir miiBte man aber eine ganze Reihe zusétzlicher
Ableitungen in Kauf nehmen,

2. 8ind T, ..., Toovy Tpyq,. .., Toim =1, m=> 1) Terme aus K; und
JosJ1s - - s furmeqs SO grofle Indizes, daB die Variablen % 0<v=n+4+m-+1)
nicht in den genannten Termen vorkommen, dann wird der Ausdruck

n—1 n+m n+m+1 n—1
1)l_'[o T, = ”=E+1T” > v—[[o (3a;) (Vkafoafo“fo /\V {\OVkajv T, o,
- B (33)1)
n+m
A V]ca,,-ﬂlajw1a,'n+1 /\v=nA+1Vkaj” Tya;, A Vkaja; a; )
allgemeingiiltig, wenn man in die Erf*-Definition aufnimmt :
B* Erf*VkT, T, T, genau dann, wenn
Wert* (T, B%) Wert*(T,, B*) = Weri* (T, B*).
Allgemeingiiltig sind auch die Augdriicke
JagVka,a,a,, (Al
Vka,ayay \ Vka,a,a, Vkasa,a, — Viagaga, (A 2)
und
Vka,aya \ Viayaza, — (Vka,a5a5+> Via,aga,) ; (A3)

A3 bringt ein assoziatives Gesetz zum Ausdruck,

') Diese etwas umstindliche Form ist fiir den nachher zu fithrenden Beweis zweckmiBig,
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Wir gehen jetzt von K, zu dem noch einfacheren Kalkiil K iiber, der statt =
das zusitzliche Grundzeichen Vk besitzt; zu den pridikativen Ausdriicken aus K,
kommen in Ky nur noch die Ausdriicke VkT, T, T, in denen die 7, — wie von jetzt
ab immer —Terme aus K, (also im Falle p = g = 0 stets Individuenvariablen) sind.

Aus einem K,-Ausdruck H geht eine Reduzierte von H dadurch hervor, daB jeder
pradikative Teilausdruck, der die Gestalt der linken Seite von (33) hat, durch die
entsprechende rechte Seite von (33) ersetzt wird, wobei die jeweiligen 7, J1s - - -
so grofl gewihlt sind, daB die Variablen @, @, ... in dem GesamtausdruckH
nicht vorkommen. Eine bestimmte Reduzierte von ez nennen wir axf. Durch ,, |-
deuten wir im folgenden die Ableitbarkeit (innerhalb K;) aus dem Axiomensystem

{ax¥, A1, A2, A3} (34)
an. Wir werden zeigen:
Ist H in K, aus ax} ableitbar und RAH eine Reduzierte von H, so | RAH. (35)
Fiir H € ax besagt (35): -H, denn H ist als K,-Ausdruck Reduzierte von sich selbst.

Fiir den Beweis von (35) ist ausschlaggebend, daB sich die Schlufiregeln von K,
und die von K; nur in der Termeinsetzungsregel unterscheiden. In K, sind némlich
Termeinsetzungen

af 1T, mitn=1 (36)
=1

statthaft!), wihrend in K; — wegen der eingeschrinkten Termbestimmungen —
davon nur der Fall » = 1 erlaubt bleibt. Nun 1a8t sich aber jede Termelnsetzung
(36) in endlich viele Termeinsetzungen der Formen a;/a; a;, (mit i, == i ¥ i,)
und a;/T, (einschlieBlich Variablenumbenennung) auflésen. Daher reduziert sich
die Behauptung (35) auf diese:

Geht der K- Ausdruck H, der a; vollfre@ aber weder a;, noch a;, enthdlt, durch dze

Substitution a;/a; a;, in den K,- Ausdruck H iiber und ist RAH etne Reduzierte von H
dann gilt:
Wenn - RdH, so |- RdH . (37)

Jeder a; enthaltende pridikative Teilausdruck von RdH hat die Gestalt
Vkaj a;a;, (wobei die drei Indizes verschieden sind). Steht namlich ein priadikativer
K;-Ausdruck (der mit einem R, beginnt) in Rdfi , 8o auch in H selbst — folglich
kann in ihm @; nicht vorkommen, weil sonst H kein Ausdruck wire. Und Teil-
ausdriicke Vka;; T,q;,, bei denen T, zwar a; enthélt, aber nicht mit a; identisch ist
(also mit einem f; beginnt), kénnen in Rd H nicht auftreten, weil 7, auch in H
selbst stinde und H wieder kein Ausdruck wire,

Wir setzen Vkaa;a; = H,. Ist I" ein beliebiger Teilausdruck von RdH, so
moge I" dadurch aus I" hervorgehen, daB jeder die Variable a; enthaltende pradi-
kative Teilausdruck I'; von I" durch 3a, (H, » I')) ersetzt wird. Wir beweisen :

FHy— (I'—1I"). (38)

1) — natiirlich nur unter gewissen (auf der Hand liegenden) Voraussetzungen iiber die auf-
tretenden Variablen.,
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Aus A2 erhalten wir:
FVka; a;a; A Vka, a;,a; 7 Viaj,a;05, — Viaj,a; aj,.

also, nach vorderer Partikularisierung und Umbenennung der gebundenen a;
m a;, fir I' = Vkaj a;a;,: :
FHoA3a,(H A T) - T
weil aber auch

;‘IIO/\F—> Elai(Ho Ar),

ist (38) fiar pradikatives I” gesichert — denn fiir a; nichtenthaltendes pridikatives I”
ist die Behauptung trivial. Durch Induktion bestéitigt man (38) leicht auch fiir
zusammengesetztes 1.

Wir behaupten weiter: _

F(RIH) — RdH. (39)
n—1 n+m

Offenbar geniigt es, @Yfir A= 7T,= 11 T, (n=1,m =1) zu beweisen und
=0 r=90+1

dabei die j, in RIH so zu wihlen, daB sie auch von 4; und i, verschieden sind;
mindestens einer der » -~ m Terme T, soll a; enthalten, also gleich a; sein. Es sei N

die Menge der v mit 7, = a;. Wir setzen A Vi a;,a;0; = A; und fassen die an-
vEN

deren Konjunktionsglieder aus RJH konjunktiv zu A zusammen. Das Prifix
des Ausdrucks RdH , also der rechten Seite von (33), nennen wir ¥. Bis auf ein-
fachste aussagen- und prédikatenlogische Umformungen stimmt dann

(RAH)  mit ¥ (A 3a;(H, A Ay))
und

RiH  mit (AT @a) A (Vkaj, a0 7 Viay a;,a, )

vE N 14 vE N 14 14 L4 v+

tiberein, wenn die Indizes k,(v € N) alle verschieden und groBer als jeder andere

in RdH auftretende Indexsind. Setzen wirnoch A ( Vka; a; ar 1 Vkay a;,a; ) =4,,

vEN
so geniigt zum Beweis von (39), daB wir zeigen :
F3a; (Ho/\Al)‘_’HGak,,) 4. (40)
vEN

Aus A3 (mit afa; , aja; , as/a,, Ulag,, asla;, agl/a;, ) ergibt sich rein aussagen-
logisch einerseits :

IFA Vk“y',,“ilalc,,AHo/\A1 —> A2, (41&)
vEN
andererseits : #Ho/\Az > H, 1 4. (41Db)

Wir beachten, daf} die a;, weder in A; noch in H, vorkommen, a; dagegen nicht
in 4,. In (41a) partikularisieren wir die @ erst hinten, dann vorn, auBerdem

vorn a;: - A Ja; Vka,- ailak A da; (HO/\ Al) —1I (a(lk )A2;
veN ¥ v 3 vEN v

auf Grund von A1l entsteht hieraus (40) mit ,,— statt ,«". In (41b) partiku-
larisieren wir a; erst hinten, dann vorn, auBerdem vorn die .} nach Abtrennung
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von Ja; H, (vermoge Al) haben wir auch die andere Richtung von (40) gewonnen.
Mit Hilfe von (38) und (39) kénnen wir nunmehr (37) — und damit (35) —
beweisen. Wenn | RdH, so wegen (38) auch |-H,— (RdH) ; die Conclusio ent-
h&lt a; nicht mehr frei, so daB wir a; in der Priimisse partikularisieren und danach
wieder a; H, abtrennen konnen. Aus (39) ergibt sich dann die Behauptung.

Wir fassen zusammen:

Der elementare Kalkiil Ky hat zusdtzlich zu den Grundzeichen von K, nur die eine
(Pridikaten-)Konstante Vi,

Ks besitzt dieselben Terme wie K.

Pridikative Ausdriicke in Ky sind neben den aus K, ibernommenen nur die Zeichen-
reshen Vi T, T,T;, sofern die T, Terme sind.

Jeder (innerhalb K;) aus dem angegebenen endlichen Axiomensystem (34) ableit-
bare K,-Ausdruck ist in K, allgemeingiiltig.

Aus dem Axziomensystem (34) ist ax (innerhalb K) ableitbar.

(Eingegangen am 5. Mirz 1958)




