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This   is   a  sequel   to m y   article devoted   to  the  development   o f   Fregean  logi-

cism. T h e  f i r s t  part dealt  wi th  its „ r i se  a n d  fa l l " ,  i. e .  i t s  initial  succes s  i n  a n a 

lyz ing  t h e  c o n c e p t  o f  n u m b e r  a n d  its subsequen t  fall  a t  R u s s e l l ' s  a n t i n o m y .  In  

t h e  c o u r s e  o f  t h e  p r e v i o u s  ar t ic le  w e  d i d  no t  ( h a v e  to) l e ave  t h e  a r e a  o f  t h e  

c lass ical  F r e g e a n  r e sea rch .  O n  t h e  cont rary ,  R u s s e l l ' s  p a r a d o x  a n d  its ana ly 

s i s  b r ing  u s  n o w  t o  t h e  s e c o n d  par t  o f  t he  w h o l e  s tory  - t h e  (a l l eged)  r e sur rec 

t ion  o f  the  log is t ic  idea  in the  w o r k s  o f  Cr i sp in  W r i g h t  a n d  G e o r g e  B o o l o s .  

W e  f i n d  o u r s e l v e s  in t h e  m i d d l e  o f  a neo -Fregean  — structuralistic -  approach 

based  on  the techniques  o f  modern  model-theoretical  logic  a n d  (meta)mathe-

matics. W e  d o  not w a n t   to criticize  it  yet .  but  only  present s o m e  o f  the most  

important resul ts  such a s  the consistency o f  H u m e ' s  Principle o r  categoricity  

o f  F r e g e ' s  (and P e a n o ' s )  second-order arithmetic. 

Toto j e  jakési  pokračování  a  dokončeni  mého  článku  věnovaného  osudům 
Fregova  logicismu.  V  první části  (Kolman  (2005); dále jen  LPT), orientující 
se  na  klasickou  éru fregovského bádání, j sem se zabýval některými aspekty 
jeho  „vzestupu  a pádu",  tj. vylíčil j sem hlavní  linii  Fregovy  bezprecedentní 
analýzy  čísla  coby  pojmového přívlastku  a  upozornil  na  signifikantní rysy 
odvození Russellova paradoxu,  který  Fregovy  výsledky  podle  široce  sdíle
ného  mínění  definitivně znehodnotil.  Obsah  této  druhé  a  poslední  části  je 
údajné  „znovuvzkříšení"  logicistické  ideje,  iniciované  především  pracemi 
Crispina Wrighta a George Boolose. 

Zahrneme  sem  reinterpretaci  abstrakčních  principů  j ako   byl  Grundge-

setz  V  či  Humův princip, a  tím  i nový pohled  na  Russellův paradox, dále pak 
důkaz bezespornosti  Humova principu, definici Fregovy aritmetiky  a  hlavní 
kroky důkazu  tzv. Fregova  teorému, tj. odvození Dedekindovy  resp.  Peano-
v y   charakterizace  struktury  přirozených  čísel  -  tzv.  Peanových  axiomů  -
z  Humova  principu  v  rámci  logiky  druhého  řádu  a  Fregův  nedávno  „obje
vený' '  paralelní důkaz jej ich kategoričnosti  via  rekurzivní teorém. 

Tím  budeme mít konečně připraveno pole pro samostatné studie hodnotí
cí zvláště jemnými  nástroji jak   místo  Fregova  logicismu  v e  filosofii mate
matiky  a  dějinách  logiky  (konstruktivistický  a štrukturalistický  výklad  Hu
mova  principu),  tak  běžnou  argumentaci  pro  či  proti  platnosti  logicistické 
teze. 
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2 .  Z m r t v ý c h v s t á n í   v  H i l b e r t o v ě  h o t e l u  

Russellův  paradox  nezasáhl  jen  Fregův  systém,  ale  všechny  „logicistické" 
pokusy jeho současníků, mezi  nimi  i Cantorovu teorii  množin. Podobně jako  
u Frega vyšla  i Cantorova analýza čísla z  relace rovnopočetnosti  (EQ),  jeho 
zájmy byly ale poněkud obecnější. Stejně jako Dedekind se Cantor zpočátku 
zajímal o  topologické vlastnosti  bodů  na přímce (lineare Punktmannigfaltig-

keiten)  -  vlastnosti  kontinua.  Těm  odpovídají  čísla  reálná,  která  Cantor 
(i  Dedekind)  vlastním  způsobem  z(re)konstruoval,  aby  si  následně  mohl 
klást  otázky  týkající  se jejich  počtu,  tedy  obrátit  pozornost  k  poměřování 
množin  nekonečných. 

2.1  Cantorův  paradox 

Vedle  toho,  že  jsou  dvě  množiny  X,  Y,  ať   konečné  či  nekonečné,  stejně 
velké,  platí-li  EQ,  tj. existuje-li  prosté zobrazení jedné  na  druhou, bychom 
měli  sklon  říci,  že j e  X  co do počtu  menší než  Y, je-li  X  prostě zobrazitelná 
na  vlastní  část  Y .   Již  dávno  před  Cantorem  však  bylo  pozorováno  to,  co 
obecně  známe  pod  Bolzanovým  titulem  „paradoxy  nekonečna",  speciálně 
prostá zobrazitelnost nekonečné množiny  na  vlastní část. 

Z a č n e m e - l i  p o d  s e b e  p s á t  p ř i r o z e n á  a  s u d á  č í s l a  

1  2  3  4  ... 

1  I  I  I  ... 
2  4  6  8  .... 

j e  záhy  zřejmé, že  se  odpovídající pojmy  nacházejí ve  vztahu  rovnopočet
nosti  založeném  na  prostém  zobrazení  f(x)  =  2x,  neboli  že  oběma  řadám 
přísluší stejné číslo NxPx, Cantorovými  slovy „stejná mohutnost" nebo také 
kardinalita.2  Každému  přirozenému  číslu  odpovídá  právě jedno  číslo  sudé 
a  vice  versa.  (To,  že j sme ze výše uvedeného seznamu  vynechali  číslo 0  ne
vadí:  nekonečné  posloupnosti  0,  1.  2,  3  ...  a  1,  2,  3,  ... jsou  evidentně  opět 
rovnopočetné.)  Prostá  zobrazitelnost  na  vlastní část zde  tedy  nemůže zname
nat  menší  kardinalitu  (<),  neboť  pak  by  měla  nekonečná  množina  menší 
počet  prvků  než  ona  sama.  Dané  kritérium j e  třeba  uchopit  negativně: je-li 

1  Připomeňme, že  v LPI  j sme rovnopočetnost  dvou pojmů  F a  G,  symbolicky  „EQX ̂ (Fx.Gy)" 
a volněji také  „F  eq G", definovali jako relaci 

(EQ)  (3R)[(Vx)(Fx  -H>  (3!y)(Gy A xRy)) A (Vy)(Gy -> (3!x)(Fx A xRy))l. 
2  Cantorova  mohutnost  není definována na  pojmech, ale  na  množinách, vyjdcme-li tedy  z běž
ného  značení  |A|  mohutnosti  množiny  A,  pak  pro  Fregův  kardinální  operátor  platí  NxPx  = 
|{x;Px|[.  
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množina  A  zobrazitelná  na  vlastní část  množiny  B,  pak  není  „větší" neboli 
j e  menší nebo rovna (<). 

Novým  „paradoxem",  který  tradice  neuvažovala,  bylo  zjištění,  že  lze 
podobnou  konstrukci  provést  rovněž  u  racionálních  čísel,  t j .  že  lze  zkon
struovat prosté zobrazení přirozených  čísel  na  racionální, což j e  o  to  zvláš
tnější,  že  racionální  čísla  mají   z jevně  od  přirozených  radikálně  odlišnou 
strukturu:  mezi  každými  dvěma  se  nachází  nekonečné  množství  dalších 
(vlastnost  hustoty).3  Čísla  racionální,  speciálně  dvojice  čísel  přirozených, 
maj í  tedy stejnou mohutnost j ako  přirozená čísla. Totéž  lze přirozeně ukázat 
pro  trojice,  obecně  tedy  n-tice  čísel  pro  n  konečné.  K  podobné,  mnohem 
překvapivější  redukci  dimenzí  dospěl  Cantor  i  pro  kontinuum:  ukázal,  že 
přímka, rovina, obecně tedy  n-rozměrný  prostor, mají stejný počet bodů.4  

Chápeme-li  přirozená  čísla  j ako   jakousi  kanonickou  strukturu,  lze  se 
nyní ptát, je-li  možné  i j iné nekonečné  množiny nějakým způsobem  spočíst, 
tj. očíslovat  přirozenými  čísly  tak,  aby  každému  odpovídal  právě jeden  její  
prvek  a  vice  versa.  Této  vlastnosti,  tj.  rovnopočetnosti  množiny  (extenze 
pojmu)  s  množinou  (ne  nutně  všech)  přirozených  čísel,  se  říká  spočetnost 

a v ý š e   uvedené  dílčí  výsledky  by  mohly  vést  k  domněnce,  že j iné   nežli 
spočetné  nekonečno  není.  V  rozporu  s  tím  Cantor  ukázal, že  množina  reál
ných  čísel  (kontinuum) j e   nespočetná,  že  tedy  „existují"  i  j iné   -  vyšš í   -
mohutnosti. 

Cantorův  argument j e  opět  velmi  názorný:  Mějme všechna  reálná  čísla 
intervalu  [0.  1)  nějakým způsobem očíslována přirozenými  čísly, tj. uspořá
dána do řady a l s  a 2, a 3 ,  .... jejíž  /- tý člen zapisujme j a k o  O.anajjajj...  . Uvažme 
nyní reálné číslo c  = O.c^jc^.... pro jehož  j-tý  člen desetinného rozvoje platí 

Cj  =  1  jestliže  ay  *  1 
2  jestliže  a i :  =  1. 

Toto číslo j e  jednoznačně popsáno, zároveň se  však od každého prvku  a*  po
sloupnosti  liší  v  /-tém  členu  desetinného  rozvoje, pro  nějž  z  definice platí 

Uvažujeme-li pro jednoduchost syslém  všech dvojic přirozených čísel, j e  příslušné zobrazení 
dáno  předpisem  c(x,y)  =  I/2(x+y)(x+y+l)+x.  Racionálních  čísel j e   tedy  -  jak  lze  odvodit  -
méně  (<)  než  přirozených, opačná  nerovnost  (>) j e  triviální,  a  zbytek  vyplývá  z  tzv.  Cantor-
Bernsteinovy věty. tj. tvrzení: |A |  < |B|, |A |  > |B| —> |A| = |B|. 

4
 Pro jednoduchost vezměme „pouze" interval  f0,1 ]  reálné  osy.  Každé číslo z  tohoto  intervalu 

má  jednoznačně  urěený  nekonečný  desetinný  rozvoj. Přiřadímc-li  dvojici  čísel  x  = O . x ^ x j . . .  
a  y  = 0,yiy:yj... číslo z = O.XiyiXiy:..., j e  zřejmé, že jsme tak  prostě zobrazili  body  příslušného 
čtverce do příslušné přímky, tedy  ukázali, že jich není více. -  Cantor  si  původně myslel, že  tím 
dokazuje celou  rovnost,  tj. že se jedná  i  o  zobrazení na, což  není  pravda  s  ohledem  na  dvoj
značnost  rozvoje čísel  typu  0.499999  a  0.500000, srv.  Dauben  (1979). Tím  se  zde  ale  nemu
síme trápit: nám stačí aplikovat opět Cantor-Bernsteinovu  větu. 
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cj ^  a,i.  Nemůže  tedy  být  v  uvedeném  výčtu,  ačkoli  tam  podle  předpokladu 
měla být všechna čísla intervalu. 

Tomuto  a  dalším  podobným  argumentům  se  říká  diagonální?  neboť 
zmíněná  konstrukce  -  diagonalizace  -  čísla  c  spočívá  v  jeho  odlišnosti  od 
diagonály  a .̂  Obdobným  argumentem  lze  ukázat,  že  i množina  všech  pod
množin  P(N)  přirozených  čísel  N  (obecně  tedy  nekonečné  spočetné  mno
žiny) není spočetná,  neboli j e  nespočetná.  Libovolnou  podmnožinu  u  lze  re
prezentovat jako nekonečnou posloupnost jedniček  a nul  neboli  pomocí cha
rakteristické funkce u(x) takové, že 

u(x) =  1  jestliže  x  e  u 
= 0  jestliže  x  g  u. 

Předpokládáme-li  nyní  spočetnost  všech  prvků  z  P(N),  tj. jejich očíslování 
ui,  U2,  ... přirozenými čísly, dovolí nám  diagonální úvaha zkonstruovat mno
žinu,  která  mezi  nimi  není,  totiž  v  takovou, že v(x) ^  ux(x) neboli  v  =  {x;  x 
i.  u x } .   Této  definice,  nyní j i ž   bez  diagonální  (dvojrozměrné)  doprovodné 
ilustrace,  lze  ovšem  použít  pro  libovolnou,  tj.  i  nespočetnou  nekonečnou 
množinu,  necháme-li  analogicky  všechny j e j í  podmnožiny  zkusrno  indexo
vat jejími prvky. Proti  původní domněnce jediného nekonečna zde tedy  stojí 
neomezená hierarchie větších  a větších nekonečen. 

2.2  Cantorův  paradox 

Posledně  jmenované  tvrzení,  tzv.  Cantorova  věta,  podle  níž  má  potence 
množiny  větší  mohutnost  nežli  tato  množina  sama,  zajistilo  sice  teorii 
množin  definitivní  status  nauky  o  (nyní  j iž   stratifikovaném)  nekonečnu, 
zároveň  s  ní  na  svět  přišel  další  z  nekonečných  paradoxů,  tzv.  paradox 
Cantorův.  Zabýváme-li  se  mohutnostmi  předmětů,  je  zřejmé,  že  největší 
počet  musí  mít  množina  předmětů  všech,  tj.  celé  univerzum  V.   Podle 
Cantorovy  věty ale mohutnější množina existuje, totiž  P(V). Spor!  -  Pro  nás 
j e   momentálně  zajímavé především  to,  že  právě  analýzou  této  antinomie 
objevil Russell spor ve Fregově systému. 

Vycházeje z  výše uvedeného předpokladu, že univerzu, tj. extenzi  predi
kátu  =  E,"  náleží největší číslo Nx(x  = x)  a  že  v  něm  kromě  množin exis
tuje  báze  prvků,  které  množinami  nejsou  -  logických  atomů  - ,   uvažoval 
Russell'1 zobrazení/univerza V  na  P(V) takové, že 

5  Výše  uvedený  diagonální  argument  k  důkazu  nespočetnosti  použil  Cantor  ale až  roku  1891. 
první  -  v jistém  smyslu  elegantnější -  pocházel  z  roku  1984  a  využíval  toho,  že j e  množina 
reálných čísel  uzavřená  na  suprema. Srv. k  tomu  Hallett (1984) či  obecně Dauben  (1979). 
6  Viz Russell  (1903), §349. 
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f(x) = { x }   je-li .vatom 
= x  jinak. 

Toto zobrazení není prosté, neboť je-li M atom, platí f(x) = { x }   = f({x}) ,  
Russellovu  účelu  ovšem  postačuje, neboť využívá předpokladu, že j e  P(V) 
v e  V  obsaženo, a  to  vlastní inkluzí. Paralelně  k důkazu Cantorovy věty  uva
žuje nyní Russell kritickou množinu v  = {x; x  ř  f(x)}.  Jelikož pro atom  platí 

x  e  { x }  = f(x), redukuje se definice n a v =  j x ; x í  x } .  Zatímco v  Cantorově 

případě vedl  předpoklad  existence  množiny  u  takové, že f(u) = v  = [ x ; x ť  

f(x)  j ,  přes  pozorování,  že  u  G  f(u) tehdy  a jen  tehdy, když  u  g  f(u),  k  po

pření existence zobrazení /;  zde se  -  via Russellův paradox -  ocitá v  pochyb

ném  světle j i ž  sama  množina  v  =  {x;  x  g  x } ,  tedy  samotný  způsob defino

vání množinových objektů: v  e  v  tehdy  a jen tehdy, když v ř   v. 
Souvislost Russellova paradoxu  s Cantorovým j e  ovšem mnohem  hlubší, 

než by  se z  výše  naznačené  historie Russellova objevu mohlo zdát. Podívej
me  se  na  princip  pojmové  abstrakce  očima  současné  teorie  modelů,  tedy 
ptejme se, j a k  musí vypadat struktura, v  níž platí formule 

#F  =  #G  <->  F ~ G.7 

V  takovéto  struktuře  má  symbolu  „#"  odpovídat  funkce /  přiřazující pod
množinám nosiče A  (univerza) jeho prvky, a  to  tak, že  množinám ekvivalen
tním  podle  relace  ~ přiřazuje prvky stejné, množinám  neekvivalentním  růz
né.  Jedná  se   tedy  o  funkci  z  P(A)  do  A  (symbolicky / :   P(A)—>A),  pro  níž 
platí: 

f(X) = f (Y)   O  [X]_=[Y]_. 

Uvážíme-!i  namísto  množiny  P(A) j e j í  kvocient  PA/~,  tj.  množinu  všech 

jejích ekvivalenčních  tříd  {[XJ_;  X  G P(A)}, můžeme uvedenou ekvivalenci 

chápat j ako  požadavek  na  existenci funkce gf, která prostě  zobrazuje P(A)/~ 
do  A  (symbolicky  g f .   P ( A ) /—> M A) .  Pro mohutnost příslušných  množin  to 
znamená, že musí platit 

(1)  |P(A)/~| <  |A|.  

7  Připomeňme, že v  LPI jsme tzv. Gnmdgesetz  V 

(GV)  (x; Fx} =  j x; G x |   <->  (Vx)(Fx  <-» Gx), 

odpovědný za odvození  Russellova  paradoxu,  nahlédli  jako speciální  případ  tzv.  pojmového 

principu  abstrakce  formy 
#F  =  #G  o  F - G ,  

kde  „F"  a  „G" reprezentují pojmy prvního  řádu  a  „#F",  „#G"  předměty, které  pod  ně  spadají 
resp.  mohou  spadat. 
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Toto  je  tedy  obecná  analýza  takovéhoto typu  abstrakčních definic. Kon
krétnější představy  o příslušné funkci/závis í  na  specifikaci příslušné relace 
ekvivalence  rozdělující P(A)  na  určitý  počet vzájemně disjunktních ekvi-
valenčních  tříd.  V  případě  GV j e  onou  ekvivalencí totožnost  prvků,  kterou 
u množin  bereme  za definici jejich  identity  -  GV j e  specifická obdoba axio
mu  extenzionality. To ale znamená, že se P(A) rozpadne  na právě tolik  ekvi-
valenčních  tříd, kolik j e  v  A  podmnožin, tj. 

(2)  |P(A)/~| = |P(A)|. 

S  ohledem  na  (1) po nás  tedy  G V  chce, aby platilo 

(3)  |P(A)| < |A|, 

což j e  ovšem pravý opak tvrzení Cantorovy věty! 

2.3  Fregova aritmetika 

Cantorův  a  Russellův  paradox  mají  tedy  stejnou pozitivní  příčinu  -  Canto-
rovu  větu.  S ohledem  na  ni  není GV  splnitelný  v  žádné standardní struktuře 
predikátové logiky druhého řádu. 

Jestliže  Frege  od  počátku  axiomu  GV  nedůvěřoval,  tj. pochyboval,  zda 
se jedná  o  analytický  princip, rozhodně neočekával  -  stejně jako nikdo z je
ho  současníků  že se jedná dokonce o  negaci  takovéhoto principu, tj. kon-

tradikci.  Odtud  také jeho  překvapení  a  neschopnost,  ba  neochota  paradox 
ošetřit. 

Úkol  GV  v  rámci  systému  byl jasný: zavést logické předměty,  mezi  nimi 
i čísla. Jeho vyškrtnutí by  tedy  sice blokovalo výše popsané odvození sporu, 
zároveň  ale  i  odvození  vět  aritmetiky,  tedy  sledovaný  cíl.  Odhlédněme  ale 
na  okamžik  od  obecných  problémů  inkonzistence  GV,  tedy  otázek  spjatých 
s  úlohou  množinové  abstrakce,  a  vraťme se  k  Frcgově  výkladu  z  Grundla-

gen,  speciálně ke kontextu,  v  němž  byl  GV  zaveden. Zmínili jsme. že  tomu 
tak  nebylo explicitně, ale  implicitně  v  rámci  důkazu  Humova principu  (HP), 
jenž také hraje v  poloformálním nárysu dalších kroků rekonstrukce aritmeti-
ky  prominentní  roli."  Je  tedy  na  místě  domněnka,  zda  aritmetika,  speciálně 
j e j í   axiomatizace  v  podobě  tzv.  Peanových  axiomů,  není  odvoditelná  j i ž  
z  Humova principu samotného. 

Tuto „hypotézu" vyslovil jako první Charles  Parsons  roku  1965.  Crispin 
Wright  roku  1983  příslušné  dedukce  předvedl,  spolu  s  další  domněnkou, 
totiž že j e  Humův  princip, narozdíl  od GV, konzistentní. V  reakci  na  Wrigh-

8  V LPI  j sme Humův  princip zavedli jako jeden z pojmových abstrakčních principů 
(HP)  NxFx = NxGx  F eq  G, 

v  němž ecj značí relaci  rovnopočetnosti. 
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tovu  knihu dokázal George Boolos, že  Humův princip skutečně konzistentní 
j e  a  spolu  s  logikou  druhého  řádu  (L2)  tvoří  systém  ekvivalentní Peanově 
aritmetice  druhého  řádu  (PA2),  který  může  být  nazýván  Fregovou  aritme
tikou  (FA)."  Boolos dále  zdůraznil,  že  Frege ve   svém  náčrtu  vlastního  pro
vedení logicistické teze v  Grundlagen  použil  inkonzistentní GV pouze  k  dů
kazu  HP,  a  navrhl,  aby  byla  odvoditelnost  Peanových  axiomů  z  Flumova 
principu nazývána Fregovým teorémem (FT).'" Richard  Heck  nakonec  uká
zal,  že Frege všechna zmíněná odvození  v  rámci  formalismu  Grundgesetze 

skutečně  provedl,  a  to  včetně  Dedekindova  důkazu  kategoričnosti  P A 2 . "  
V ý s k y t  G V  se  v  těchto dedukcích  sice neomezuje pouze na  důkaz  FIP,  v  ta
kových  případech j e j   lze  ale  eliminovat. Tolik  hlavní milníky  novofregov-
ského  bádání.1"  K  posouzení jejich  postavení  v  obecných  otázkách  vztahu 
aritmetiky  a  logiky, čísla  a  paradoxu, ovšem potřebujeme detaily. Začněme 
onou bezesporností HP. 

Boolosův  důkaz  spočívá  v  konstrukci  modelu,  jehož  bází j e   množina 
N  všech  přirozených  čísel.  Humův  princip jakožto  případ  zákona  abstrakce 
vyžaduje  existenci  funkce /,  přiřazující  podmnožinám  nosiče,  tj.  prvkům 
P(N), stejná čísla tehdy  a jen  tehdy, jsou-li rovnopočetné. Definice f(X) = | X |  
funguje   dobře  pro  případy,  kdy j e  X  konečná.  Pak j e  |X |  přirozené  číslo  n, 

vyjadřující   počet  předmětů  množiny  X.  a  zároveň prvek  nosiče.  P(N)  nemá 
ovšem pouze konečné prvky:  náleží j í  celá  N,  množina všech  sudých  čísel, 
lichých  čísel  atd.  |X |  j e  v e   všech  těchto  případech  nekonečná  mohutnost 
(nekonečné  kardinální  číslo),  X  tedy  výše   uvedenou  funkcí není  zobrazo
vána do N, neboť tam j sou  pouze konečné kardinály. 

Cesta  k  nápravě  ale  není  obtížná:  ačkoli  j e   v  P(N)  nekonečně  mnoho 
nekonečných  množin  (vyjmeme-li např.  z  N  konečně  mnoho  čísel  získáme 
opět  nekonečnou), všechny mají  stejnou  mohutnost,  totiž  mohutnost celého 
N.  Jinými  s lovy:  jsou  spočetné  a  |X|   pro  X  nekonečné  se  tak  vždy  rovná 
prvnímu  nekonečnému  kardinálnímu  číslu  No-  Nyní  máme  dvě   základní 
možnosti j a k  definovat model, v  němž platí HP. 
(1)  Ponechat  definici  f(X)  =  |X|,  ovšem  s  tím,  že  prvky  nosiče  rozšíříme 

o  No;  namísto  N  tedy  uvažujeme množinu  {0,  1,  2,..„  No!,  která j e  opět 
spočetná, tj. nemá j iné než spočetné podmnožiny. 

y  Viz  Boolos  (1987).  V  článku j e  odkaz  na  Burgessovu  recenzi,  v  níž j e  příslušný  důkaz 
konzistence naznačen. 
1 0  Viz Boolos (1990). 

"  Viz  Heck  (1993), Heck (1995). 

Reprezentativní  soubory  předchozích,  ale  i jiných  článků  moderního  fregovského bádání 
představují Boolos (1998), Demopoulos (1995) a  Schirn  (1998). 
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(2)  Ponechat  nosič N a redefinovat f u n k c i /  

f(X) = |X[+l  X j e  konečná 
= 0  X j e  nekonečná. 

V  obou  případech jsou  množinám  různé  mohutnosti  přiřazeny  různé prvky 
nosiče  a  vice  versa.  HP j e  tedy  splněn,  čili  bezesporný.  Podle  Boolosovy 
rady  se  měl  Fre^e  ihned  po obdržení Russellova dopisu zaregistrovat  v  Hil-
bertově hotelu.11 

2.4  Čtyři  pr inc ipy  

Idiom  impredikativity  spojil  Russell  s  představou  bludného  kruhu:  princip 
zavádí nové předměty, zároveň  ale j i ž  předpokládá, že jsou  v  univerzu, přes 
něž kvantifikuje.  Tento konstruktivní element  v  hilbertovské  metodě  impli
citních  definic  a  průkazů  bezespornosti  předvedením  libovolného  modelu 
chybí;  hierarchie  množin, jejich  potencí  a  funkcí j e  jednoduše  předpoklá
dána jako  daná.  Russellově představě bludného  kruhu  tedy  odpovídá  pouze 
fakt zobrazování podmnožin  nosiče  D  do  tohoto  nosiče  samotného, tj. sku
tečnost, že zvažujeme funkci /: P(D)^D.  Okolnost,  že  toto zobrazení  reali
zovat nelze,  sama  nijak paradoxní není,  stejně jako okolnost, že  to  v  jiných 
případech - jako j e  HP  -  vychází. 

V ý š e  popsanému  konstruktivnímu  výkladu  abstrakční definice, postupu
jící od ekvivalence nad  původními  objekty, k  rovnosti  mezi  objekty novými, 
by  pro  případ  definic  typu  GV  či  HP  lépe  odpovídala  úvaha  funkce 
/:  P(D)—>D'. kde  D'  reprezentuje doménu nových -  od předmětů  D odlišných 
objektů.  V  rámci  teorie  modelů  se jedná  o  tzv. přirozené  zobrazení  f  mno
žiny  P(D) do jejího kvocientu  P(D)/~,  pro které platí f(X) = [X]„ obecně lze 
ale  uvažovat doménu  D'  jakoukoli,  zůstane-li  splněna  podmínka  abstrakční 
definice,  tj.  že  f(X)  =  f(Y)  tehdy  a jen  tehdy, jestliže  [X]-  =  [Y]_  neboli 
X  ~  Y; jinými  slovy:  D'  musí  mít  alespoň  takový  počet  prvků jako  P(D)/~. 
Tím j e  paradox eliminován. 

Otázka, co  Fregovi  bránilo přijmout tak jednoduché řešení paradoxu,  při 
němž  stačilo  rozlišit  dva  různé  typy  diskurzů,  může  samozřejmě  končit 
triviálním  odkazem  na  jeho  ideu  všeobjímajícího diskurzu  univerzálního, 
tedy  v  rovině osobního -  dnes j i ž  překonaného -  přesvědčení.  Důvody  jsou 
však  překvapivě  technického  charakteru.  Vraťme  se  nyní  znovu  k  formuli 
#F  = #G  F ~ G a otázkám j e j í  modelově-teoretické interpretace. 

V  Hilbertově pojetí se zde rovněž jedná o otázku  implicitní  definice  fun
kce /odpovídající  symbolu  „#" -  definovaný objekt není zaveden přímo, ale 

1 1  Boolos (1987). 
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v  kontextu  axiomů,  které  iná  splňovat.  My j s m e   v  předcházejících  kapito
lách dospěli  k  tomu. že v e  struktuře s nosičem  A  může takováto funkce exis
tovat jen tehdy, jestliže  |P( A)/~|  <  |A| .  V š e  záleží tedy od příslušné ekviva
lence 

Uvažme  nyní  čtyři  případy  ekvivalence  na  P(A),  kde  pro  X,Y   G  P(A) 
platí: 

(1)  X~)Y  < > ( V x ) [ ( x e X   <->  x c X )  v  ( x e  Y  O  XG Y ) |  

(2)  X~ 2 Y  <->  ( X - Y )  u  ( Y - X )  j e  konečné 

(3)  X~ 3 Y  O  (3g,h)[(g: X—>,_jY) A (h: Y — M X ) ]  
(4)  X ~ 4 Y   ( V x ) ( x e X  H  x e Y ) .  

V  případě  (1) j s o u   si  libovolné  dva  prvky  P(A) ekvivalentní, platí  tedy 
|P(A)/~|| =  1.  Příslušný abstrakční princip  lze proto splnit  v  libovolné struk
tuře, neboť ta j e  z definice (kterou se  nyní nemá cenu zabývat) neprázdná, tj. 
>  1. 

Případ  (4) j e   náš  známý  GV,  který  naopak  neplatí  v  žádné  struktuře, 
neboť by  pak  muselo platit  nepřípustné  |P(A)/~4|  = |P(A)| <  |A| .  Zbýva j í  pří
pady  (2)  a  (3).  Oba  vykazuj í  podobný  druh  inverze j ako  případy  (1)  a  (4), 
totiž rozlišíme-li  v  nich  (a) konečný a (b) nekonečný nosič A.  

U  konečného  nosiče  vede  případ  (2)  triviálně  na  případ  (1),  tj. všechny 
podmnožiny  j sou  ekvivalentní.  U  nekonečného  A  se  dostaneme  naopak 
k  případu  (4):  Uvažujme nejprve systém  všech jeho konečných  podmnožin. 
Ten  má  kardinalitu  stejnou j a k o  A,  dejme  tomu  K.  Pro  X  libovolnou  pod
množinu  A  tedy  existuje j e n   K ekvivalentních  prvků P(A),  čili  |[X]~2 |   =  K. 

Jelikož kvocient  P(A)/~2  představuje úplný  rozklad  P(A)  do  X disjunktních 
množin,  platí  2K  =  |P(A)|  =  KÁ.  =  max{K,A.},  čili  X =  2

K
.Z  toho vyplývá, že  

|P(A)/~2 | = |P( A)|. 

V  (3) případě j e  tomu  právě naopak.  X  a  Y jsou zde ekvivalentní jestliže 
|X |  <  |Y |  a  | Y |  <  |X|.  Podle Cantor-Bernsteinovy  věty  můžeme  z  těchto dvou 
nerovností usoudit  na  |X |   = |Y|,  neboli  existenci  prosté funkce li  zobrazující 
X  na  Y  (symbolicky:  Iv. X<->MY). (3) j e  tedy náš známý  HP.  Uvaž-me nyní 
A  konečné o  n prvcích a | ,  a 2 ,   a n .  Přiřadíme-li  í-tému  prvku všechny  mno
žiny  z P(A) o  i prvcích, zůstane jedna jediná množina nepřiřazena, a  to  mno
žina  prázdná, reprezentující mohutnost 0.  Platí  tedy  |P(A)/~3 |  = |A|+1  >  |A| .  
-  Vzpomeneme-li  konstrukci  modelu  HP  z  předchozí kapitoly, vidíme  nyní 
jasně, že  v  ní byla využita vlastnost nekonečné báze A,  totiž že v  ní není po
čet kardinálů menších nebo rovných |A |  větší než |A|,  ale menší nebo (v  tom
to případě dokonce) roven |A | .  
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Sečteno  a  podtrženo:  Předpokládaná  platnost  HP  indukuje nekonečnost 
domény  D,  což j e   při  budování  aritmetiky  zásadní  zjištění.  Tato  zásluha 
ovšem  náleží právě zmíněné  impredikativitě.  která  vyloučila existenci  fun
kce g/.  P(D)/~3 —* i _ i D pro D konečné, pro nekonečné ale  nikoli. 

3. Fregův  teorém 

V ý š e  popsaný  sémantický  důkaz  bezespornosti  HP  konstrukcí  modelu  lze 
snadno  převést  na  syntaktický  důkaz  v  rámci  axiomatické  teorie  množin 
(Zermelo-Fraenkelova  ZF)  resp.  Peanovy  aritmetiky  druhého  řádu  (PA2). 
V  těchto  teoriích  lze formálně reprodukovat výše uvedené argumenty.  Kdy
by  tedy  byl  HP  nekonzistentní,  musely  by  být  ony  samy  nekonzistentní; 
jinými slovy:  HP j e  bezesporný relativně k bezespornosti  ZF resp. PA2. 

Nyní se budeme zabývat opačným problémem, totiž  reprodukovatelnosti 
aritmetiky  v  systému  logiky  vyššího, konkrétně  druhého  řádu  (L2).  prezen
tované  v  Begriffsschrift,  a Humova principu, prezentovaného  v  Gnmdlagm, 

coby jediného mimologického principu formy 

NxFx = NxGx  <-» F eq G,  

kde Nx<t>x představuje náš jediný  mimologický symbol. Tento systém nazý
váme podle Boolosova návrhu Fregovou aritmetikou (FA). Půjde nám  o hru
bý  nárys  Fregovy  rekonstrukce  aritmetiky, zejména  dedukce  axiomů  PA2, 
z níž  a Dedekindovy paralelní analýzy  si  lze  učinit cenný  přehled o  struktuře 
přirozených  čísel. 

3.1  Nuia, jedna,.. .  

Úkolem  HP  resp.  operátoru  NxOx j e  zavedení čísel.  Vzhledem  k  tomu.  že 
jsou funkční symboly  interpretovány jako  totální funkce, platí 

(VF)(3x)(x = NxFx). 

K  čemu  se  ale  vztahuje proměnná  „F"  resp.  co j e  oborem  hodnot  kvanti
fikace  vyšších  řádů?  V  předchozí  kapitole j sme  ve  shodě  s  moderní  tzv. 
standardní  sémantikou  předpokládali,  že  jsou  to  ,,všechny''  podmnožiny 
P(D)  oboru  D,  k  němuž se  vztahuje předmětná  proměnná  „x". Frege ovšem 
nehovoří o  množinách  ale o pojmech prvního řádu,  lze tedy  předpokládat, že 
kvantifikuje  přes výrazy jistého výrazového systému. Této druhé kvantifika
ci  se  říká  substituční,  té  první objektová. Otázky jejich vzájemného vztahu 
ponechme  nyní  stranou  a  v  obecném  případě předpokládejme použití první 
z  nich, tj. pokračujme v  úzu  předcházející kapitoly. 
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Po  odvození  HP  z  nekonzistentního  GV.  který  se  snažíme  eliminovat, 
předkládá Frege v  Grundlagen  několik definic. Pomineme-li  samotný pojem 
čísla  v e   smyslu  Cantorovy  mohutnosti  neboli  čísla  kardinálního, jenž   lze 
snadno získat  z  HP jako   (3F)(£, = NxFx), j e  první významnou definicí číslo 
0 :  

(DO)  0 = D e f N x ( x * x )  

coby  číslo příslušející pojmu „neroven  sobě'". Z  HP  a  DO  lze  snadno odvo
dit. že pojmu F přísluší číslo 0, tj. NxFx  = 0,  tehdy  a jen tehdy, je-li  F práz
dný, tj. (Vx)-iFx. 

Máme-li  jistotu  jednoho  předmětu,  totiž  0,  můžeme  vytvořit  predikát 
„být roven 0" ,  a dospět tak  k definici dalšího předmětu 

(Dl)   1 = D e f   Nx(x = 0). 

Jelikož pod  pojem , 4   ^  nespadá žádný  předmět, pod  pojem  = 0 "  pak 
předmět jediný, a  to  0,  platí  —r(x  ŕ  x  eq  x  = 0),  tedy  Nx(x  ŕ  x)   ÍÉ  Nx(x  = 0). 
V ý š e  uvedeným postupem, tj. konstrukcí 

(Dn)  n  =Det-  Nx(x  = 0  v  x  =  1 v  ...  x  = n-1) 

pak získáme nekonečnou posloupnost dokazatelně odlišných předmětů 0  ž  1 

t-11- atd. 
Vzpomeneme-li  si  znovu  na  Fregovu  adjektivní definici čísla  (viz   LPI, 

§1.1), tj. uchopení čísel j ako  tzv. numericky definitivních kvantifikátorů 

(E0)  (3ox)Fx  =Dcf  —i(3x)F(x), 
(En)  (3nx)Fx  = D e f   (3x)fFx A (3 l v I y)(Fy A  x  *  y)], 

vidíme  nyní,  že  přes  zdánlivě  shodnou  formu j e  rozdíl  mezí  ní  a  definicí 
právě předloženou  zcela zásadní.  Kdyby mělo univerzum  D  pouze  konečný 
počet  /;  předmětů, nespadaly  by  pro  m  >  n  pod  pojmy 3 m x ® x  žádné pojmy 
prvního  řádu  a  všechny  tyto  (m  >  n)  druhořádové kvantifikátory by  si  tedy 
byly extenzionálně ekvivalentní. Budování aritmetiky by  tak  bylo závislé na 
stavu  počítaného  předmětného  univerza  D  čili  na  mimologickém  předpok
ladu jeho nekonečnosti.  V  případě  HP j e  tomu  (v jistém smyslu) 1 4  jinak: po
j e m   neroven  sobě",  z  něhož  byla  odvozena  nula,  nepředpokládá,  že  by 
v  předmětném  univerzu  D  bylo  něco,  co  by  pod  něj  muselo  spadat,  neboť 

1 4  Otázka  závislosti  a  nezávislosti  příslušných  definic a  principů  na  nekonečnosti  univerza j e  
trochu  složitější, než by še z  těchto  řádek  mohlo  zdát,  a  budeme s e j í  zabývat jinde. (Viz  můj 
nepublikovaný  manuskript  Kolman  (2004b)).  Předběžně  řekněme,  že  lze  situaci  vidět  také 
takto: adjektivní definice připouští jak konečné  tak  nekonečné  univerzum,  v  případě  konečné
ho  j e   ale  externě  smysluprázdná;  definice prostřednictvím  HP  konečné  univerzum  vylučuje 
v  tom  smyslu, že j e   v  nčm  nesplnitelná, tj. interně  smysluprázdná. 
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pod  něj -  narozdíl  třeba  od  pojmu  „roven  sobě" -  nikdy  nespadá  nic.  Díky 
této své „nezávislosti"  na  stavu  univerza garantuje pojem  ..neroven  sobě"  li
bovolnému  univerzu existenci jednoho předmětu, čísla 0. To  je  impredikati-
vita  v  praxi!  Z  předpokladu existence  n  předmětů  získáme  H+l-ní  téhož  ty
pu. 

Tento  nový  postup  má  v  kontrastu  k  adjektivnímu navíc  i  výhodu j isté 
externí plauzibility:  tím,  že  sráží čísla znovu  na  úroveň  předmětu, umožňuje 
jejich  počítání.  Nová  analýza  nám  např.  dovoluje říci,  že pojmu  „prvočíslo 
menší  než  10"  přísluší  číslo  4,  aniž  by  nás  tím  jako  v  případě  adjektivní 
analýzy  dostala  o  dvě  hierarchie  výš   k  pojmům  čtvrtého  řádu,  určeným 
k počítání pojmů řádu  druhého atd.  atd. Zákaz impredikativity, která j e  obvi
něna  z  paradoxu  připuštěním  „bludného"  F({x:Fx}), by  např.  vedl  k vylou
čení zjevně pravdivé věty 

Nx(x j e  prvočíslo menší než  12) j e  prvočíslo menší než  12 

z jazyka aritmetiky. 

3.2  Následník v  řadě  a indukce  

Analýza  problému  Julia  Caesara  pro  případ  adjektivních  definic  (E0),  (En) 
nás  v LPI  vedla  k  potřebě  rozhodnout,  zda  se  libovolný  objekt příslušného 
typu  nachází  v  této  řadě  či  nikoli,  tedy  zda j e   to  číslo.  Řekli  jsme,  že  in
duktivní definice jako  (E0),  (En) explicitně definují každé číslo  v  řadě 0.  1. 
2,  ..„  nikoli  však  pojem čísla  samotný.  Jelikož j sme  mezitím  díky  velkory
sosti  relace  rovnopočetnosti  dospěli  i  k  číslům  nekonečným, j e   třeba  říci 
výslovně, že se  nám jedná o  definici čísel  přirozených, tj. konečných  kardi
nálů  neboli  následníků  čísla  0  v  řadě  určené  definicí  (DO),  (Dn).  Pro  kardi
nální  číslo  obecné j iž   ostatně  explicitní  definici  máme.  -  Problém j e  nyní 
stejný jako u  (E0),  (En), tj. jak definovat pojem Fin(x) přirozeného čísla. 

Řešení  předložil  Frege  zároveň  se  svou  Begriffsschrift.  a  ve  skutečnosti 
to  byl  tento  problém, kvůli  kterému svoji esej napsal. Jeho východiskem  by
la  relace přímého  následníka dvou (přirozených) čísel  v  řadě.  V  Grundlagen 

(§76) j e  popsána následovně 

(S)  mSn  = D e f   (3F)(3y)[Fy  A  N X F X  = n  A  Nx(Fx  A  x /  y) = m]. 

Podobnou  definici  lze  samozřejmě  podat  i  pro  adjektivní  případ,  tj.  lze 
popsat  analogickou  relaci  třetího  řádu,  která  platí  mezi  numericky  defini
tivními kvantifikátory tehdy  a jen tehdy, liší-li se jejich indexy o  1. 

O  relaci  S dokazuje Frege  několik  důležitých  vět.  Podle první j e  to  relace 
jednoznačná vůči  levému argumentu, tj. 

( V l a )   (mSni  A mSm)  —»  n[  = n2. 
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Tím  máme  zajištěno, že  se  relace  přímého  následníka  chová j ako   funkce. 
Podobně lze ovšem dokázat  i jednoznačnost vůči pravému argumentu 

( V l b )  (miSn A m 2 Sn)  —>  m (  = m2. 

Relace S j e  tedy jedno-jednoznačná. 
Další věta říká. že  S žádnému argumentu nepřiřazuje číslo 0, neboli: 

( V 2 |   -nmSO. 

To j e  dáno jednoduše  tím,  že  předcházení  ve  smyslu  mSn  vyžaduje z defi
nice  (S)  existenci  prvku  v  spadajícího pod  pojem  F,  pro  který  NxFx.  =  n. 
NxFx  =  0  platí ovšem  tehdy  a jen  tehdy, je-li  pojem  F  prázdný, což j s m e  
následujíce Frega ukázali  v  předchozím paragrafu. 

V  úvodu tohoto oddílu j s m e  jako  cíl  další analýzy  položili definici přiro
zeného  čísla.  Souvislost  s  definicí   následníka  v  číselné  řadě j e   zřejmá: 
máme-li j i ,  můžeme přirozené číslo definovat j ako  x  takové, které j e  násled
níkem  0  v  číselné  řadě.  Relace  S ovšem kýženou následníčkou definicí zda
leka není: j e  to vlastně j e n  explicitní přepis induktivního kroku definice (En) 
resp. (Dn), který nám dovolí nanejvýš říci, že přirozené číslo -  následník  0  -
j e  to,  k  čemu  lze  dospět nějakým konečným  počtem  n  aplikací relace S pří

mého  následníka  v  číselné  řadě.  Zmíněné  n j e  opět  schematické  písmeno, 
nikoli součást explicitní definice. 

Obecného  následníka  S*  definuje Frege  z  přímého  S pomocí logiky dru
hého  řádu  způsobem,  který  dnes  zdomácněl  pod  názvem  „ancestral defini-

tion", neboli definice předka, což j e  relace  inverzní  k  té,  kterou  uvažujeme. 
Definice samotná j e  aplikovatelná na  libovolnou relaci  R: 

(R*)  aR*b  =p:EF  (VF)[(Vx)(aRx  >  Fx) A 
A (Vx,y)(Fx A xRy  —>  Fy)  —»  Fb], 

Definujeme-li druhořádový pojem HxOx vlastnosti  O  dědičné v  R-řadě j a k o  

(H)  FIxOx  =DEF  (Vx,y)(Ox   A  xRy  —>  Oy), 

říká výše  uvedená definice, že j sou předměty  a,  b  v e  vztahu  obecného nás
ledníka R *  tehdy  a jen  tehdy,  má-li  b  všechny  dědičné vlastnosti  v  R-řadě, 
které mají  všichni přímí R následníci a .  

Na základě definice R *  lze nyní snadno zavést odvozenou relaci  R*~: 

aR*"b  =Def  aR*b v  a  = b 

tzv.  nevlastního  ( i m p r o p e r )  následníka,  který  mohl  být  ostatně  definován 
přímo jako 

(R*=)  aR* = b   = D E F   (VF)[Fa   A  (Vx,y)(Fx   A  xRy  —>  Fy)  —>  Fb], 

Nyní j i ž  můžeme snadno definovat kýžené 
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(Fin)  Fin(x)  = D c f   OS*  x. 

Tím  se  ovšem  role  vlastního  resp.  nevlastního  následníka  (R*)  resp.  (R*=) 
nevyčerpává,  ba  naopak:  s  jejich  pomocí  dokáže  Frege  k  j iž   odvozeným 
vlastnostem  relace  S  přidat netriviální vlastnosti  další. Významný  úsudkový 
princip,  který  při  jejich  důkazu  Frege  používá, j e  přímým  důsledkem  obou 
definic: jedná se o princip matematické indukce. 

3.3  Peanova relace 

Podle  principu  matematické  indukce j sme oprávněni  k  tvrzení,  že vlastnost 
F platí pro všechna  přirozená čísla, jestliže j sme prokázali, že  (i)  platí pro 0 
a  (ii) že j e  dědičná  v  řadě určené relací S. Jedná se tedy  o úsudkové pravidlo: 

(SI  )  FO,  Fx  A xSy  —>  Fy  =>  Fin(z)  —>  Fz 

coby konkrétní příklad obecnějšího: 

(RP)  Fa,  Fx  A xRy  —»  Fy  =>  aR*~z  —>  Fz. 

Odvození  (RI~)  z  definice  (R*~) j e  triviální:  Předpokládejme  obě  formule 
antecedentu  pravidla  spolu  s  antecedentem jeho  závěru,  tj.  formulí aR*=z, 
což j e  vlastně definienduin  (R*~). Antecedent  defmiens  j e  nyní shodný  s  an
tecedentem obhajovaného pravidla, který předpokládáme, a aplikací MP  pak 
získáme  formuli  Fz.  tedy  konsekvent  konsekventu  našeho  pravidla.  Doká
záno. -  Paralelně lze uvažovat a odvodit  i pravidlo 

(Rí)  aRx  > I x ,  Fy  A yRz  •»  Fz  =>  aR*w  —»  Fw. 

a jeho konkretizací pro  S získanou  instanci  (SI). 
Podíváme-li  se  nyní  zpět,  vidíme,  že  pravidla  (SI)  resp.  (SI=)  a věty 

(Vla-b),  (V2) jsou  zatím  vše,  co  j sme  dokázali  o  relaci  S.  Čtenář  znalý 
Peanových axiomů ví, že j sme tím  značně pokročili  v  důkazu  Fregova teoré
mu, explicitnější ale budeme v  tomto ohledu až později. 

V  Grundlagen  Frege dále  načrtává důkaz toho,  že  relace  S každému  při
rozenému  číslu  přiřazuje opět  nějaké přirozené číslo. Z  toho  plyne, že j i   lze 
na  oboru  přirozených  čísel  uchopit jako   totální  funkci. Fregovu  rámcovou 
ideu. jak  takového výsledku dosáhnout, j sme j i ž  nastínili: Máme-li  zkonstru
ovánu  řadu 0,  1  n čísel, pak číslo n+1 j e  počet, který náleží této řadě jako  
celku. Jelikož disponujeme relací S*~. j sme toto  číslo  schopni  explicitně vy
jádřit formulí jako  Nx(xS*~n). Zbývá tedy dokázat 

(V3)  Fin(m)  —»  mSNx(xS*~m). 

Tento důkaz j i ž  tak  triviální není. 
Frege  j e j   provádí  indukcí  aplikovanou  na  formuli  (vlastnost)  Fč,: 

^SNx(xS*""^).  První  část  induktivního  důkazu,  tj.  formule  FO. j e  relativně 
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snadná.  K  důkazu  dědičnosti  vlastnosti  j e  ale  zapotřebí coby  významný 
mezikrok  věta. podle  níž  žádné přirozené  číslo  není svým vlastním  násled
níkem. neboli: 

(V4)  Fin(m) —> —.mS*m. 

Zde j e  požadavek  konečnosti  m evidentní, neboť podle definice (S) j e  ihned 
zřejmé,  že  nekonečná  m  sama  sebe  v  S-řadě  předcházejí.  Z  (V4)  se  pak 
předpoklad Fin(m) přenáší do věty (V3). 

K důkazu j e j í  netriviální části  (tj. rozpisu druhé části důkazu indukcí) 

(L)  cSd  - >   [cSNx(xS*=c) —> dSNx(xS*
=
d)] 

j e  nyn í  zapotřebí dokázat, že platí korolár 

(K)  cSd  —> (Vx)(xS*~d A x ^ d —» xS*"c). 

Frege v Grundlagen naznačuje, že  na  to  stačí (V4),  tak j e  ale v e  skutečnosti 
možné odvodit jen podmíněnou variantu (K) 

(K')  Fin(d) - >  (K). 

Máme-li j i ,  j s m e  schopni dokázat opět jen podmíněnou variantu (L) 

(U)  Fin(c)  (L). 

Takto oslabené  (L) ovšem  naštěstí  k  odvození věty  (V3) stačí,  musíme jen 
použít mírně upravené podoby  indukce (RI~) 

(RI=')  Fa, aR* = x  —> (Fx A xRy —> Fy)  => a R z —> Fz, 

resp. je j í   speciální  verze  (SI-').  Věta  (U) j e  je j ím  druhým  antecedentem, 
(V3) tvoří konsekvent. 

Důkazem  věty  (V3)  lze  dospět  k  definitivnímu  souboru  tří  vět  ( V l - 3 )  
a jednoho  pravidla  (ST), jenž   úplným  způsobem  popisuje  relaci  S  a  na  ní 
založenou  strukturu  přirozených  čísel.  Tento  v  Grundlagen  nastíněný  plán 
Frege  realizoval  v e  svých   Grundgesetze,  tj. předvedl  přísně  formální odvo
zení  Peanových  axiomů  z  elementárních  vět  logiky  a  H P . "   Analýza  role, 
kterou  tam  s v ý m   teorémům  (V 1-4)  připisoval,  vede  potom  k  plauzibilni 
hypotéze,  že  to  jsou  tyto  varianty  Peanových  axiomů,  co  ve   skutečnosti 
mínil  svým titulem „základní zákony aritmetiky". 

Kromě  Fregova  teorému  obsahují ovšem   Grundgesetze  významný  „me-
tateorém",  týkající  se  zmíněné  strukturální jednoznačnosti  Fregovy  (resp. 
Peanovy) aritmetiky. K  té se  nyní -  zcela  na závěr -  stručně vyjádříme. 

1 5   Podrobnou  rekonstrukci  tohoto  odvození,  tedy  i  zdůvodnění  toho.  že  můžeme  Fregovi  při
psat  autorství  Fregova  teorému,  lze  nalézt  in  Heck  (1993).  Odlišnostmi  mezi  Grundlagen 

a  Grundgesetze  ve věci  Fregova teorému se zabývá Boolos &  Heck  (1998). 
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3.4  kategoričnost  

Omezme se  pro  tento  okamžik  v  úvahách  o  čísle  pouze  na  následníky  0,  tj. 
x  taková, že  Fin(x).  Na  základě  věty  (V3)  víme, že  relace  S  každému  číslu 
m  přiřazuje nějaké číslo n,  tj. levý argument  S j e  definován  na  celém  oboru, 
který  uvažujeme. Podle  věty ( V i a )   lze  tedy  relaci  S  uchopit jako  funkci  5. 
přiřazující každému  číslu  m jeho následníka  s(m),  neboli  tzv.  následníčkou 

funkci  Peanovy aritmetiky. 
První  dva  axiomy  tohoto  kanonického  systému  dostaneme  z  vět  ( V l b )  

a  (V2), totiž že j e  í  prostá, neboli 

(Pl)   (Vx,y)(s(x) = s(y) —> x = y), 

a  že nepřiřazuje nic 0. neboli 

(P2)  Vx(s(x) *  0). 

Uvážíme-li  řadu  předmětů  0.  s(0),  ss(0),  ...  ss../;-krát(0), j e   z  věty  (V4) 
zřejmé, že člen  získaný poslední iterací funkce  s  nemohl  být identický  z žád
ným  členem  předchozím,  tj. j e   zcela  nový.  (Tento  fakt  ovšem  plyne  j i ž  
z  předchozích  dvou  axiomů,  tj.  (PI),  (P2)!)1 6   Posloupnost  získaná  aplikací 
funkce  5 na předmět Oje  tedy nekonečná. 

Z  hlediska  teorie modeluje  nekonečnost domény  D potenciálního mode
lu  pro (PI), (P2) dána přímo požadavkem existence prosté funkce zobrazují
cí D na  vlastní část. Této charakterizaci  nekonečné množiny se říká dedekin-
dovská: každá dedekindovsky nekonečná  množina j e  nekonečná, opačná  im
plikace ovšem platí až  v  teorii  množin  obohacené o axiom výběru (AC).1 7  

Naším  cílem  ale  nebylo  zachytit  libovolnou  nekonečnou  doménu,  ale 
doménu  sestávající výhradně  z  přirozených  čísel  0,  s(0).  ss(0).  ...,  resp. 
prvku  a  odpovídajícího konstantě  „O"  a  následných  aplikací funkce/odpo
vídající konstantě  „s".  V  zamýšleném  modelu  <D.  f.  a>  by  mělo jít  každý 
prvek  b  popsat jako f"(a) pro  nějaké  ;Í,  tj. dospět  k  němu  konečnou  aplikací 
funkce /  na  prvek  a.  K  tomuto  účelu  měla  sloužit  právě  Fregova  definice 
následníka v  řadě, nyní prezentovaná ve formě axiomu  indukce 

V e  standardní  axiomatizaci  aritmetiky  se  namísto  Fregova  (V4)  vyskytuje jiný  redundantní 
axiom, totiž (Vx) |x  0 —> (3y)(x = s(y))]. Oba jsou zajímavé především  z  hlediska zkoumání 
slabých  aritmetik, neobsahujících princip indukce. 
17  Podle  AC  existuje  na  každé  množině  X  taková  funkce /  (tzv.  selektor),  která  pro  každý 
prvek  X  s  výjimkou prázdné  množiny  vybírá  prvek  tohoto  prvku, tj. (Vx)(xsX  f(x)ex). 
S  pomocí  selektoru  na  potenci  P(D)  nekonečné  množiny  D dokážeme snadno definovat neko
nečnou  posloupnost ai, ai,  vzájemně různých  prvků z  D,  a posléze funkci g  na  D.  která  kaž
dému  Oj  přiřadí  ät+i  a  všem ostatním  prvkům  D sebe  sama. Je zjevné, že  g  zobrazuje D prostě 
na  vlastní část D - { a , | .  
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(I)  (VF)[F0 A (Vx)(Fx  —>  Fs(x))  —»  (Vy)Fy], 

Uvažujme nyní doménu  D  interpretace <D.f,a>,  v  níž  platí  (I),  a  množinu 
M c  D.  tvořenou všemi prvky získanými apl ikací/na  a  a ničím jiným. Vez
meme  dále  libovolný  prvek  be  D.  Množina  M  zjevně splňuje  „induktivní 
předpoklad",  neboť  z  definice platí  (i) a e M   a  (ii) x e M  ^  f (x)e  M.  musí 
tedy platit  i závěr V x ( x e  M). To ale znamená, že i b e  M neboli  D c  M, tudíž 
M  = D. 

Platnost  (I)  v  interpretaci  <D,f, a>  zaj išťuje  uspořádání  D  f u n k c í /  do 
řady  a.  f(a), ff(a),  a  tím  i j e j í   spočetnost.  (PI)  a  (P2) pak  garantují, že j e  
(dedekindovsky)   nekonečná.  Systém  všech  tří  axiomů  tvoří  tzv.  Peanovu 
aritmetiku  druhého  řádu  (PA2).  Libovolný  model  <D, f,  a> PA2  má  za  do
ménu  nekonečnou  spočetnou  množinu  D uspořádanou f u n k c í / d o   řady  počí
nající prvkem a.  Tímto pozorováním se  zdá být kategoričnost  PA2, tj. sku
tečnost, že j s o u  j e j í  dva  libovolné  modely  Mi =<D],f I ,a 1 >, M 2  = <D2, f 2 ,  a 2 >  
strukturálně  identické,  neboli  izomorfní  (symbolicky  M |   s  M2),  potvrzena 
na  neformální  úrovni.  Technicky  ovšem  potřebujeme  ukázat,  že  existuje 
zobrazení h: D|<->I_ID2 takové, že 

(1)  h(aO  = a 2  

a pro libovolné  .v  z  D)  platí 

(2)  h(f,(x)) = f 2(h(x)). 1 8  

Skutečnost, že se  zdá být příslušná bijekce snadno znázornitelná j ako  

Di:  a !   f,(a,)  f i f i ( a x )   ... 
h:  J  I  I 
D 2 :   a 2   (  ÍIT)  f i f i f a i )   ..., 

vedla  mnoho  matematiků  k  tomu,  že  důkaz  považovali  za  zbytečný  nebo 
odbytý  poukazem  na  to,  že  je-li  h  definována  pro  ai  a  v  kroku  f t ( x )  se  
odvolává na j i ž  definovanou hodnotu h(x), j e  definována jednoznačně, a  tím 
i  existuje. Toto  nemusí  být  nutně  argument  kruhem, jehož  bludnost  -  j a k  
argumentuje  M.  Potter1 9  -  spočívá  v  tom,  že  předpokládá  jednoznačnost 
funkce předtím,  než  prokázal,  že  tato  funkce vůbec existuje;  v  našem  pří
padě předem zvoleného „štrukturalistického" rámce  tu  ale zřetelný  lapsus je ,  

1 8  Kdybychom namísto Dedekindovy  funktorové konstanty „s" uvažovali Frcgův znak „S" pro 
(dvojmístnou) relaci,  bylo  by  naopak  nutné  pro  příslušné  relace  R,, R :  a  libovolné  jr,  y  z  D, 
ověřit, že 

xR,y  h(x)R;h(y). 
1 9  Potter  (2000), s. 82n. 
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neboť v  popisu  funkce h j sme nešli  dál  nežli  za rovnice (1),  (2), tedy  zadání 
celé úlohy." 

Rigorózní  (lépe  řečeno:  nekruhový) důkaz,  definující funkci  h  ,,po  čás
tech"  resp.  metodou  minimálního  uzávěru  množiny  (<a!.a2>}  na  funkci 
g(<x,y>)  =  <fi(x),fi(y)>. předvedl, jak   známo, j ako   první  Dedekind,  a  to 
jakožto  důsledek  mnohem  obecnějšího  (a  podobně  „sebeevidentního") 
výsledku,  tzv.  rekurzivního  teorému,  jenž   garantuje  korektnost  rekurzivní 
definice  funkce  nad  oborem  argumentů,  který  má  strukturu  přirozených 
čísel. Jak j sme j i ž  zmínili, Heck (1995) ukázal, že tyto výsledky existují  i v e  
Fregových  Grundgesetze,  s  tím  rozdílem,  že  j sou  tam  oproti  Dedekindovi 
plně formalizovány. Fakt, že j sou v  případě  Grundgesetze  obvykle přehlíže
ny, lze snadno zdůvodnit  tím, že j e  Frege použil jako pouhých  lemmat  k  dů
kazu  teorému  o  pojmech  nekonečné  mohutnosti,  konkrétně  teorému  263. 
Celá  věc  se  má  takto:  Frege definoval nekonečnou  kardinalitu  co  j ako  číslo 
příslušející pojmu následníka 0. i j  

(oo)  co  = D e f   NxFin(x). 

Teorém 263 nyní tvrdí, že  tuto  mohutnost  má každý  pojem  G, jehož extenzi 
lze uspořádat relací Q  s  vlastnostmi popsanými  větami  (V 1 -4),  tj. funkciona
litou, „prvním" prvkem, „dalším" prvkem a  ireflexivitou. Frege nejprve j ako  
pomocné tvrzení dokázal, že j sou všechny extenze této strukturální vlastnos
ti  vzájemně  izomorfní,  aby  pak  z  toho,  že  následníci  0  splňují  uvedené 
axiomy, odvodil  i zmíněný teorém. Kategoričnost  FA  (PA2) j e  tak snadným 
důsledkem  pomocných  lemmat  254  a  259,  s  lemmatem  256  jakožto  va
riantou  Dedekindova rekurzivního teorému. To vše uvádíme jen  pro úplnost 
a  další detaily  sledovat nebudeme, ještě se  ale  stručně zmíníme  o  některých 
důsledcích důkazu  ..kategoričnosti" pro  ideu zakládání matematiky. 

V  obecné  rovině j sem  o  tom  hovořil j i ž   na  závěr  mého  předcházejícího 
„logicistického" článku,"1 když j s e m  zmínil, že kategoričnost j e  pro doktrínu 
matematického  strukturalismu  tím.  co  byla  pro  Hilbertův  formalismus 

2 0  Problém,  na  který  tu  narážím, souvisí s odlišnými  koncepcemi  pojmu funkce, tedy  i  tím, jak 
j e   nám  „dána".  Logicisté  jako  Dedekind  či  Frege  berou  za  základ  obor  nespecifikovaných 
funkcí, množin  a  relací, z  nichž  chtějí  ty  aritmetické  vydělit jako speciální  případ:  rekurzivní 
definice jako (1),  (2) proto nechápou  a  ani  nemohou  chápat jako jména konkrétních  funkcí,  ale 
jen jako   určité  deskripce,  u  nichž j e  z  povahy  věci  nejprve tfeba dokázat,  zda  něco  označují 
a  zda  to označují jednoznačně. Pro konstruktivistu j e  oproti  tomu  výše uvedená rekurze nejele-
mentárnějším zachycením  funkce coby  korektního výpočtu, tedy  právě  vlastní  jméno,  u  něhož 
není  co  dokazovat,  neboť  denotuje  z  definice. Podrobnostem  k  otázkám  logicistického  stan
dardu ..definování" se věnuji  in:  Kolman (2004b) a Kolman  (2004c). 
2 1  Kolman  (2004a). 
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a  axiomatismus  bezespornost,  tj. jakýmsi  kritériem  smyslu.  Nyní  technické 
detaily.  -  Z  věty  o  úplnosti  logiky  prvního  řádu  víme,  že   neúplná  teorie 
prvního  řádu  nemůže  být  kategorická.  Z  Gôdelových  vět  o  neúplnosti  arit
metiky  tedy  plyne, že  PA1  není kategorická. Syntaktická neúplnost PA1  se 
přesouvá i na PA2 coby nadsystém, tj. «eplatí 

PA2   f-  A  <->  N  1=  A .  

Prokázaná kategoričnost má ovšem vliv  na  úplnost sémantickou, narozdíl od 
PA1, pro níž j sou z  věty o  úplnosti  relace  a  ,,[="  zaměnitelné, tedy platí 

PA2  (=  A  N  1=  A .  

Lze okamžitě tušit, že se  tato asymetrie musí dotknout  i užité  logiky, a sku
tečně:  logika  druhého  řádu j e  neúplná!  Silná  verze  této  věty j e  okamžitě 
zřejmá z právě zmíněných ekvivalencí, které blokují  kýžené 

PA2  (-  A  ^ 4   PA2  |=  A  . 

Důkaz  neplatnosti  slabé  verze  věty  o  úplnosti  L2 j e   rovněž  jednoduchý: 
Mějme nějakou „efektivní" axiomatizaci  L2,  která j e  korektní vůči  standar
dní druhořádové sémantice, a uvažme množinu 

S  =  {A;  (L2)  |- PA2  —>  A,  A j e  prvořádová aritmetická sentence}. 2 2  

S j e   z korektnosti L2 podmnožinou množiny 

Th(N)  =  { A :  N  |=  A .  A j e  prvořádová aritmetická sentence}. 

(Podrobněji:  |-  PA2  —>  A  implikuje  |=  PA2  —>  A  implikuje N  f=  PA2  —>  A 
implikuje  N  |=  A). A b y  mohla být L2 úplná, muselo by nyní platit  S  = Th(N), 
neboť z kategoričnosti  PA2 plyne, že pro pravdivou  A j e  PA2  —>  A  druhořá-
dovou  tautologií!  (Podrobněji:  N  |=  A  implikuje PA2  |=  A  implikuje  |=  PA2 

A.) Kdyby  to ale nastalo, byla by  aritmetika prvního řádu rekurzivně axi-
omatizovatelná  (..efektivně" gencrovatelná  sentence po  sentenci),  tedy  úpl
ná, což j e  v  rozporu s Gôdelovými výsledky. 
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"  Narozdíl  od  PA1  lze PA2 chápat jako jediný axiom, zápis „PA2  —>  A "   tedy dává smysl. 
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