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CZESCII

Od poczatku lat szes$édziesigtych zauwazy¢ sie daje wyraZzny rene-
sans zainteresowan filozofia matematyki. Nadal dominujg logicyzm,
intuicjonizm i formalizm, ale pojawiaja si¢ réwniez zupetnie nowe
koncepcje — oparte na innych zalozeniach i stawiajace sobie inne
cele.

1. ROZWOJ KIERUNKOW KLASYCZNYCH

Intuicjonizm i formalizm pozostaly w zasadzie wierne pogladom
i ideom swych twoércow, aczkolwiek rozwdj logiki matematycznej
i podstaw matematyki oraz uzyskane tam wyniki nie pozostaty obo-
jetne dla ksztattu tych kierunkéw. Wyzej wspominali§my? o tym, ze
pod wplywem wynikéw Godla o niezupetnosci powstal tzw. uog6l-

“UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy S$rodkéw automatycz-
nych; mozliwe sa wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana
(obi@opoka.org). Tekst elektroniczny posiada odrgbng numeracje stron.

! Artykut powstat w oparciu o Wstep do przygotowanej przeze mnie ksigzki Wspot-
czesna filozofia matematyki, ktéra ukazata si¢ w Wydawnictwie Naukowym PWN
(2002).

2W pierwszej czesci artykutu, ktéra ukazata si¢ w poprzednim numerze Zagadnieri
Filozoficznych w Nauce (34, 2003, 74-92).
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niony i zrelatywizowany program Hilberta. Ten drugi uzyskat w ostat-
nim czasie bardzo silny impuls ze strony tzw. matematyki odwrot-
nej. Jest to kierunek badan w podstawach matematyki (zainicjowany
przez H. Friedmana), ktérego zasadniczym celem jest badanie, jakie
doktadnie $rodki (precyzyjniej: jakie fragmenty arytmetyki drugiego
rzedu) sa potrzebne i wystarczag do udowodnienia konkretnych twier-
dzet matematycznych. Uzyskane w tym zakresie wyniki w potaczeniu
z wynikami méwigcymi o zachowawczo$ci odpowiednich fragmen-
tow arytmetyki drugiego rzedu w stosunku do matematyki pierwotnie
rekurencyjnej (ktéra wydaje sie by¢ adekwatnym ujeciem nieprecyzyj-
nego pojecia finitystycznoSci odgrywajacego kluczowa role u Hilberta)
wzgledem pewnych klas formut prowadzg do wniosku, Ze program
Hilberta moze by¢ czeSciowo zrealizowany — czeSciowo, tzn. w od-
niesieniu do pewnego fragmentu matematyki klasycznej.

Pod wptywem intuicjonizmu rozwijaty si¢ rozne kierunki konstruk-
tywistyczne (powstaly one nie tylko po roku 1960, pewne idee funk-
cjonowaly oczywiscie wczesniej). Korzystaty one takze bardzo mocno
z osiagnie¢ logiki matematycznej i podstaw matematyki, w szczegdl-
nosci z teorii funkcji rekurencyjnych. Dodatkowego impulsu dostarczat
tu tez rozwdj informatyki (teoretycznej). Wspdlng cecha kierunkéw
konstruktywistycznych jest zadanie ograniczenia si¢ do rozpatrywa-
nia wylacznie obiektéw konstruowalnych i operacji konstruktywnych.
Roéznig si¢ one sposobem rozumienia pojecia konstruowalnosci. Kon-
struktywizm zatem to pewna postawa normatywna postulujgca nie tyle
szukanie odpowiednich podstaw i uzasadnienia dla istniejgcej mate-
matyki, ile raczej interpretujaca ja zgodnie z przyjetymi zasadami
i odrzucajaca (w wickszym czy mniejszym stopniu) metody i wyniki,
ktére nie odpowiadajg tym zasadom.

Wspomnie¢ tu musimy o finityzmie, ktéry glosi, ze przedmio-
tem matematyki sg tylko konkretne (skoriczenie dane) struktury, ze
operacje na takich strukturach musza mie¢ charakter kombinatoryczny
(a wiec w szczegodlnosci muszg by¢ efektywne) oraz Ze pojecia abstrak-
cyjne nie sg uprawnione w matematyce. Tworcg finityzmu byt L. Kro-
necker, istotny za$§ wktad do rozwoju matematyki finitystycznej wnie-
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§li T. Skolem, H.B. Curry i R.L. Goodstein. Dodajmy ze matematyka
finitystyczna jest catkowicie konstruktywna i stanowi cze¢$¢ matema-
tyki intuicjonistycznej. Innym kierunkiem konstruktywistycznym jest
ultraintuicjonizm, zwany tez ultrafinityzmem lub aktualizmem. Propo-
nuje on zbudowanie matematyki opartej na aktualnych mozliwoSciach
poznawczych cztowieka. W szczegdlnoSci wiec odrzuca sie tu jako
niedopuszczalne i pozbawione znaczenia bardzo wielkie liczby natu-
ralne, gdyz sprawiaja one trudno$ci podobne do tych, z jakimi mamy
do czynienia w przypadku nieskoniczonosci, i ogranicza si¢ tylko do
tego, co nie wykracza poza bezposrednig konkretng oczywisto§¢. Kon-
cepcja ta nie jest jednorodna. Najbardziej znana jej wersja pochodzi od
A.S. Jesenina-Volpina. Doktryna ultraintuicjonizmu nie wyszta wtasci-
wie poza stadium poczatkowe, osiagniete zostaly jednak pewne inte-
resujace wyniki SciSle techniczne, ktére rzucajg §wiatlo na nie zawsze
w pelni jasne koncepcje aktualistyczne.

Moéwiac o kierunkach konstruktywistycznych, wspomnie¢ musimy
takze o predykatywizmie i o matematyce rekurencyjnej. Predykaty-
wizm wyrést z pewnych koncepcji H. Poincarégo i B. Russella dopa-
trujacych si¢ Zrédia i przyczyny paradokséw w matematyce, przede
wszystkim w stosowaniu definicji niepredykatywnych. Odwotuje si¢
on tez do idei H. Weyla wytozonych gtéwnie w (1918). Jego celem
byta rekonstrukcja analizy matematycznej z uzyciem bardzo ograni-
czonych $rodkéw. Idee Weyla byly rozwijane przez P. Lorenzena oraz,
z drugiej strony, przez M. Kondo, A. Grzegorczyka, G. Kreisla, S. Fe-
fermana i K. Schiittego. Prace tych ostatnich koncentrowaly si¢ przede
wszystkim na kwestiach metamatematycznych systeméw matematyki
predykatywnej. Matematyka rekurencyjna zwigzana jest z teorig rela-
cji i funkcji rekurencyjnych. Mamy tu wlasciwie dwa nurty. Pierwszy
koncentruje si¢ na badaniu rekurencyjnych odpowiednikéw poje¢ kla-
sycznych, a drugi, tzw. konstruktywna matematyka rekurencyjna, opie-
rajac sie na teorii algorytméw Markowa, buduje nowa matematyke.
Dodajmy, ze nurt ten (reprezentowany przede wszystkim przez Mar-
kowa i jego szkote) przyjmuje stanowisko nominalistyczne i orientacje
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jezykowa, uwazajgc za podstawowe obiekty konstruowane po prostu
wyrazenia (stlowa) budowane ze znakéw jakiegoS jezyka.

Wazne dla rozwoju konstruktywizmu byly takze prace E. Bishopa.
Proponuje on oprze¢ matematyke na neutralnej bazie, bez specjal-
nych zatozen ontologicznych. Podstawowa zasada jego propozycji jest
zadanie, by wszystkie stwierdzenia matematyczne mialy sens nume-
ryczny. Oznacza to w szczegdlnosci, ze powinniSmy by¢ zawsze w sta-
nie wskaza¢ explicite konkretny obiekt, ktérego istnienie postulujemy
w twierdzeniu — istnienia obiektu mozna bowiem dowies¢ tylko po-
przez podanie procedury jego znalezienia. W ramach realizacji pro-
gramu Bishopa uzyskano wiele interesujacych wynikéw. Okazalo si¢
tez, Zze matematyke Bishopa mozna rozszerza¢ zar6wno w kierunku
intuicjonizmu Brouwera, jak i w kierunku konstruktywnej matematyki
rekurencyjnej w stylu Markowa. Jest ona tez poréwnywalna z mate-
matyka klasycznag.

Zauwazmy na koniec tego krotkiego przegladu kierunkéw kon-
struktywistycznych, ze wyrastajac z pewnych zalozen natury filo-
zoficznej, koncentrujg si¢ one na rekonstrukcji matematyki zgodnie
z tymi zatozeniami. Prowadza wigc do badan technicznych i przybie-
raja w konsekwencji charakter pewnych teorii matematycznych (czy
teorii z zakresu podstaw matematyki).

Logicyzm wystepuje dzi§ w postaci tzw. logicyzmu pluralistycz-
nego. Reprezentuja go przede wszystkim H. Mehlberg i H. Putnam.
Wedtug tej koncepcji zasadnicza rzecza w matematyce jest konstru-
owanie dowodow twierdzen w systemach aksjomatycznych. Opierajac
sie na twierdzeniu o dedukcji mozna przyjaé, ze poszczegdlne teorie
matematyczne sg po prostu skarbnicami praw logicznych. Nieistotny
zatem staje si¢ dobor takich czy innych aksjomatéw, nie mozna moé-
wié o teoriach lepszych czy gorszych (cokolwiek miatoby to znaczyc)
— istotne sg zwigzki logiczne miedzy aksjomatami i twierdzeniami.
W konsekwencji na przyktad (z punktu widzenia czystej matematyki)
geometria euklidesowa jest rownie cenna, jak dowolna z geometrii
nieeuklidesowych.



GLOWNE KONCEPCIJE 1 KIERUNKI FILOZOFIL... 5

Poglad logicyzmu pluralistycznego glosit juz B. Russell w roku
1900, potem jednak zmienit swe stanowisko. Latwo tez zauwazy¢ po-
krewienstwo tej koncepcji z pogladami Arystotelesa. Ot6z Arystoteles
glosit, ze pewno$¢ i konieczno$¢ przystuguja w matematyce nie po-
szczegblnym twierdzeniom, a zwigzkom logicznym miedzy zdaniami,
wyrazonym za pomocg odpowiednich okreséw warunkowych.

2. FILOZOFIA TEORII MNOGOSCI

Wyniki badain w zakresie logiki matematycznej i podstaw mate-
matyki podkreslity kluczowa role, jaka w matematyce odgrywa teo-
ria mnogoSci. Stata si¢ ona podstawowa dziedzing catej matematyki.
Z jednej bowiem strony kazda dyscyplina matematyczna jest wyposa-
zona w pewien zaséb Srodkéw teoriomnogos$ciowych, z drugiej za$ za
pomoca pojec teorii mnogosci mozna zdefiniowaé wszystkie pojecia
matematyczne, a z jej aksjomatow wyprowadzi¢ wszystkie twierdzenia
matematyczne. To implikuje, ze rozstrzygniecia kwestii ontologicznych
i epistemologicznych zwigzanych z teorig mnogoSci staja si¢ istotne
i nabierajg zasadniczego znaczenia w odniesieniu do calej matematyki.
Kluczowego znaczenia nabiera problem statusu ontologicznego i epi-
stemologicznego obiektow teorii mnogoSci. Eliminacja paradokséow
zwiagzanych z pojeciem zbioru wymagala przede wszystkim precyza-
cji i wyjaSnienia pojecia zbioru. Jednym ze sposobéw dokonania tego
jest aksjomatyzacja teorii mnogosci. Powstalo kilka takich systeméw
aksjomatycznych opartych na réznych zasadach?.

Zauwazmy przede wszystkim, Ze systemy te mozna podzieli¢ na
dwie grupy w zalezno$ci od tego, jakie pojecie zbioru lezy u ich pod-
staw. Wyrézni¢ mozemy mianowicie logiczne i matematyczne pojecie
zbioru. Logiczne pojecie zbioru mozna scharakteryzowaé nastepujaco:
zbidr jest ekstensja pewnej wlasnoSci wyrazonej w odpowiednim je-
zyku i to wyznacza go jednoznacznie, tzn. niepotrzebne sg zadne od-
wolania do tworéw pozajezykowych w celu ustalenia istnienia takiego

SBardziej szczegétowe informacije na ten temat znalezé mozna na przyktad w mo-
nografii Fraenkel et al (1973) czy w Dodatku I do ksiazki Murawskiego (1995).
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zbioru czy umozliwienia dost¢pu do niego. Z drugiej strony mate-
matyczne pojecie zbioru (zwane tez iteracyjnym) charakteryzuje si¢
przyjeciem, Ze zbidr jest generowany poprzez iterowanie pewnych ope-
racji matematycznych (podobnie jak liczby naturalne sa generowane
z liczby zero przez iteracje operacji nastepnika). Gdy zbidr taki jest
juz wygenerowany, to mozemy oczywiscie moéwi¢ o rozmaitych jego
wilasnosciach, wiecej, mozemy charakteryzowac go jako zbidr spetnia-
jacy taka czy inng wlasno$¢ wyrazong w odpowiednim jezyku. Przy
tym jezyki, w ktérych formulujemy te wiasnosci moga by¢ rozmaite,
zaleznie od potrzeb, ale zbiér pozostaje staly — jest on tylko rozma-
icie opisywany. Problem eliminacji paradokséw rozwigzuje si¢ teraz
poprzez wyspecyfikowanie albo jezyka i klasy formut, ktére moga by¢
uzyte do okreslania wlasnosci zbioréw, ktérych istnienie przyjmujemy
(w przypadku pojecia logicznego), albo poprzez nalozenie pewnych
warunkéw i ograniczen na dopuszczalne operacje generujace nowe
zbiory (w przypadku matematycznego pojecia zbioru).

Przyktadem systemu teorii zbioréw, u podstaw ktérego lezy lo-
giczne pojecie zbioru, jest system New Foundations NF Quine’a, ktory
wyrést z prostej teorii typéw Whiteheada i Russella.

Najbardziej popularnym (mozna powiedzie¢: standardowym) sys-
temem opisujacym matematyczne pojecie zbioru jest system Zermela-
Fraenkla ZF oparty na ukfadzie aksjomatéw zaproponowanym w roku
1908 przez E. Zermela i uzupelnionym potem przez A. Fraenkla
i Th. Skolema. Nieco odmienne ujecie zaproponowat J. von Neumann.
W tym ujeciu wystepuja zaréwno zbiory, jak i klasy. Wystepuja one
tez w systemie teorii mnogoSci Morse’a. Jeszcze inne ujecie zapropo-
nowal w roku 1956 W. Ackermann. W jego systemie pojecie zbioru
jest pochodne i podporzadkowane pojeciu klasy.

W latach sze$édziesiatych grupa matematykéw czeskich z P. Vo-
penka na czele stworzyla tzw. teori¢ semizbioréw. Rozwaza si¢ w niej
klasy, zbiory i tzw. semizbiory, przy czym semizbidr jest to podklasa
zbioru nie bedaca zbiorem. Wszystkie opisane wyzej systemy teorii
mnogosci odwolywaly si¢ i byly oparte na idei zbioru wprowadzonej
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przez G. Cantora. Byly wiec zgodne z jego filozofia teorii mnogosci*.

W latach siedemdziesiatych P. Vopenka i matematycy skupieni wokot
niego stworzyli inng teori¢ mnogos$ci, nazywana alternatywng teorig
mnogosci.

Zauwazmy przede wszystkim, ze celem Cantora bylo zbadanie
wszystkich mozliwych zbioréw. Warunkiem koniecznym i dostatecz-
nym jest tu tylko niesprzecznos$¢. Aby zbiér mozliwy byl realizowalny
musimy by¢ w stanie ,,przenie§¢” za pomoca jednego skoniczonego
aktu wszystkie jego elementy do sfery obiektéw istniejacych. Bol-
zano, ktory byl prekursorem teorii zbioréw, stawial sobie jako cel
badanie tylko zbioréw istniejgcych. Przy tym warunkiem koniecznym
istnienia zbioru jest to, by istnialy wszystkie jego elementy z osobna.
Teoria mnogosci zaproponowana przez Vopenke opiera si¢ wiasnie na
filozofii Bolzana. W teorii tej mozna zrekonstruowaé¢ wiele dzialéw
matematyki klasycznej, przy czym pozwala ona na ujecie wielu pro-
bleméw, ktérych nie mozna adekwatnie wyrazi¢ w innych systemach
teorii mnogosci (opartych na ideach Cantora) — na przyklad rachunek
rézniczkowy i calkowy w ujeciu z nieskoriczenie matymi, zjawiska ru-
chu, paradoks tysego czy ogdlnie zwiazki miedzy kontinuum a tym,
co dyskretne. Wiele taczy ja tez z ideami ultraintuicjonistow.

Wielo$¢ systeméw teorii mnogosci (opartych nie tylko na réznych
zatozeniach filozoficznych, ale takze na rozmaitych uktadach aksjoma-
tow), a takze wyniki na temat niesprzecznos$ci i niezaleznosci (a wigc
w konsekwencji nierozstrzygalnosci) pewnych waznych dla matema-
tyki hipotez (na przyktad hipotezy kontinuum czy aksjomatu wyboru)
stawiaja na nowo problem zasad i kryteriéw doboru i akceptacji ak-
sjomatéw. Problem ten dotyczy zreszta nie tylko teorii mnogosci, ale
kazdej teorii matematycznej, cho¢ w przypadku teorii mnogosci na-
biera on fundamentalnego znaczenia.

Gtéwne konkurencyjne koncepcje filozoficzne w odniesieniu do
teorii mnogoSci to realizm (platonizm) i formalizm. Przyjecie stano-
wiska realistycznego zwalnia z konieczno$ci uzasadniania przyjmo-

“Na temat G. Cantora filozofii teorii mnogosci zob. na przyktad Murawski (1984).
Por. tez Cantor (1932).
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wanych aksjomatéw czy dowodzenia ich niesprzeczno$ci — sg one
bowiem opisem tego czy innego fragmentu rzeczywistoSci matema-
tycznej. Pojawienie si¢ pewnych problemdw, ktére sg nierozstrzygalne
w oparciu o przyjmowane aksjomaty (jak na przykfad hipoteza konti-
nuum) lub tez prowadza do pewnych wynikéw nie w pelni zgodnych
z intuicjami (na przyktad paradoksalny rozkfad kuli) zaczyna jednak
stwarza¢ powazne trudnodci. Jednym z wyjs¢ jest ,,ucieczka” ku for-
malizmowi i stwierdzenie, ze aksjomaty niekoniecznie sa opisem rze-
czywisto$ci matematycznej. Wtedy uzasadnienia wymaga jednak do-
bér aksjomatéw i wyjasnienie, dlaczego takie a nie inne aksjomaty
przyjmujemy jako podstawe matematyki. Stanowisko realistyczne re-
prezentowane byto na przyktad przez Godla (pisaliSmy o tym wyzej
w czesci I artykutu). W latach osiemdziesigtych rozwinicta zostata
przez P. Maddy pewna wersja idei Godla (por. Maddy, 1990). Godel
twierdzit, ze mozemy poznaé zbiory abstrakcyjne za pomocg intu-
icji, Maddy natomiast glosi tez¢, iZ mozemy widzie¢ zbiory konkret-
nych obiektow, ktérych elementy znajdujg si¢ przed naszymi oczami.
Postrzegamy zbiory konkretnych przedmiotéw fizycznych poprzez po-
strzeganie ich elementow. Zbiory sa umiejscowione w czasoprzestrzeni
rzeczywistego Swiata. W ten spos6b mozemy poznac ,,proste” zbiory,
tzn. zbiory dziedzicznie skoriczone. Zbiory bardziej skomplikowane
traktuje ona tak, jak traktuje si¢ obiekty teoretyczne w fizyce —
mozemy poznaé je i ich wlasno$ci poprzez pewne rozwazania me-
tateoretyczne. Latwo zauwazyé, ze w koncepcji tej Godlowska intu-
icja matematyczna zostata zastgpiona przez zwykle postrzeganie zmy-
stowe. Zaleta podejscia Maddy jest to, ze taczy ono zalety platonizmu
Godla, pozwalajacego wyjasni¢ oczywisto$¢ pewnych faktow matema-
tycznych, z jednej strony, z realizmem Quine’a bioragcym pod uwage
role, jaka matematyka odgrywa w naukach przyrodniczych, z drugiej
strony (por. czg$¢ 1 artykutu).

Reprezentantem stanowiska formalistycznego w teorii mnogosci
jest PJ. Cohen (por. jego artykul (1971)). Twierdzi on, ze ponie-
waz matematyka nie toleruje zdafi nierozstrzygalnych, wiec w trakcie
pracy nad tymi czy innymi problemami przyjmujemy nowe zalozenia
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czy dopuszczamy nowe aksjomaty. Nie czynimy tego jednak zupelnie
dowolnie. Sg one ,.ekstrapolacjami z jezyka matematyki bardziej fi-
nitystycznej” (Cohen, 1971). Z takimi procesami ekstrapolacji mamy
zresztg do czynienia w calej historii matematyki.

Pozostaje oczywiscie problem uzasadnienia przyjmowanych aksjo-
matéw czy problem kryteriéw doboru nowych aksjomatéw. Jest to
zresztg problem dotyczacy catej matematyki. Wyr6zni¢ mozna rozma-
ite sposoby i metody stosowane przez matematykow przy uzasadnianiu
i obronie aksjomatéw. Podzieli¢ je mozemy na argumenty wewnetrzne,
zewnetrzne i na zasady heurystyczne (por. Maddy 1988). Argumenty
wewnetrzne oparte s3 na samym pojeciu, ktérego dotyczy dany aksjo-
mat (w przypadku teorii mnogosci — pojeciu zbioru) i odwotuja sie
do pierwotnej intuicji. Sprowadzaja si¢ one najczeSciej do stwierdze-
nia, ze ta czy inna wlasno§¢ wyrazona w danym aksjomacie uderza
nas jako oczywista. Argumenty zewnetrzne moga przybiera¢ rozmaitg
postac. Na rzecz przyjecia rozwazanego aksjomatu przemawiaé¢ moze
to, Ze jest on potwierdzony przez konkretne przypadki szczegdlne, ze
implikuje nie znane przedtem wyniki nizszego poziomu, ze dostarcza
nowych dowodéw starych twierdzen, Ze pozwala na unifikacje no-
wych wynikéw ze starymi tak, ze stare wyniki staja si¢ szczegélnymi
przypadkami nowych, Zze pozwala na rozszerzenie wzorcOw znanych
dla teorii stabszych, dostarcza nowych silnych narzedzi pozwalajacych
na rozwigzywanie starych probleméw, ze w konicu pozwala dowies¢
pewnych hipotez czy ustali¢ pewne zaleznoSci miedzy teoriami. Za-
sady heurystyczne majg charakter aprioryczny. Sg wsrdéd nich mak-
symy metodologiczne, zasady o charakterze podobnym do argumen-
tow zewnetrznych lub wewnetrznych czy w koncu zasady oparte na
bezposrednim do§wiadczeniu.

3. KRYTYKA KONCEPCJI W DUCHU PODSTAW MATEMATYKI

Zauwazmy, ze wszystkie opisane wyzej kierunki i tendencje w za-
kresie filozofii matematyki nawigzujag w jaki§ sposéb do koncepcji
klasycznych. Stanowig one w istocie rozwinigcie tych ostatnich. Tak
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jak kierunki klasyczne, szukajg one pewnej i solidnej bazy i funda-
mentu dla matematyki jako nauki. Chca pokazaé, ze matematyka jako
nauka jest niesprzeczna i pewna, a jej wyniki niepodwazalne. Probuja
to zrobi¢ poprzez pewng rekonstrukcje rzeczywiscie uprawianej ma-
tematyki. W tych rekonstrukcjach odwotuja si¢ oczywiscie do rozma-
itych narzedzi i metod logiki matematycznej i podstaw matematyki. Sa
wiec one koncepcjami w duchu podstaw matematyki. Ich cecha cha-
rakterystyczng jest pewien redukcjonizm. Majg one charakter wyraZnie
monistyczny, tzn. prébujac wykazac, ze matematyka jest nauka pewna
i bezpieczng redukujg matematyke do jakiego$ jednego tylko aspektu.
W efekcie daja jednowymiarowe, statyczne obrazy matematyki, nie
udzielajagc odpowiedzi na pytanie, jak matematyka w rzeczywistoSci
powstaje, jakimi drogami matematyk dochodzi do twierdzen i odkry¢,
jak matematyk naprawde pracuje. Pomijaja rzeczywisty rozwdj mate-
matyki zaréwno w aspekcie jednostkowego dochodzenia do wynikéw,
jak i ogdélny rozwdj matematyki jako nauki. Traktuja ja jako nauke,
w ktorej rozwdj odbywa si¢ poprzez monotoniczne gromadzenie praw-
dziwych i niepodwazalnych stwierdzen. Kierunki klasyczne (w postaci
pierwotnej czy tez rozwinigtej) dostarczajg wiec tylko pewnych rekon-
strukcji rzeczywistej matematyki. Wynika to zapewne z ich genezy.
Powstawaly one bowiem w atmosferze kryzysu w podstawach mate-
matyki i ich zasadniczym celem bylo znalezienie solidnego i pew-
nego fundamentu dla tej nauki. U podstaw tych poszukiwan tkwito
zalozenie, ze matematyka musi by¢, i w istocie jest, wiedzg pewna
i niepodwazalng. Ignorowaly przy tym wiele kwestii pojawiajacych
sie w matematyce, na przyktad dowody nieformalne, mozliwo$¢ ble-
déw, wyjasnianie vs. dowodzenie czy tez problem, ktéry pojawil sie
w ostatnich latach, a mianowicie stosowanie komputeréw w dowodze-
niu twierdzen.

Jako reakcja na t¢ jednostronno$¢ koncepcji klasycznych z jed-
nej strony, a pod wplywem wyraznego renesansu zainteresowan histo-
rig i filozofia matematyki, z drugiej strony, daly si¢ zauwazy¢ w la-
tach szedcdziesiatych pewne tendencje podwazajace podejscie w duchu
podstaw matematyki. Stawiaja one sobie za cel badanie rzeczywistej
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matematyki, a nie tylko dostarczenie pewnej jej rekonstrukcji. Inte-
resuje je nie tylko kontekst uzasadnienia, ale chcg bra¢ pod uwage
takze kontekst odkrycia. A zatem akcentuja wyraZnie aktualng prak-
tyke badawczg. Zauwazmy, ze praktyka badawcza w matematyce ma
dwie istotne cechy, ktore trzeba uwzgledni¢ w badaniach filozoficz-
nych nad matematyka. Przede wszystkim ma ona swoja historie, tzn.
nie jest absolutna, zawsze taka sama, ale zmienna i zalezna od epoki
i kultury, w ramach ktérej matematyka jest uprawiana i rozwijana.
Stad wynika konieczno$§¢ uwzglednienia aspektu historycznego. Druga
wazna cecha to to, ze praktyka badawcza w matematyce nie jest wy-
izolowana, przeciwnie, ma wiele cech wspdlnych z praktyka badawcza
innych nauk, zwlaszcza nauk przyrodniczych. Zatem nie mozna wyja-
$ni¢ kwestii filozoficznych zwiazanych z matematyka bez wziecia pod
uwage na przyktad roli, jaka matematyka peini w innych naukach. Nie
jest tez uzasadnione zdecydowane odgraniczanie matematyki i nauk
przyrodniczych i nadawanie obiektom matematyki zasadniczo innego
statusu ontologicznego i epistemologicznego niz, powiedzmy, obiek-
tom fizyki.

Ta zmiana akcentéw i perspektywy moze by¢ tez powigzana
z dwoma zasadniczymi sposobami podej$cia do filozofii matematyki.
Ot6z filozofie matematyki mozna z jednej strony uprawia¢ z akcen-
towaniem aspektu normatywnego i z przyznaniem priorytetu episte-
mologii nad rzeczywiScie uprawiang matematyka (takie podejscie do-
minowalo w kierunkach klasycznych i w tendencjach, ktére z nich
wyrosly) lub tez przyjmujac istniejaca i uprawiang przez matematy-
kéw nauke jako dang i stawiajac sobie za cel badanie tej rzeczywistej
matematyki (dominuje wigc tu aspekt opisowy). We wspodiczesnej fi-
lozofii matematyki zdaje si¢ przewaza¢ to drugie podejscie. Koncep-
cje powstale w jego ramach nazywa si¢ na ogét kierunkami quasi-
empirystycznymi.
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4. KONCEPCJE QUASI-EMPIRYSTYCZNE

Jedng z pierwszych istotnych préb w tym kierunku byta koncep-
cja Imre Lakatosa. Powstata ona pod wptywem filozofii K. Poppera,
a wylozona zostata przede wszystkim w pracy Lakatosa (1963-64).
Glosi on tam teze, ze matematyka, tak jak i nauki przyrodnicze, jest
omylna, a nie pewna i niepodwazalna. Rozwija si¢ ona poprzez kry-
tyke i korekte starych teorii, ktére nigdy nie sa wolne od niejasnoSci
czy mozliwosci popetnienia btedu czy przeoczenia. Prébujac rozwig-
zac¢ jaki§ problem, szuka si¢ jednoczesnie dowodu i kontrprzyktadu.
Nowe dowody wyjasniajg stare kontrprzykiady, nowe kontrprzyktady
podwazajg stare dowody. Méwiac o dowodach ma tu Lakatos na my-
§li niesformalizowane dowody rzeczywiscie uprawianej matematyki.
W dowodach takich mamy do czynienia z wyjasnianiem, usprawie-
dliwianiem i uzasadnianiem oraz ze szczegétowymi analizami, ktére
maja uczyni¢ badang hipoteze bardziej prawdopodobng i przekonujaca.
Lakatos nie analizuje wyidealizowanej matematyki sformalizowanej
(tzn. przedstawionej w postaci systemu sformalizowanego), ale mate-
matyke rzeczywiScie uprawiang przez matematykéw, a wigec matema-
tyke w procesie rozwoju i odkrywania. Jego gtéwne dzieto Proofs and
Refutations (1963-64) jest w istocie krytyka dogmatycznych kierun-
kéw filozofii matematyki, w szczegdlnosci logicyzmu i formalizmu.
Zarzuca im przede wszystkim to, ze nie stosuja si¢ one do rzeczy-
wistej matematyki. Twierdzi tez, Ze matematyka jest naukg w sensie
Popperowskim i ze rozwija si¢ ona poprzez sukcesywna krytyke i ulep-
szanie teorii oraz poprzez budowanie nowych konkurencyjnych teorii.
Celem Lakatosa byto zniwelowanie przepasci, jaka dzieli matematyke,
uwazang za nauke nieomylng i za zbiér niepodwazanych tez a priori,
i nauki przyrodnicze, ktérych tezy sa a posteriori, omylne i moga
by¢ podwazone przez wyniki nowych eksperymentéw. Nie twierdzi on
oczywiscie, ze matematyka jest naukg empiryczng, ale tylko, iz jest
ona quasi-empiryczna. Inna prébg przezwyciezenia ograniczen kierun-
kéw klasycznych jest koncepcja ujecia matematyki jako systemu kul-
turowego zaproponowana przez Raymonda L. Wildera. Wylozyt on
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swoje koncepcje w pracach (1968, 1981) (zob. tez Murawski, 1986).
Jego gléwna teza glosi, Ze matematyka jest systemem kulturowym.
Matematyke mozna traktowacé jako subkulture, wiedza matematyczna
nalezy do tradycji kulturowej danego spoteczeristwa, a aktywnos¢ ba-
dawcza w matematyce ma charakter spoteczny. Takie podejscie do
matematyki pozwala na badanie jej rozwoju i stosowanie w tych ba-
daniach pewnych ogdélnych praw rzadzacych zmianami w ramach da-
nej kultury. Pozwala tez na Sledzenie wzajemnych relacji i wptywow
réznych elementéw kultury, w szczegdlnoSci ich wptywu na rozwdj
matematyki. Umozliwia wreszcie wykrywanie mechanizméw rozwoju
i ewolucji matematyki jako nauki. Dlatego tez koncepcje Wildera na-
zywa si¢ czasem epistemologia ewolucyjng. Proponowatl on badanie
matematyki jako nauki nie tylko z punktu widzenia logiki, ale takze
przy uzyciu metod i z perspektywy antropologii, socjologii i historii.
Wilder podkreS§la, ze matematyke nalezy umieSci¢ w Popperowskim
Hrzecim $wiecie”. Matematyka nie bada obiektdw istniejgcych poza
przestrzenig i czasem i niezaleznych od poznajacego podmiotu. Nie
mozna jej wlaSciwie zrozumieé, jesli nie uwzgledni si¢ kultury, w ra-
mach ktorej jest ona rozwijana. W tym wiec sensie matematyka ma
wiele wspdlnego z ideologia, religia czy sztuka. R6zni si¢ od nich tym,
ze jest naukg, w ktérej obowigzuje zasada uzasadniania twierdzen za
pomoca logicznego rozumowania, a nie opiera si¢ na powszechnej
zgodzie, na autorytecie czy innych podstawach.

Wilder formutuje tez szereg praw, ktére jego zdaniem rzadza ewo-
lucja matematyki. Wskazuje przy tym na znaczenie zaréwno sit we-
wnetrznych (funkcjonujacych w samej matematyce jako subkulturze),
jak i sit zewnetrznych (wynikajacych z tego, Ze matematyka jest zawsze
fragmentem wickszej catosci kulturowej) — omowienie tych praw
wraz z licznymi przyktadami ich zastosowan znaleZ¢ mozna w jego
ksigzce (1981).

Teze o apriorycznosci, absolutnej pewnoSci i niepodwazalnosci
wiedzy matematycznej poddaje krytyce takze H. Putnam (por. Putnam,
1975). Twierdzi on, ze w matematyce stosowane byly od dawna (i na-
dal sg oczywiscie stosowane) metody quasi-empiryczne, przy czym



14 Roman MURAWSKI

przez te ostatnie rozumie metody analogiczne do metod stosowanych
w naukach przyrodniczych z ta r6znica, ze stwierdzenia jednostkowe,
ktére wykorzystywane sg do ,,sprawdzania” teorii, otrzymywane s3
w przypadku matematyki za pomocg dowodéw lub rachunkéw, a nie
za pomocg obserwacji czy eksperymentu. Metody takie odgrywaja
w matematyce rol¢ heurystyczng w kontekscie odkrycia (korzysta si¢
z nich na przykfad wtedy, gdy na podstawie przypadkéw szczegdl-
nych formuluje si¢ ogdlne zaleznosci i twierdzenia), wykorzystywane
moga by¢ jako argumenty za przyjeciem tych czy innych aksjoma-
tow, czy wreszcie stuzy¢ moga do czesciowego uzasadniania hipotez,
dla ktérych nie posiadamy Scistych dowoddéw. Kryterium prawdziwo-
Sci w matematyce stanowi zdaniem Putnama, podobnie jak w fizyce,
sukces i uzyteczno$¢ idei matematycznych w szeroko rozumianej prak-
tyce, zwlaszcza oczywiscie praktyce badawczej, w szczegélnosci w fi-
zyce i innych naukach przyrodniczych.

5. PROBLEMY ZWIAZANE Z ZASTOTOWANIEM
KOMPUTEROW

Problem dopuszczalnoSci metod quasi-empirycznych, czy wrecz
empirycznych w matematyce nabral w ostatnich czasach nowego wy-
miaru poprzez coraz czestsze i szersze stosowanie komputerow. Zja-
wisko to stawia przed filozofia matematyki nowe wyzwania i nowe
problemy.

Komputery s3 wykorzystywane w matematyce na co najmniej
sze$¢ réznych sposobdw: (1) do obliczent numerycznych, (2) do roz-
wigzywania (na ogét przyblizonego) réwnan i uktadéw réwnar al-
gebraicznych, rézniczkowych, do obliczania cafek itp., (3) do auto-
matycznego dowodzenia twierdzen, (4) do sprawdzania poprawnosci
dowodéw matematycznych, (5) przy dowodzeniu twierdzefi (méwi si¢
w tym wypadku o dowodach wspomaganych komputerowo) oraz (6) do
eksperymentowania z obiektami matematycznymi. Szczegllne zainte-
resowanie (i kontrowersje) wzbudzaja zastosowania typu (5). Jedng
z gléwnych kwestii wymagajacych rozwigzania jest sprawa statusu
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twierdzen uzyskanych z wykorzystaniem komputera, a w konsekwencji
— w przypadku uznania takich twierdzen za pelnoprawne twierdzenia
matematyki — takze problem charakteru wiedzy matematyczne;j.

Problem ten dyskutuje si¢ na ogét w kontekscie twierdzenia o czte-
rech barwach. Otéz to udowodnione w roku 1976 twierdzenie jest
pierwszym w matematyce twierdzeniem, ktérego dowdd w sposob
istotny bazuje na zastosowaniu komputera. Nie mozna sprawdzi¢ jego
poprawnos$ci bez pomocy komputera. Co wigcej, niektére z decydu-
jacych pomystéw wykorzystanych w tym dowodzie zostaty udoskona-
lone za pomocg do§wiadczenn komputerowych, za pomoca ,.dialogu”
z komputerem. Nie znamy tez (przynajmniej dotychczas) zadnego do-
wodu innego typu dla tego twierdzenia. To wszystko prowadzi do
sformutowania tezy, ze twierdzenie o czterech barwach jest pierwszym
twierdzeniem matematyki nowego typu, tzn. twierdzeniem nie maja-
cym dowodu tradycyjnego, a jedynie dowdd wykorzystujacy w spo-
s6b istotny eksperyment (tzn. obliczenia komputerowe). To z kolei
kaze zakwestionowaé klasyfikacje wiedzy matematycznej jako wiedzy
apriorycznej i prowadzi do konieczno$ci dokonania wyboru pomiedzy
dwoma mozliwo$ciami: albo rozszerzy¢ zakres dozwolonych w mate-
matyce metod dowodzenia dopuszczajac uzycie komputerow (a wiec
pewnego rodzaju eksperymentu), albo uznac, ze twierdzenie o czterech
barwach nie zostato jak dotad udowodnione i nie nalezy do zakresu
wiedzy matematyczne;.

Pierwsza z tych mozliwoSci pociaga za soba uznanie, ze wiedza
matematyczna jest w istocie wiedzg quasi-empiryczng a nie aprio-
ryczng. Zauwazmy przy tym, ze dopuszczenie eksperymentu kompu-
terowego w procesie dowodzenia twierdzen rozszerza w jakiS§ sposob
zas6b Srodkéw poza-apriorycznych czy quasi-empirycznych, o ktérych
moéwiliSmy powyzej. Mamy tu bowiem do czynienia z postugiwaniem
si¢ pewnym przyrzadem technicznym i wykorzystywaniem podawa-
nych przez niego wynikéw (nie wystarczy bowiem sam program —
software, ale konieczna jest przeciez takze jego realizacja na konkret-
nym sprzecie, a wiec wazny jest tez hardware). Dochodzimy tu zatem
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do pewnego wzmocnienia tezy o quasi-empirycznym charakterze ma-
tematyki.

Opisang tezg w kwestii statusu twierdzefi, w dowodach ktérych sto-
suje sie komputer i w kwestii charakteru wiedzy matematycznej glo-
sza w szczegdlnodci Ph.J. Davis, R. Hersh, Ph. Kitcher i E.R. Swart.
Podejmowane sa jednak réwniez préby obrony apriorycznego charak-
teru wiedzy matematycznej mimo dopuszczenia w niej komputero-
wego wspomagania dowodéw. Argumentuje si¢ tutaj w szczegdlnosci,
ze dowody wspomagane komputerowo mozna przeksztatci¢c w dowody
tradycyjne poprzez dodanie nowych aksjomatéw (Levin), ze komputer
w istocie jest matematykiem i zna wynik, ktéry udowodnit dedukcyj-
nie (Krakowski), czy ze procedury podobne do stosowania programéw
komputerowych wykorzystywane byly w matematyce od dawna, a za-
tem zastosowanie, z ktérym mamy do czynienia w dowodzie twier-
dzenia o czterech barwach, nie jest niczym istotnie nowym (Detlefsen
i Luker).

Informatyka wptywa na filozofi¢ matematyki nie tylko poprzez fakt
stosowania komputeréw do uzyskiwania nowych wynikéw w matema-
tyce. Takze informatyka teoretyczna, w szczegdlnosci kwestie zwia-
zane z teoria obliczefi, stawiajg przed filozofem matematyki nowe pro-
blemy, a jednoczesnie dostarczaja nowych narzedzi umozliwiajacych
nowe spojrzenie na pewne znane juz wyniki i nowa ich interpretacje.
Przyktadem moze by¢ tu teoria informacji i jej zastosowanie do episte-
mologii matematyki. Otéz analiza twierdzed Godla o niezupelnosci,
z punktu widzenia teorii informacji wtasnie, prowadzi do wnioskéw
o0 quasi-empirycznym charakterze matematyki i o jej podobiefistwie do
nauk przyrodniczych, zwlaszcza jesli chodzi o kwestie adaptacji no-
wych aksjomatéw i metod. Zasadniczym bowiem kryterium przyjecia
danego aksjomatu czy dopuszczenia danej metody powinna by¢ ich
,wuzyteczno$¢” do rozwigzywania otwartych dotad probleméw. Postep
i rozwdj w matematyce maja charakter podobny do postepu i rozwoju
nauk przyrodniczych. Zjawisko niezupetnosci (o ktérym moéwia twier-
dzenia Godla) nie jest czym$ niezwyklym i rzadkim. Przeciwnie, jest
ono czymS§ naturalnym. Dlatego chcac uzyskiwaé w matematyce nowe
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wyniki i dowodzi¢ nowych, bardziej ztozonych twierdzer musimy stale
wprowadzaé nowe aksjomaty i dopuszcza¢ nowe metody.

6. DYSKUSJE WOKOE. PROBLEMU ISTNIENIA

W ostatnim okresie ozywily si¢ tez, ciagle obecne w filozofii ma-
tematyki, dyskusje wokot kwestii istnienia. Miaty one giéwnie postaé
sporu realizm—antyrealizm, czy realizm—konstruktywizm. Zaréwno re-
alisci, jak i antyrealiSci, odwolujg si¢ do koncepcji Godla i Quine’a-
Putnama, o ktérych pisaliSmy powyzej. To witasnie platonizm Godla
i realizm Quine’a-Putnama byly (i sa) punktem wyjscia do rozwijania
nowych koncepcji, zaréwno bedacych w opozycji do nich, jak i stano-
wigcych w jaki§ sposob ich rozwiniecie.

Zauwazmy, ze obie wspomniane koncepcje, w swym charakterze
realistyczne, opieraja si¢ na innych przestankach i majg inny zupetnie
charakter. Jak pisaliSmy wyzej, Godel twierdzil, ze obiekty matema-
tyczne tworzg pewng rzeczywisto$¢ poza czasem i przestrzenig. Pozna-
nie ich umozliwia nam intuicja matematyczna, ktdéra tez pozwala nam
uznaé pewne aksjomaty za oczywiste. Prawdziwos¢ innych poznajemy
poprzez ich konsekwencje i to, ze sg one owocne w dowodzeniu roz-
maitych twierdzefi i rozwigzywaniu réznych probleméw.

Punktem wyj$cia dla Quine’a i Putnama sg rozwazania dotyczace
struktury nauki, w szczegélnosci fizyki. Poniewaz nie da si¢ roztozyc¢
nauki na sktadowa analityczng i syntetyczng (jak chciat Carnap), wigc
musimy zaakceptowaé pelng ontologi¢, tzn. uznac istnienie wszyst-
kich przedmiotéw, o jakich w naukowym dyskursie mowa (argument
z niezbednosSci). Mozna zatem powiedzie¢ krétko, ze w tym ujeciu
stosowalno$¢ pociaga za sobg istnienie.

Platonizm Godla zostat zakwestionowany przez P. Benacerrafa
w klasycznej juz dzi§ pracy ,,Mathematical Truth” (1973). Otéz Be-
nacerraf stwierdza, ze koncepcja Godla nie spelnia wymogéw meto-
dologicznych stawianych teorii nauki, a zatem jest nie do przyjecia.
Benacerraf przyjmuje kauzalng teorie wiedzy. Stwierdza, ze przed-
mioty matematyczne nie oddziatujg przyczynowo i jednoczes$nie od-
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rzuca percepcje pozazmysiowg jako Zrédlo wiedzy. To wszystko pro-
wadzi go do wniosku o konieczno$ci odrzucenia platonistycznego sta-
nowiska Godla, gdyz przyjmowana przez tego ostatniego koncepcja
pozazmystowej percepcji obiektow czy poje¢ abstrakcyjnych jest zbyt
malo precyzyjna i brak w niej wyjasnienia zwigzku pomiedzy naszymi
zdolno$ciami poznawczymi a przedmiotem wiedzy.

Godlowska koncepcje intuicji matematycznej krytykowali tez inni
filozofowie, w szczeg6lnosci C. Chihara, D. Gottlieb i H. Field. Kon-
cepcja ta znalazta jednak takze swoich obroricow (Maddy, Resnik).

Field poddat krytyce nie tylko koncepcije platonistyczne Godla, ale
takze argument z niezbednoSci Quine’a-Putnama (por. Field, 1980).
Jego koncepcja nalezy do jednej z najczesciej dyskutowanych dzi§ pro-
pozycji w filozofii matematyki. Analizujac role matematyki w naukach
przyrodniczych, w szczegdlnosci w fizyce, Field dochodzi do wniosku,
ze nie jest prawdziwa teza gloszaca, iz matematyka jest w nich nie-
zbedna oraz do konkluzji, iz matematyka jest w nich stosowana jedynie
jako pewien skrét opisowy i inferencyjny, i jako taka jest teoretycz-
nie zbedna. Obiekty matematyczne petnig w tych teoriach inng role
niz abstrakcyjne obiekty teoretyczne. Te ostatnie bowiem rozszerzaja
teorie czysto obserwacyjne, podczas gdy w teoriach uzywajacych abs-
trakcyjnych obiektéw matematycznych nie mozna udowodni¢ niczego
wiecej, niz w teorii, w ktdrej nie odwotujemy si¢ do takich obiek-
tow. Field ilustruje swoje tezy na przyktadzie Newtonowskiej teorii
grawitacji, tzn. formuluje pewna wersje tej teorii, ktéra nie zaktada
istnienia liczb i funkcji. To wszystko prowadzi go do nominalizmu —
twierdzi on mianowicie, ze matematyka jest jedynie uzyteczng i wy-
godng fikcja, zbiorem stwierdzen, ktére umozliwiaja nam formutowa-
nie i uzasadnianie pewnych tez o realnym Swiecie, ale ktére w istocie
nie maja zadnej interpretacji w rzeczywistoSci. Matematyka nie jest
zatem niezbedna, jest co najwyzej uzyteczng fikcja.

W przeciwienstwie do Fielda, Chihara (1990) twierdzi, ze w na-
ukach przyrodniczych potrzebne jest co$ na ksztatt formalizmu ma-
tematycznego, aby méc w ich ramach formutowac i rozwija¢ teorie.
Formalizm ten jednak nie musi dotyczy¢ obiektéw matematycznych
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wprost, nie musi prowadzi¢ do zobowigzan ontologicznych. Proponuje
on rozwini¢cie systemu matematycznego, w ktérym twierdzenia eg-
zystencjalne zostang zastgpione stwierdzeniami dotyczacymi konstru-
owalnoSci, przy czym konstruowalno$¢ rozumie on szerzej niz intu-
icjoniéci. Nie tylko koncepcje antyrealistyczne odwoluja si¢ do Godla
i Quine’a-Putnama. Takze realisci czerpig podstawowe inspiracje (cho¢
oczywiScie w inny sposéb) z tych teorii.

Jedng z koncepcji realistycznych odwotujacych sie do platonizmu
Gaodla jest propozycja P. Maddy nazywana platonizmem fizykalistycz-
nym. PisaliSmy o tej koncepcji wyzej przy okazji omawiania pro-
bleméw ontologicznych teorii mnogosci. Inna prébe skonstruowania
teorii wiedzy matematycznej, ktéra umozliwiataby przyjecie stano-
wiska realizmu, przynosi strukturalizm. Mozna go scharakteryzowac
jako doktryne gloszacag ze matematyka bada struktury a nie wyizolo-
wane obiekty oraz ze przedmioty matematyki sg jedynie pozbawio-
nymi pozarelacyjnych cech pozycjami w tych strukturach. Koncepcja
taka ma swe Zrodta w pracach R. Dedekinda, B. Russella, D. Hil-
berta, P. Bernaysa i N. Bourbakiego, a rozwijana jest obecnie gléw-
nie przez M. Resnika, S. Shapiro i G. Hellmana (analiz¢ krytyczno-
poréwnawczg koncepcji strukturalistycznych znaleZé mozna w pracy
Bondeckej-Krzykowskej, 2002).

Analizy pokazuja, ze strukturalizm nadaje si¢ najlepiej do wyja-
Sniania statusu czystych obiektow matematycznych, takich jak liczby
czy zbiory. Tu pojawia si¢ jednak problem tzw. wieloredukcji, tzn.
problem tego, z jaka z danych struktur podobnych nalezy identyfiko-
wac definiowane strukturalistycznie obiekty i jakie sa (czy moga by¢)
zasady takiej identyfikacji. Pojawiajg sie tez problemy zwigzane ze
stosowaniem logiki drugiego rzedu czy operator6w modalnych.

7. ZAKONCZENIE

Powyzszy zarys rozwoju filozofii matematyki w XX wieku po-
kazuje silne wzajemne oddzialywanie logiki matematycznej i podstaw
matematyki z jednej strony oraz filozoficznej refleksji nad matematyka
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z drugiej. Wskazuje tez na wyrazng tendencje do przekraczania ogra-
niczet wynikajacych z podstawowych zatozen kierunkéw klasycznych
wspotczesnej filozofii matematyki. O ile kierunki te koncentrujg sie
na rekonstrukcji matematyki (z wykorzystaniem narzedzi logiki mate-
matycznej i teorii mnogosci) w celu pokazania, ze jest ona bezpieczna
i moze by¢ dalej bez obaw uprawiana, o tyle nowe prady prébuja
analizowaé rzeczywistg praktyke badawcza matematykéw. To prowa-
dzi do kierunkéw quasi-empirystycznych. Nie nalezy jednak trakto-
wac tych ostatnich jako konkurencji kierunkéw klasycznych i oczeki-
wac zupelnego ich wyeliminowania. Sg one tylko ich uzupetnieniem
wynikajagcym ze zwrdcenia uwagi na inne jeszcze aspekty fenomenu
matematyki.
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