MISSA VAIHEESSA MATEMAATTINEN YMMARRYS SYNTYY — KOHTI

EMPIIRISESTI PATEVAA MATEMATIIKANFILOSOFIAA

Markus Pantsar, Helsingin yliopisto

1. Johdanto

Erds matematiikanfilosofian keskeisimpid kysymyksid on matemaattisen ja empiirisen
yhdistdminen. Vaikka on yleistd ymmartida matematiikka puhtaan apriorisena tieteend, taytyy
filosofien tunnustaa myds matemaattisten teorioiden kdytdnnon sovellusten merkitys. Tama
matematiikan ja empirian suhde on ollut jo antiikin Kreikasta asti filosofeja kiinnostava
kysymys, mutta vaikka matemaattisen tiedon empiiriset sovellukset ovat olleet
vuosituhansien ajan moninaisia, on tutkimus toiseen suuntaan — empiirisen aineiston
sovelluksista matematiikanfilosofian tutkimuksessa — pédasiassa 1800-luvulla herdnnyt ja
vasta viime vuosisadan lopulla varteenotettavaksi kehittynyt ilmid. Vihitellen perinteisen
aprioristisen platonistisen matematiikanfilosofian rinnalle on syntynyt kuitenkin myos
empiristisid teorioita.

1800-luvun kuuluisin empiristinen matematiikanfilosofi oli John Stuart Mill
(1843), jonka vaikutus jdi kuitenkin hyvin pieneksi, ei vdhiten Gottlob Fregen (1884)
murskaavan kritiikin seurauksena. 1900-luvulla empirismin uuden nousun mukana myos
matematiikanfilosofiassa alettiin kuitenkin jélleen kyseenalaistaa kuvaa matematiikasta
puhtaan abstraktina tieteend. W.V.O. Quine (1951) tunnetusti pyrki horjuttamaan
vakiintunutta tiedon jakoa a prioriin ja a posterioriin, ja siten asettamaan myds matematiikan
uudelle paikalle osana yhteniista tieteellistd selitysmallia. Ehkd kuuluisimmassa platonismin

kyseenalaistavassa artikkelissa Paul Benacerraf (1973) kysyi miten me tdysin fyysisind



subjekteina voimme saada tietoa tdysin abstrakteista matematiikan objekteista. Tama
matemaattisen tiedon (ainakin osittainen) sulauttaminen empiirisen tietoon  sai
huipennuksensa Philip Kitcherissd (1983), joka esitti ensimmadisen Millin jilkeisen
varteenotettavan puhtaan empiristisen matematiikanfilosofisen teorian. Hanen mukaansa
matematiikka tutkii ideaalisoita niistd operaatioista, joita teemme tavallisessa
ympdaristossdmme. Kitcherin teoria on saanut paljon huomiota, ja sitd on my6hemmin pyritty
tdydentiméidn yksityiskohtaisemmaksi esimerkiksi George Lakoffin ja Rafael E. Nufiezin
(2000) toimesta.

Empiristinen matematiikanfilosofia on kuitenkin vain yksi osa matemaattista ja
empiiristd koskevaa laajempaa kysymystd. Vaikka emme hyvéksyisi matemaattisen tiedon
olevan pohjimmiltaan empiiristd, jad meilld kuitenkin useita empiriaan liittyvid kiinnostavia
kysymyksid. Matemaattisten teorioiden kédytdnnon sovellukset ovat luonnollisesti erds tirked
aihe, mutta viime aikoina on alkanut tulla myds uusia filosofisesti varteenotettavia empiirisia
suuntauksia. Esimerkiksi Paolo Mancosu (2008) on tutkinut matematiikan kaytint6ja
filosofisesti ja esittinyt monia mielenkiintoisia tuloksia. Eva Wilhelmus (2007) seka
Benedikt Lowe ja Thomas Miiller (2008) ovat pyrkineet ratkaisemaan matematiikanfilosofia
kysymyksid sosiologisin menetelmin. Lisdksi klassisen Jacques Hadamardin (1954)
tutkimuksen jdlkeen monet tutkijat ovat olleet kiinnostuneita matemaatikkojen subjektiivista
kokemuksista tyOssddn. Viimeisend, useat psykologiset kokeet (esim. Wynn 1992) ovat
antaneet mielenkiintoista empiiristd aineistoa matemaattisen ajattelun perusteista. Uskon, etti
kaikkien ndiden tutkimussuuntausten noteeraaminen filosofiassa on tarkedd riippumatta siité,
mikd on meiddn matematiikanfilosofinen l&htokohtamme. Vaikka empiristiset filosofiset
teoriat toki antavat tdhdn kenties parhaan pohjan, on mahdollista ajatella myos, ettd
saamamme empiirinen lisdinformaatio auttaa selkeyttdmidin my0s ei-empiristisid

matematiikanfilosofia kasityksia.



Téssd artikkelissa keskitynkin nimenomaan empiiriseen matematiikantutkimukseen
empirististen matematiikanfilosofisten teorioiden sijaan. Empiirisistd tutkimuksista keskityn
toistaiseksi parhaita tuloksia saavuttaneeseen tutkimussuuntaukseen: psykologisiin
tutkimuksiin alkeellisesta matemaattisesta ajattelusta. Kehittyneen matemaattisen ajattelun
tarkastelu on toki tdrked tutkimusalue, mutta se on myds pahamaineisen vaikeaa ja
epavarmaa selvittdd. Matemaatikkojen subjektiivisten kokemusten kartoitus voi antaa meille
viitteitd matemaattisen ymmarryksen luonteesta, mutta titd on vaikeaa yhdistdd filosofisiin
kysymyksiin empiirisyydestd ja apriorisuudesta. Samoin matemaatikkojen sosiologinen
tutkimus antaa tdrkeitd ndkokulmia matemaatikkojen ammatillisista ja filosofisista
késityksistd, mutta on kiistanalaista missd miérin téllaista aineistoa voidaan kayttdd hyvaksi
filosofisissa teorioissa. Yleinen ajatus onkin, ettd matematiikka ei ole véalttimattd tiiviisti
sidottu matematiikanfilosofiaan: kaksi matemaatikkoa voi toimia ammatillisesti samoin,
vaikka heidén filosofiset kdsityksensa olisivat tdysin pdinvastaiset.

Psykologisilla tutkimuksilla on sen sijaan mahdollisuus pureutua niihin
kaikkein alkeellisimpiin prosesseihin, jotka ovat vastuussa matemaattisen ajattelun
kehittymisesté. Esittelen tdssé artikkelissa muutamia matematiikanpsykologian tuloksia, joilla
uskon olevan suoraa filosofista relevanssia. En viitd, ettd nykyinen empiiristen tutkimusten
taso on milldédn tavalla riittdvd sitomaan meidat tiettyihin filosofiin teorioihin. Mutta jo se,
ettd meilld on varteenotettavaa empiiristd aineistoa, on merkittdvdd — potentiaalisesti jopa
kidnteentekevdd. Esimerkiksi platonistiset teoriat intuitiosta ja puhtaasta ajattelusta
matemaattisen tiedon perustana tuntuvat epistemologisesti tarpeettomilta, mikdli voimme
tyydyttivisti selittdd matemaattisen tiedon muodostumista empiirisesti. Tamé on yksi tapa,
jolla empiiriselld matematiikantutkimuksella voi olla suoraa filosofista relevanssia. Toinen

tapa liittyy konventioiden asemaan matematiikassa. Ludwig Wittgensteinin (1983)



matematiikanfilosofiassa kaikki matematiikka on vain konventioita. Mutta mikéli empiria
osoittaa johonkin naturalistiseen syyhyn (esimerkiksi aivojen rakenteessa), josta tietyt
matemaattiset késitteet seuraavat, on konventionalismi ongelmissa. Tietenkin nimé ovat
toistaiseksi vain epavarmoja luonnoksia filosofisille argumenteille. Mutta joka tapauksessa
olemme matematiikanfilosofiassa nyt uudessa tilanteessa: meilld on kiinnostavaa empiiristia

aineistoa, joka on potentiaalisesti filosofisesti relevanttia.

2. Psykologiset tutkimukset

On ymmérrettivad, ettd matemaattiseen ymmarrykseen liittyviat kysymykset eivit selvid
helposti psykologian keinoin. Suurin osa matemaattista ajattelua on toistaiseksi aivan liian
monimutkaista mallintaa psykologiassa ja aivotutkimuksessa kdytetyin metodein.
Luonnollisesti matematiikanfilosofian ongelmat eivdt ole juuri helpommin palautettavissa
empiirisesti testattaviin kysymyksiin. Mutta tdstd on myds selkeitd poikkeuksia. On tiettyja
matematiikanfilosofisia kysymyksid, joiden vastaukset tarjoavat selkedn testattavan
hypoteesin. Téllainen on esimerkiksi kysymys siitd, onko matematiikka pohjimmiltaan
kielellistd toimintaa. Konventionalistisessa matematiikanfilosofiassa — kuuluisimpana
esimerkkind Wittgenstein — matematiikan ajatellaan olevan vain konventioita tiettyjen
sdantdjen ja késitteiden kéytostd. On vaikeaa ymmartdd, mitd ndma konventiot voisivat olla,
jos ne eivit ole kielellisid. En tdssd tahdo ottaa tdhidn kysymykseen tarkempaa kantaa, mutta
on luontevaa ajatella ettd jos saamme evidenssid siitd, ettd kaikki matemaattinen ymmaérrys ei
ole kielellistd, olisi timd samalla evidenssid konventionalismia vastaan.

Toinen empiirisesti relevantti filosofinen kysymys on se, missid vaiheessa
matemaattinen ymmaérrys syntyy. Monet matematiikanfilosofiset teoriat pitivat matemaattista

ajattelua ja siithen liittyvid intuitioita hyvin pitkdlle kehittyneind kykyind. Uskon useimpien



intuitionististen ja platonististen teorioiden olevan timénkaltaisia, vaikka kysymys on hyvin
monitahoinen ja siksi tahdon esittdd timén ajatuksen pédasiassa tyohypoteesina. Mutta mikali
platonistit ovat oikeassa ja matemaattista intuitiota ei voida palauttaa yksinkertaisempiin
psykologisiin prosesseihin, on syytd odottaa, ettei matemaattisen ajattelun alkeita 16ydy
ennen tiettyja kognitiivisia (ja kenties liséksi kielellisid) kykyja saavuttaneilta lapsilta.

Nédmi ovat vain kaksi esimerkkid siitd, miten empiiriset ennusteet ja
matematiikanfilosofiset teoriat liittyvit toisiinsa. Kenties nima yhteydet voidaan selittda
filosofisesti sellaisillakin tavoilla, jotka romuttavat yhteyden empiriaan. Ehkd on olemassa
parempia esimerkkeji matematiikanfilosofian empiirisestd ulottuvuudesta. Mutta
lahtokohtaisesti tdssd esitetyt ongelmat nédyttdvit olevan luonteeltaan filosofisia ja siséltivin
selkedn empiirisen yhteyden. Siksi matematiikanfilosofiassa on syytd ottaa erittdin vakavasti
tallaiset yhteydet, etenkin kun ylli esitetyt esimerkit ovat jo saaneet taustalleen merkittivia
empiirisi tuloksia.

Esittelen tissd artikkelissa muutamia esimerkkejd filosofisesti relevanteista
psykologisista tutkimuksista. Esimerkit kisittelevdt matemaattisen ajattelun syntyvaihetta,
matematiikan ja kielellisyyden yhteytté, sekd ajattelun anomalioita, joita vauriot aivoissa ovat
saaneet aikaan. Kaikki esimerkit késittelevdat hyvin yksinkertaista matematiikkaa. Ainakin
yhden esimerkin kohdalla on jopa kyseenalaista, voidaanko ajatella kyseen olevan lainkaan
matematiikasta. Psykologisten kokeiden ja matematiikanfilosofian yhteys vaatii vield paljon
tutkimusta sekd empiirisesti ettd filosofisesti. Mutta kaikilla tdssé esitellyilld tutkimuksilla on
erds hyvin tirked ominaisuus: ne ovat empiirisesti vahvoja ja usein toistettuja. Se mitd ne
lopulta tarkoittavat psykologisesti — puhumattakaan filosofisesti — jdi vield avoimeksi, mutta
niiden empiirinen relevanssi on hyvin vahva. Mikédli matematiikanfilosofiassa emme halua
jamdhtdd kvasi-mystiseen kisitteistoon intuitioista ja apriorisuudesta, emme voi sulkea

silmidmme téltd aineistolta.



Matematiikka on kiistatta kielellistd toimintaa, mutta onko se pelkistddn — tai pohjimmiltaan
— sitd? Monet matemaatikot (ks. Hadamard 1954) ovat kuvailleet "nékevinsd” matemaattisia
totuuksia ja kddntdvansi ne kielellisiksi. Tdma on kiinnostava aihe, mutta sen mallintaminen
koejdrjestelyilld ~ on  hankalaa.  Siksi  tdssd, kuten @~ monessa  muussakin
matematiikanpsykologian kysymyksessd, parempaa empiiristd aineistoa on tarjolla
matemaattisen ajattelun primitiivisimmilld asteilla. Mitd voisimme odottaa primitiivisen
ajattelun suhteen, mikdli matemaattinen ajattelu olisi puhtaasti kielellistd? Ensimmiinen
luonteva hypoteesi on, ettd mitdén matemaattiseen ajatteluun liittyvdd ei voitaisi havaita
tutkimuskohteilla, joilla ei ole kielellistd kyvykkyyttd, kuten pienilld lapsilla ja eldimill.
Toinen yhtd Iluonteva hypoteesi on, ettd kielellisesti kehittyneilld ihmisilld ei olisi
l6ydettivissd oleellisia eroja matemaattisen ja kielellisen prosessoinnin vililld. On erittdin
mielenkiintoista, ettd kumpikaan ndistd hypoteeseista ei kuitenkaan saa tukea empiirisesta
tutkimuksesta.

Modernin matematiikanpsykologian yksi tarkeimmistd hahmoista on Karen
Wynn, jonka useat nerokkaat koejérjestelyt 1990-luvun alussa haastoivat vanhoja kéasityksia
matemaattisen ajattelun syntyvaiheista. Erddssd kokeessa (Wynn 1992) 4-5 kuukauden
ikdisille lapsille naytettiin nukkeja ja mitattiin aikaa, jonka lapsi katsoi niitd. Tama
habituaatioon perustuva mittaaminen on yleinen tapa tutkia pienten lasten reaktioita: lapset
katsovat pitempéén, kun he ndkevét jotakin uutta ja mielenkiintoista. Wynnin kokeessa lapsi
niki nuken, jonka eteen vedettiin suoja. Tdmén jilkeen lapsi niki, ettd kési laittaa toisen
nuken suojan taakse. Nyt Wynn halusi selvittdd, odottavatko lapset nikevansi kaksi nukkea,
kun suoja poistetaan kokeen lopuksi? Koe (joka on toistettu useaan otteeseen myohemmin)
paljasti, ettd ndin todellakin tapahtuu. Jos suojan takaa poistettiin nukke lapsen huomaamatta

— ja lapsi niki siis vain yhden nuken — hén jdi katsomaan nukkea pitempéddn kuin siind



tapauksessa, ettd suojan takaa paljastui lapsen odottamat kaksi nukkea. Koe toistettiin my0s
niin péin, ettd lapsi ndki kaksi nukkea joiden eteen vedettiin suoja. Tdmén jélkeen lapsi néki
kidden poistavan yhden nuken, ja osassa kokeista lapsen huomaamatta liséttiin toinen nukke
takaisin. Jdlleen tulos oli sama: lapsi jdi katsomaan pitempddn tilannetta, joka oli
aritmeettisesti mahdoton.

Tony Simonin (Simon et al 1995) johtama tutkimusryhmé teki vield yhden
lisimuunnoksen toistaessaan Wynnin koetta: télld kertaa nukkejen lukumiirin lisdksi nuket
vaihdettiin toisen hahmoisiksi. Yllattden tulos oli jédlleen sama: 3-5 kk ikdiset lapset
kiinnittivit suurimman huomion epdluonnolliseen nukkejen [ukumddrddn, vaikka nuket
vaihtoivat vélilli muotoa ja vérid. Myos lukuisat muut kokeet — joita on koottu Stanislas
Dehaenen kirjaan The Number Sense (2011)" — viittaavat alkeellisiin aritmeettisiin kykyihin
hyvin pienilld lapsilla. Lisdksi samanlaista tutkimusta on tehty eldimilld. Wynnin koe on
toistettu apinoilla (Hauser et al 1996), ja lisiksi monet muut koejirjestelyt (sekd eldinten
havainnointi luonnossa) antavat erittdin vahvaa todistusaineistoa siitd, ettd eldimilld apinoista
lintuihin on kyky kiyttis alkeellista aritmetiikkaa.” Lasten vastaavat kielelliset kyvyt
kehittyvit kuitenkin vasta paljon mydhemmin ja tietenkddn useimmilla eldimilld ei ole
lainkaan kielellisid vilineiti edes yksinkertaiseen aritmetiikkaan.

Edelld esitetyt koetulokset antavat meille vahvan syyn uskoa, ettd
yksinkertainen matematiikka ei voi olla tdysin kielellistdi. Mutta teemmeké me
kehittyessimme matematiikasta kielellistd? Vaikka osittain ndin varmasti onkin, erddt kokeet
viittaisivat siithen, ettemme koskaan hévitd sitd “suoraa” yhteyttd lukuihin, joka on

havaittavissa pienilld lapsilla ja eldimilld. Erddssa yksinkertaisessa kokeessa Butterworth

! Dehaenen kirjan alkuperdinen version (1997) oli hyvin tarkea katsaus 90-luvun alun empiirisiin tutkimuksiin ja
tdssa laajennetussa toisessa painoksessa Dehaene paivittaa tilanteen ajan tasalle. On huomattavaa, miten
vahvasti aiemman painoksen tutkimussuuntaukset ovat saaneet tukea myéhemmista kokeista. Siksi tassa
artikkelissa esitetyt Idhinna 90-luvulta peraisin olevat tutkimukset ovat vielakin ajankohtaisia.

? Ks. Butterworth 1999, 126-147.



(1999, 238) néytti koehenkildille — tdlld kertaa sisdltden aikuisia — numeropareja ja esitti
helpon kysymyksen: ovatko numerot samoja? Tahén vastatakseen koehenkilon ei tietenkddn
tarvitse ymmartdd mitddn numeroista; riittdd, ettd han osaa erottaa kaksi symbolia toisistaan.
Voisi siis olettaa, ettd koehenkildiden vastausaika olisi sama numeropareilla 4 3 ja 74 7.
Néin ei kuitenkaan ollut, vaan koehenkil6t (joista nuorimmat olivat kuusivuotiaita) olivat
nopeampia vastaamaan, kun (lukumiéran) ero numeroiden vililld oli suurempi. Useat muut
kokeet (Butterworth 1999, 227-245) antavat saman tuloksen: ihmiset eivét voi mitéén sille,
ettd he alkavat ajatella numerosymboleja lukuméériné. Selvistikin ajattelemme jollain tasolla
matemaattisesti tiedostamattamme.

Psykologiassa Wynnin ja muiden kokeet ovat saaneet vahvan tuen lisdksi myos
krititkkid. Esimerkiksi Kelly Mix (2002) kritisoi Wynnin johtopadtostd pikkulasten
aritmetiikasta:

Aivan kuten eldintutkijoilla on riski inhimillistdd ei-inhimilliset subjektinsa,

pienten lasten tutkijoilla on riski peittdd perushavaintoprosessit aikuisten

ajattelulla. Pitemmaéan katseluajat on yleisesti tulkittu evidenssiksi siitd, etti
lapset ovat muodostaneet abstraktin representaation, verranneet sitd
koedrsykkeeseen ja kdytdnnossd sanoneet itselleen: ”Hei, tuo on erilainen” tai

”Kuinka yllattavaa!”

En mene tissd syvemmadlle psykologian piiriin, mutta Mixin vasta-argumentti on syyti
huomioida silld se on myos filosofisesti relevantti. Arvostellessaan Wynnin kokeita Mix
tuntuu olettavan, ettd niissd lapsille postuloidaan kognitiivisia kykyjé, joita heilld ei ole.
Mutta tdmi ei ole Wynnin teoria, vaan se kysymys johon hin pyrkii vastaamaan. Jos Mix
olettaa kaiken aritmeettisen osaamisen olevan kognitiivisesti kehittynytts, tietenkin tuntuu

kyseenalaiselta postuloida sitd pienille lapsille tai eldimille. Mutta Wynnin kokeiden



kaltaisten tulosten viesti on juuri pdinvastainen: yksinkertaiset aritmeettiset taidot eivét vaadi
kehittyneitd kognitiivisia kykyjd, vaan on syytd wuskoa, ettdi ne ovat jollain
yksinkertaisemmalla tavalla rakennettuna aivoihin.

Uskon, ettd ylla esitetyn kaltaiset kokeet ovat tirkedd ottaa huomioon myos
matematiikanfilosofiassa. Tietenkdin pienten lasten ja eldinten kyky hallita pienid lukumaéria
tai yksinkertaista aritmetiikkaa ei ole matematiikkaa siind mielessd kuin se yleensd
ymmarretddn. Varsinainen matemaattinen ajattelu vaatii keinoja yleistdd ja tima vaatii
kielellistd kehitystd. Opittuamme riittavésti kieltd voimme ilmaista sellaisia asioita kuin etti
milldén kokonaisluvulla n ei pade n - 1 = n. Pienten lasten ja eldinten matematiikassa taméa
havainto ei kuitenkaan pidd paikkaansa, silld niiden kyky yksinkertaiseen aritmetiikkaan
rajoittuu pieniin lukuméériin. Meidén onkin syytd olla tarkkana, ettemme vedi liian pitkélle
menevid johtopédatoksid psykologisista kokeista. Voi hyvinkin olla, ettd suuri osa
matematiikasta on oleellisesti kielellistd toimintaa ja jokin kevyempi muoto
konventionalismista voi selittdd timén filosofisesti. Mutta mikili voimme 16ytdd alkeellista
aritmetiikkaa subjekteilla, joilla ei ole riittavda kielellistd kykyéd, on vdite siitd ettd kaikki
matematiikka on puhtaasti kielellistd vaikea hyviksya. Siksi tdssd esitetyt koetulokset ovat
vakava haaste Wittgensteinin kaltaisille konventionalisteille. Mikéli luonnollisten lukujen
yhteenlasku on pelkéstdin konventio, ndyttdisimme jakavan jollain tasolla timén konvention
kolmen kuukauden ikiisten lasten ja korppien kanssa — jolloin koko konvention kisite on jo
venytetty absurdeihin mittoihin.

Toisen matematiikanpsykologiassa kiinnostavien tulosten joukon muodostavat
erilaiset anomaliat, joita esimerkiksi vauriot aivoissa ovat saaneet aikaan. Butterworth (1999)
mainitsee tdstd useita tapauksia. Thminen, jolla on normaali kielellinen kyvykkyys, voi olla
taysin hukassa numeroiden kanssa. Erddssd Butterworthin esimerkissd (s. 180) mies menetti

aivoverenvuodon saatuaan kyvyn lukea numeroita, mutta numeraaleja hian pystyi lukemaan



tdysin vaivatta. Mies siis pystyi kdsittelemddn lukuja niiden esiintyessd sanoina numeroiden
sijaan. Muissa esimerkeissd mainitaan tapauksia, joissa kielellisesti normaali ithminen on
menettinyt kokonaan kyvyn tehdd yksinkertaisiakin péadssdlaskuja. Yhteistd tdllaisissa
tapauksissa ovat olleet vauriot vasemmassa parietaalisessa (pédédlaen) lohkossa.
Nykyaivotutkimuksen mukaan késitteemme numeroista ja niiden relaatioista sijoittuukin juuri
tahdn lohkoon, samoin kuin osa avaruudellisesta hahmotuskyvystd.’ Kielellinen toiminta sen
sijaan tapahtuu otsalohkossa.

Téassd kuvailemani matematiikanpsykologiset tutkimukset ovat perdisin 1990-
luvulta ja sen jalkeen alalla on luonnollisesti tapahtunut uutta kehitystd.* Erds kiinnostava
kysymys on se, mikd on luontainen tapamme ymmartdd lukuméérid. Stanislas Dehaenen
tutkimusryhmén kokeessa (Dehaene et al 2008) tutkittiin eroja ldnsimaisen ja Amazonin
alkuperdiskansojen lukukésityksissd. Heiddn tuloksensa tukivat késitystd siitd, ettd lukujen
kiyttd on synnynndinen ominaisuus, mutta he huomasivat suuria eroja siind, miten eri
kulttuureissa lukujen suhteet ymmaérretdan. Siind missd ldnsimaissa luvut on tapana sijoittaa
viivalle lineaarisesti (kuten lukusuoralla opetetaan tekemiddn), Amazonin kansat tekevét
saman logaritmisesti. Dehaenen ryhmén hypoteesi onkin, ettd juuri tdmé (ainakin kvasi-)
logaritminen lukukésitys on synnynndinen. Tétd tukevat myos kokeet (ks. Dehaene 2011),
joissa on tutkittu pienten lasten ja eldinten lukukisityksid. Tutkimuskohteet ovat ndissd
kokeissa erottaneet pienet luvut hyvin toisistaan, mutta ldhestyttdessd suurempia lukuja
(joiden ei tarvitse olla viittd isompia, riippuen subjektista) timé kyky erottaa lukuméairia
heikkenee nopeasti. Pieni lapsi tai eldin erottaa kaksi kived kolmesta kivestd, ja kymmenen
kahdestakymmenestd, muttei kymmenta yhdestdtoista. Suositussa metaforassa synnynnéista

lukukésitystimme voi verrata siihen, ettd dmpdriin pistetddn kauhalla vettd. Ensimmaiisten

*Ks. Blakemore & Frith (2005).

* Dehaene (2011) esittelee runsaasti uudempaa tutkimusaineistoa. Lisiksi esim. De Cruz et al (2010) sisélta3
uutta empiirista tutkimustietoa aritmetiikan perusteista.



kauhallisten jarkeen erot ovat selkeitd, mutta dmpérin tiyttyessd kdy erojen huomaaminen
koko ajan vaikeammaksi.

Miten tdmd logaritminen — jos se todellakin on meiddn synnynniinen tapa
ymmartdd lukumdirii — on sitten kehittynyt niiksi eksakteiksi ideoiksi, joita kidytdmme
matematiikassa? Tami on paljon lisdtutkimusta vaativa kysymys, johon ei toistaiseksi voi
esittdd selkeitd vastauksia. Mutta oletettavasti kulttuurillinen kehitys on tdssd tarkedssi
asemassa. Pienilld lukumaiirilld esiintyvé idea siitd, ettd kolme on kahden ja kaksi yhden
seuraaja, on koko aritmetiikkamme ytimessd. Mutta titd késitettd eivit kaikki kansat ole
pystyneet jalostamaan synnynndisistd aritmeettisista kyvyistimme. Se, miksi ndin on
tapahtunut, on erittdin kiinnostava kysymys, jossa siirrymme véhitellen psykologiasta

matematiikan historian ja filosofian puolelle.

3. Matemaattinen ymmdrrys

Edelld esitetyn perusteella tuntuu selvdltd, ettd matematiikanfilosofian pitdd siirtyd
nykyaikaan ottamalla empiirinen tutkimus vakavasti. Tdmai ei tarkoita sitd, ettd meididn on
joko kannatettava kritiikittd esimerkiksi Kitcherin empirismii tai hylattava perinteiset metodit
tehdd matematiikanfilosofiaa. Vaikka ajateltaisiin kaiken matematiikan pohjautuvan
aritmetiikkaan ja geometriaan — ja ndiden olevan pohjimmiltaan empiiristd — on tirkeda
ymmartdd myos matemaattisen tutkimuksen ja tiedon erityisluonne. Kuva matematiikasta
puhtaana a priori —tieteend néyttdisi olevan vanhentunut, kun tarkastelemme ensimmaéisia
matemaattisia késitteitimme: lukumaiirid ja muotoja. Mutta yhté virheelliseltd tuntuu ajatella,
ettd esimerkiksi moderni algebra on jollakin oleellisella tavalla empiiristd. Matematiikka on
niin ddrimmadisen laaja, monipuolinen ja jatkuvasti kasvava tiede, ettd sen luonteen

filosofinen kuvaaminen on aina vaarassa olla yksinkertaistava. Vilttddksemme tdméin on



empiirinen kehittyneen matematiikan tutkimus vélttdmétontd ja Mancosun kaltaisten
filosofien ty0 hyvin tdrkedd. Selittddksemme matemaattisen ymmarryksen luonteen meiddn
taytyy tietdd, mitd matemaatikot tekevit.

Mutta ammattimatemaatikkojen tutkimus on vain pieni osa siitd matematiikasta,
jota ithmiset péivittdin kdyttavat. Siksi perinteisesti paljon tutkitut matematiikanfilosofian alat
kuten aritmetiikan, joukko-opin, logiikan, geometrian ja todenndkoisyyslaskennan filosofiat
ovat yhti tarkeitd kuin ennenkin. Penelope Maddyn (1997, 2007) kaltaiset naturalistit uskovat
matematiikanfilosofian ongelmien aukeavan parhaiten matematiikan avulla. Vaikka timé on
ymmarrettivd ja monessa yhteydessd kannatettava ajatus, jittdd se silti suuren osan
matematiikanfilosofian kysymyksistd ilman vastausta. Matemaattinen kéytanto ei anna meille
vastausta esimerkiksi kysymykseen luonnollisten lukujen olemuksesta: logiikkaan, joukko-
oppiin ja suoraan aksiomatisointiin perustuvat ldhestymistavat ovat kaikki kaytossa.
Kuitenkin kysymys siitd, mistd luonnolliset luvut tulevat, on erittiin relevantti matemaattisen
ymmarryksen kannalta. Matematiikanfilosofialla onkin paikkansa seké pitkille kehittyneessé
ammattimatematiikassa ettd yksinkertaisessa arkimatematiikassa.

Néamai matemaattisen tiedon kaksi hyvin eri astetta tarvitsevat kuitenkin erilaiset
tutkimusmetodit. Siind missd pitkdlle kehittyneelld matematiikan erikoisalalla voi olla
ainoastaan satoja, kenties vain muutamia, asiantuntijoita koko maailmassa, kayttavit
luonnollisten lukujen yhteenlaskua kéytdnnossd kaikki ihmiset. My0s késitteiden
kompleksisuudessa on valtava ero: on hyvin vaikea suunnitella empiiristd koetta, joka voisi
selvittdd mistd kehittyneet matemaattiset kisitteet tulevat. Erikoistuneen matemaatikon
ajattelu on alallaan niin kehittynyttd, ettd meilld ei ole tilld hetkelld mitddn toivoa tuntea
psykologisia prosesseja sen taustalla. Sitd vastoin luonnollisten lukujen olemuksesta voimme
saada tietoa tutkimalla vastasyntyneitd lapsia ja eldimié, jolloin meilld ei ole mitddn riskid

siité, ettd tulokset olisivat kisitteellisen ajattelun tahraamia.



Kaikessa tdssd on tdrkedd 10ytdd oikea alue ja relevanssi empiiriselle
tutkimukselle matematiikanfilosofiassa. Viitdn ettd téilld hetkelld empiirinen tutkimus on
eniten relevanttia, kun tarkastelemme perimmdisten kisitteiden kuten lukumiérdn
kehittymistd ihmisilld. On helppo ajatella, ettd matemaattinen ajattelu olisi kehittynyt ilman,
ettd olisimme koskaan keksineet esimerkiksi aksiomaattisen systeemin ideaa. Edes formaalit
kielet eivét ole valttiméattomid saavuttaaksemme tietyn matemaattisen tason. Mutta miten
olisimme voineet koskaan kehittyd matematiikassa ilman taipumusta havainnoida maailmaa
lukumédrind ja muotoina? Tami on varmasti yleisesti hyviksytty ndkemys, mikd tekee
kummalliseksi sen, miten vdhdn filosofiassa on huomioitu niitd empiirisid tuloksia, jotka
selvittdvdt meille tatd taipumusta. Platonille oli kenties luontevaa ajatella yhteys
ihmisajattelun ja abstraktien matemaattisten olioiden maailman vililld. Nykytieteen ja -
filosofian valossa tdimé yhteys on kuitenkin erittdin ongelmallinen. Mutta Platon ei tiennyt
psykologiasta ja filosofiasta sitd, mitd me tiedimme; hin ei voinut esimerkiksi tuntea, ettd
vastasyntyneelld lapsella on taipumus erottaa lukumaéria.

Toki matematiikan psykologia vaatii vield paljon tutkimusta ennen kuin tillaiset
tulokset ovat kiistattomia, ja lisdksi tutkimuksia tulisi laajentaa koskemaan esimerkiksi
loogista ja geometrista ajattelua. Nykyisellddn psykologinen tietimyksemme on hyvin
vajavaista, mitd tulee yksinkertaisimpiinkin késitteisiin. Mutta se on silti jotakin. Puhdas
matematiikanfilosofia on kehittynyt hammastyttdvan vihén tillaisten perustavien kysymysten
suhteen. Vield 2000-luvulla on filosofeja, jotka ajattelevat matemaattisten objektien olevan
itsendisesti olemassa abstraktissa ideoiden maailmassa. Toisaalta on myds filosofeja, jotka
ajattelevat matematiikan teorioiden olevan lopulta vain mielivaltaisia symbolien peleja.
Lienee selvdd, ettd kysymys matemaattisesta ymmarryksestd on ndille kahdelle
filosofityypeille tdysin yhteismitaton. Siksi matematiikanfilosofiassa meidén pitdisi olla

erityisen kiinnostuneita siitd mahdollisuudesta, etti voimme saada yhid luotettavampaa



empiiristd tietoa matemaattisen ymmaérryksen synnystd. Vaikka tutkimukset toistaiseksi
ovatkin vajavaisia ja suppea-alaisia, meilld on empiirisid syitd uskoa, ettd matemaattinen
ymmaérrys on ainakin jollain tavalla sisdénrakennettu aivoihimme. On himmastyttivaa, jos
taitd ei pidetd filosofisesti relevanttina alalla, joka ei perinteisesti ole saanut nauttia

minkdinlaisesta empiirisesti tuesta.
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