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PLATONSKA RZECZYWISTOSC POJEC
MATEMATYCZNYCH?!

Jak ,rzeczywiste” sa obiekty $wiata matematykéw? Zgodnie z jednym
punktem widzenia wydaje sie, ze nie moga one mie¢ w sobie nic rzeczywi-
stego. Obiekty matematyczne sa po prostu pojeciami; sa one idealizacjami
umyshu, wytworami matematykdéw, co prawda czesto stymulowanymi przez
zjawiska przyrody i pozorny porzadek réznych aspektéw otaczajacego nas
$wiata, ale jednak tylko myslowymi idealizacjami. Czyz moga one by¢ czyms
innym jak tylko zwyklymi, dowolnymi konstrukcjami ludzkiego umystu?
Réwnoczesnie jednak jakas gleboka rzeczywistos¢ zdaje sie owiewac pojecia
matematyczne, rzeczywisto$¢ wykraczajaca daleko poza umystowe delibera-
cje konkretnego matematyka. To tak, jakby my$l ludzka byta prowadzona
ku jakiej$ zewnetrznej w stosunku do niej, wiecznej prawdzie — prawdzie,
ktora odznacza sie wlasna rzeczywistoécia i ktora tylko czedciowo nam sie
objawia.

Zbior Mandelbrota jest wymownym tego przyktadem. Jego cudownie mi-
sterna struktura nie byta wynalazkiem zadnego cztowieka, nie byta réwniez
dzielem zadnego zespolu matematykdéw. Sam Benoit Mandelbrot, polsko—
amerykanski matematyk (i protagonista teorii fraktali), ktéry pierwszy ba-
dal ten zbidr, poczatkowo nie mial zadnego pojecia o jego faktycznym skom-
plikowaniu, chociaz zdawal sobie sprawe, ze wpadl na trop czegos bardzo
interesujacego. Najpierw, gdy jego pierwsze rysunki komputerowe zaczely
si¢ pojawiaé, przypuszczal, ze rozmyte struktury, ukazujace si¢ jego oczom,

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy srodkéw automatycznych; moz-
liwe sg wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana (obi@opoka.org). Tekst
elektroniczny posiada odrebna numeracje stron.

1 Jest to ostatni paragraf 3—go rozdziatu pt. ,Mathematics and Reality” ksiazki Rogera
Penrose’a The Emperior’s New Mind — Concerning Computers, Minds, and the Laws
of Physics, Oxford University Press, New York — Oxford 1989, ss. 94-98.
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stanowia wynik zlego funkcjonowania komputera!? Dopiero pézniej prze-
konal sie, ze struktury te rzeczywiscie tam sa, stanowiac wlasnosé zbioru.
Co wiecej, skomplikowanych szczegdétéw struktury zbioru Mandelbrota nikt
z nas nie moze w pelni poznaé, nie moga one tez zosta¢ w calej pelni ujaw-
nione przez zaden komputer. Swiadczyloby to o tym, ze struktura ta nie jest
czedcig naszych umysltéw, lecz posiada swoja wlasna rzeczywistosé. Ilekroé
jaki$ matematyk lub komputer zdecyduje si¢ poddaé zbiér badaniom, od-
kryje jedynie przyblizenia zawsze tej samej fundamentalnej, matematyczne;j
struktury. Jesli pominaé fakt, ze réznice w predkosci, w pojemnosci i w gra-
ficznych mozliwosciach komputeréw mogg prowadzi¢ do réznic w subtel-
nosci szczegdtéw i w predkosci, z jaka zostang one ujawnione, to nie ma
najmniejszego znaczenia, jaki komputer zostanie uzyty do wykonania ob-
liczen (byle tylko nie byl uszkodzony). Komputer spelnia tutaj zasadniczo
taka sama role jaka w pracy fizyka do$wiadczalnego spelnia przyrzad eks-
perymentalny, przy pomocy ktérego bada on strukture fizycznego $wiata.
Zbiér Mandelbrota nie jest wynalazkiem ludzkiego umystu lecz odkryciem.
Zbiér Mandelbrota, podobnie jak Mount Everest, po prostu tam jest!

W podobny sposéb zbiér liczb zespolonych odznacza si¢ pewnego ro-
dzaju gleboka i bezczasowa realnoscia, ktéra wykracza poza umystowe kon-
strukcje konkretnego matematyka. Poczatki odkrycia liczb zespolonych sie-
gaja prac Gerolamo Cardano. Byl on Wlochem, zyjacym w latach od 1501
do 1576, z zawodu lekarzem, hazardzista, stawiaczem horoskopéw (kiedy$
postawil horoskop Chrystusowi); w r. 1545 napisal on wazna i wplywowa
rozprawe na temat algebry pt. Ars Magna. W dziele tym podal on po raz
pierwszy pelna postaé rozwiazania (jako liczbe niewymierna, tzn. jako n—
ty pierwiastek) ogdlnego réwnania trzeciego stopnia®. Cardano zauwazyl
jednak, ze w pewnej klasie przypadkéw, ktore nazwal ,nieredukowalnymi”,
kiedy to réwnanie ma trzy rzeczywiste rozwiazania, musi si¢ na pewnym
etapie wyciagaé pierwiastek kwadratowy z liczby wjemnej. Chociaz byto to
dla niego zaskoczeniem, Cardano zauwazyl, ze jezeli dopudci sie taki pier-
wiastek, i tylko wtedy gdy sie to zrobi, mozna otrzymaé pelna odpowiedz
(ostateczne rozwigzanie zawsze jest rzeczywiste). PéZniej, w r. 1572, Ra-
fael Bombellii w pracy zatytulowanej [’Algebra rozszerzyl wynik Cardano
i zapoczatkowal systematyczne badanie algebry liczb zespolonych.

2Por. B. B. Mandelbrot, Fractals and the Rebirth of Iteration Theory, w: The Beauty
of Fractals: Images of Compler Dynamicl Systems, red.: H—O. Peitgen, P. H. Richter,
Springer Verlag, Berlin 1986, ss. 151-60.

3Wykorzystujac czeSciowo wcezedniejsze prace Scipione del Ferro i Tartalii.
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O ile z poczatku moglo sie zdawaé, ze wprowadzenie pierwiastkow kwa-
dratowych z liczb ujemnych bylo tylko sztuczka — matematycznym chwy-
tem do uzyskiwania okreslonych celéw — o tyle pdzniej stato sie jasnym,
ze obiekty te pozwalaja uzyskaé znacznie wiecej niz to, do czego je pier-
wotnie wykorzystywano. Jak zaznaczylem wyzej, chociaz pierwotnym ce-
lem wprowadzenia liczb zespolonych bylo bezkarne otrzymywanie pierwiast-
kéw kwadratowych (z liczb ujemnych), dzigki tym liczbom uzyskujemy jako
bonus mozliwos¢ obliczania jakichkolwiek pierwiastkéow, czyli rozwigzywa-
nia dowolnych réwnan algebraicznych. Znajdujemy nastepnie wiele innych
magicznych wlasnosci, jakie liczby zespolone posiadaja — wlasnosci, kté-
rych istnienia przedtem nie podejrzewaliémy. Wtasnoéci te po prostu tam
sa. Nie zostaly one tam wtozone ani przez Cardano czy Bombellego, ani
przez Wallisa, Coatesa, Eulera, Wessela czy Gaussa, bez wzgledu na niewat-
pliwa przenikliwo$é spojrzenia tych lub innych wielkich matematykéw; ma-
gia znajdowala sie w strukturze, ktéra oni tylko stopniowo odkrywali. Gdy
Cardano wprowadzil liczby zespolone, nie mogl nawet podejrzewaé wielu
magicznych wlasnodci, jakie z nich wynikaja; wlasnosci te kryja sie pod roz-
nymi nazwami, jak na przyklad wyrazenie catkowe Cauchy’ego, twierdzenie
Riemanna o odwzorowaniu czy wlasno$¢ rozszerzenia Levy’ego. Te, i wiele
innych godnych podziwu faktéw, wynikaja wprost z natury liczb (bez naj-
mniejszej ich modyfikacji), ktére Cardano po raz pierwszy napotkal okolo
1539 r.

Czy matematyka jest wymystem, czy odkryciem? Czy gdy matematycy
dochodza do swoich wynikéw, produkuja tylko wymyslne konstrukcje umy-
stowe, nie majace zadnego aktualnego istnienia, ale odznaczajace sie taka
mocy i elegancja, ze sa w stanie zwie$¢ nawet swoich twércéw, tak by uwie-
rzyli, iz ich wlasne umystowe konstrukcje sg ,rzeczywiste”? Czy tez matema-
tycy istotnie odkrywaja prawdy, ktére rzeczywiscie juz ,tam” sg — prawdy,
ktorych istnienie jest catkowicie niezalezne od dzialalno$ci matematykdéw?
Mysle, ze juz teraz jest calkowicie jasnym dla Czytelnika, iz wyznaje ten
drugi poglad, przynajmniej odnosnie takich struktur jak liczby zespolone
czy zbiér Mandelbrota.

A jednak, by¢ moze, sprawa nie przedstawia sie¢ az tak prosto. Jak juz
powiedzialem sa w matematyce rzeczy, na okreslenie ktorych termin ,,odkry-
cie” jest znacznie bardziej stosowny niz okrelenie ,wynalazek”; $wiadcza
o tym przytoczone przyklady. W tych przypadkach znacznie wiecej uzy-
skujemy ze struktur niz do nich poczatkowo wtozyliémy. Mozna by przyjac¢
poglad, ze w takich przypadkach matematycy potykaja sie o ,dzieta Boze”
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(works of God). Jednakze istnieja réwniez i inne przypadki, kiedy to mate-
matyczne struktury nie odznaczaja si¢ tak zniewalajaca wyjatkowoscia. Ma
to miejsce na przyktad wéwcezas, gdy w srodku dowodu jakiegos twierdze-
nia matematyk — dla osiagniecia pewnego szczegdlnego celu — uwaza za
stosowne wprowadzi¢ jakas wymyslona przez siebie, i daleka od jedynodci,
konstrukcje. W takich wypadkach jest mato prawdopodobne, by z konstruk-
cji udalo sie uzyskaé co$ wiecej niz pierwotnie zostalo do niej wlozone; stowo
ywynalazek” wydaje sie tu bardziej na miejscu niz wyraz ,odkrycie”. Tego
rodzaju konstrukcje sa ,dzielem czlowieka” (works of man). Zgodnie z tym
pogladem, prawdziwe odkrycia matematyczne, ogdlnie rzecz biorac, winny
by¢ traktowane jako wieksze osiagniecia niz matematyczne wynalazki.

Takie wartosciowanie nie jest drastycznie rézne od wartosciowan wyste-
pujacych w sztuce lub w technice. Wielkie dzieta sztuki sg rzeczywiscie ,bli-
zej Boga” niz dzieta przecietne. Wérdd artystow panuje dosé rozpowszech-
nione przekonanie, ze za posrednictwem swoich najwiekszych dziel obja-
wiajg oni prawdy wieczne, posiadajace jakis rodzaj uprzedniego, eterycz-
nego istnienia*, podczas gdy ich dziela mniejszego kalibru odznaczaja sie
wiekszym stopniem dowolnosci i nosza cechy bardziej Smiertelnych konstruk-
cji. Podobnie w technice, innowacje charakteryzujace sie piekna oszczedno-
$cig Srodkdéw, kiedy to wiele osigga sie dzieki zastosowaniu jakiejs prostej,
nieoczekiwanej idei, stusznie zastugiwalyby na okreslenie odkrycia raczej niz
wynalazku.

Zwréciwszy na to wszystko uwage, nie moge jednak powstrzymaé odczu-
cia, ze gdy idzie o matematyke, racje sktaniajace do przekonania o pewnego
rodzaju eterycznym, ale wiecznym, istnieniu — przynajmniej w stosunku
do glebszych poje¢ matematycznych — sa znacznie mocniejsze niz w in-
nych przypadkach. Tego rodzaju matematyczne idee odznaczaja sie zmu-
szajaca jedynoécia i powszechnoscia, ktéra wydaje si¢ by¢ zupelnie innego
porzadku niz wszystko to, czego mozna oczekiwaé¢ w sztuce lub technice.
Poglad gtoszacy, ze pojecia matematyczne moglyby istnie¢ w takim bezcza-
sowym, eterycznym sensie, byl zaproponowany w starozytnosci (ok. r. 360
przed Chr.) przez wielkiego greckiego filozofa, Platona. Dlatego tez czesto
jest on okredlany mianem matematycznego platonizmu. Poglad ten bedzie
odgrywal wazng role w naszych dalszych rozwazaniach.

W pierwszym rozdziale poddatem do$é¢ obszernej analizie silna zasade
sztucznej inteligencji, ktora zaklada, ze zjawiska mentalne sa realizowane

4Jak to wyrazil wybitny pisarz argentytiski, Jorge Luis Borges: ,[...] stawny poeta jest
w mniejszym stopniu wynalazca niz odkrywea [...]7.
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przez matematyczna idee algorytmu®. W rozdziale drugim zwrécitem

uwage na fakt, ze idea algorytmu jest rzeczywiscie glebokim i ,danym przez
Boga” (God given) pojeciem. W niniejszym rozdziale przytoczylem racje
przemawiajace za tym, ze tego rodzaju ,dane przez Boga” matematyczne
idee musza odznaczaé sie pewnego rodzaju bezczasowym istnieniem, nieza-
leznym od nas samych. Czy poglad ten nie przemawia na rzecz silnej zasady
sztucznej inteligencji, przewidujac mozliwos¢ pewnego typu eterycznego
istnienia dla zjawisk mentalnych? Prawdopodobnie tak; w dalszym ciagu
bede snué rozwazania popierajace podobny poglad, ale jezeli nawet zjawiska
mentalne mozna wyjasni¢ w taki sposéb, nie wierze, by dalo sie to zrobi¢
przy pomocy pojecia algorytmu. Do tego celu potrzeba czegos znacznie
bardziej subtelnego. Fakt, ze prawdy algorytmiczne stanowia bardzo waska
i ograniczona cze$¢ matematyki bedzie stanowi¢ wazny aspekt dalszych
dyskusji. Rozpoczniemy, w nastepnym rozdziale, od ukazania przynajmniej
pewnych aspektéw rozlegtodei i subtelnoéci niealgorytmicznej matematyki®.

Tium. M. Heller

5Silna zasada sztucznej inteligencji w sformutowaniu Penrose’a stwierdza, ze ,,pewnego
rodzaju umystowe wlasnosci nalezy przypisaé logicznemu funkcjonowaniu jakiegokolwiek
rachujacego urzadzenia, nawet najprostszemu mechanizmowi, takiemu jak termostat”
(s. 17). Zasada ta wiaze si¢ z przekonaniem, ze czynnosci umystowe sprowadzaja sie do
wykonywania ciaggu dobrze okreslonych operacji, czyli do wykonywania pewnego rodzaju
algorytmu. (Przyp. ttumacza).

6Nastepny rozdzial nosi tytut ,Prawda, dowéd i wglad” ( Truth, proof, and insight)
i jest poswiecony oméwieniu twierdzenie Godla oraz jego filozoficznych implikacji.



