
LA PERIODISATION
DES MATHEMATIQUES CLASSIQUES *

La dichotomie « medieval - moderne » a domine, et domine encore,
1'historiographie des mathematiques. Elle s'offre comme l'instrument
indispensable au decoupage des periodes, et ainsi comme l'un des pivots
de la constitution de la diachronie des mathematiques, tout au moins avant
le milieu du xvi1' siècle. On comprend des lors que, pour toutes les par-
ties engagees dans le fameux debat, encore vivace, sur les concepts et les
methodes de l'histoire des sciences, ce soit une donne ineluctable, bien
plus, un postulat prealable ä tout decoupage historique des mathemati-
ques. II suffit pour s'en convaincre de consulter les sommes historiques
d'un Montucla ou d'un Cantor, les syntheses, plus recentes, comme celle
de Bourbaki, les monographies plus specialisees, telles celles de Zeuthen
hier ou de Youschkevitch aujourd'hui. Tous admettent ce postulat, pour
saisir, comme ils aiment ä le dire, l'avenement des mathematiques moder-
nes, et s'accordent pour introduire une notion supplementaire, celle de
la Renaissance mathematique, qui souleve bien plus de problemes qu'elle
n'en resout. Rien donc de plus naturel que d'examiner cette dichotomie
« medieval-moderne » ä la lumiere des progres accomplis, au cours de
ces dernieres decennies, dans notre connaissance des mathematiques en
arabe entre le Ix' et le xvl' siècle, et dans 1'etude du monde latin poste-
rieur au x11' siècle'. Mais arretons-nous quelque peu encore sur cette
dichotomie eile-meme.

Dans les ecrits des historiens des mathematiques, cette fameuse oppo-
sition entre « medieval » et « moderne » n'est pas seulement destine ä

* Une premiere version, plus courte, de cet article, a ete lue au Colloque consacre ä la
memoire d'Alexandre Koyre, qui s'est tenu au College de France en juin 1986.

1. Cf. Marshall CLAGETT, Archimedes in the Middle Ages, t. IV, Philadelphia, Ameri-
can philosophical society, 1980.
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jalonner les etapes d'une chronologie : intentionnellement ou non, les
auteurs l'invoquent afin de designer deux positivites mathematiques dis

-tinctes. Peu importe alors que les « mathematiques modernes » soient
representees comme un depassement radical des mathematiques medie-
vales, ou comme un developpement naturel de celles-ci, ou enfin dans
la continuite directe des mathematiques hellenistiques, en sautant pieds
joints par-dessus les mathematiques medievales. Ces attitudes au premier
abord opposees et exclusives s'accordent cependant pour admettre que
les mathematiques medievales non seulement constituent une entite his-
torique, mais que celle-ci s'oppose ä une autre entite, formee ä la Renais-
sance. Mais, quelque parti que l'on adopte, on ne tardera pas ä se trou-
ver confrontre ä des difficultes majeures. La premiere surgit des sens du
mot « medieval » ; a-t-on, en effet, le droit de designer, sous ce meme
mot, les mathematiques latines, aussi bien que byzantines ou arabes, pour
ne retenir qu'elles ? Est-il legitime de les regrouper, en leur associant par-
fois, comme le font d'eminents historiens, les mathematiques chinoises
et indiennes, sous pretexte qu'elles sons contemporaines ? Il n'est du reste
pas rare que 1'historien, sans formuler explicitement cette question, com-
mence pourtant par l'esquiver en retracant tour ä tour l'histoire de ces
trois — ou cinq — mathematiques. Mais, comme alors il ne peut, ni en
droit ni en fait, supposer un trait generiquement commun aux mathema-
tiques medievales, la dichotomie s'effondre d'elle-meme, et, avec eile,
le decoupage propose.

Bien plus redoutable est la question que suscite l'emploi du terme
« medieval » lorsqu'il s'agit de la meme mathematique : on cherchera
en vain les raisons qui justifient cet usage pour Leonard de Pise au xtt1'

siècle et non point pour Luca Pacioli ä la fin du xv , siècle, par exem-
ple ; ou pour al-Karaji ä la fin du x- siècle et non point pour al-Yazadi
au debut du xviv siècle.

Apparemment d'ordre methodologique, de telles questions s'averent
donc ä la fois historiques et epistemologiques ; et, pour mieux eclairer
cette dichotomie, il nous faut connaitre plus slIrement les composantes
des mathematiques medievales, et apprehender, dans chaque cas, les traits
essentiels. Ce sont precisement certains de ces aspects que je me propose
d'esquisser ici, dans le seul cas des mathematiques ecrites en arabe entre
le ix' et le xvII' siècle.

Revenons donc ä Bagdad au debut du ix' siècle. Le mouvement de tra-
duction des grandes compositions mathematiques hellenistiques est ä son
apogee. Deux caracteres de cette entreprise, insuffisamment soulignes,
sont pourtant de premiere importance : les traductions sont conduites par
des mathematiciens, souvent de premier ordre, comme Thäbit ibn Qurra,
par exemple ; elles sont suscitees par la recherche la plus avancee de 1'epo-
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que. Tout indique ainsi que Ia traduction par Qustä ihn Lngä des Arith-
metiques de Diophante, vers 870, fut motivee par une recherche, déjà
existante, sur l'analyse indeterminee ou l'analyse diophantienne ration-
elle. De meme les traductions des Miroirs ardents de Diodes ou d'Anthe-
mios de Tralles devaient satisfaire les besoins de la recherche en ce
domaine. On peut ainsi multiplier les exemples qui tour manifestent la
liaison etroite entre la traduction, d'une part, la recherche et 1'innova-
tion, de l'autre. Manquer cet aspect, c'est s'interdire de comprendre les
proprietes de cette traduction, ainsi que la diffusion du savoir traduit
et les voies et les raisons des innovations.

En un mot, la traduction represente un grand moment d'expansion en
arabe des mathematiques hellenistiques. Or, c'est precisement ä cette
periode, et dans ce milieu — celui de l'Academie (Maison de la Sagesse)
de Bagdad — qu'al-Khwärizmi redige un livre dont le sujet, aussi bien
que le style, sont nouveaux. Dans ces pages, on voit pour la premiere
fois surgir l'algebre comme discipline mathematique, distincte et inde-
pendante. L'evenement fut crucial, et percu comme tel par les contem-
porains, tant pour le style de cette mathematique que pour l'ontologie
de son objet, et, surtout, la richesse des possibilites qu'elle offrait desor-
mais. Le style, en effet, est ä la fois algorithmique et demonstratif. I1
a, en outre, fallu concevoir un etre mathematique suffisamment general
pour recevoir des determinations de genres differents, mais doue, d'autre
part, d'une existence independante de ses propres determinations. Chez
al-Khwärizmi déjà (environ 830), l'objet algebrique renvoie aussi bien
ä un nombre rationnel qu'ä une quantite irrationnelle ou ä une grandeur
geometrique. La science elle-meme,l'algebre, doit etre ä la fois apodic-
tique et appliquee. Or cette nouvelle ontologie, ainsi que la combinaison
des deux demarches, demonstrative et appliquee, ont frappe les philoso-
phes de 1'epoque. Sans nous etendre sur ces aspects, observons simple-
ment que d'ores et déjà, avec cette algebre, on entrevoit l'immense poten-
tialite dont disposeront les mathematiques ä partir du ixe siècle : l'appli-
cation des disciplines mathematiques les unes aux autres. En d'autres ter-
mes, si l'algebre, en raison de la generalite de son objet et de la nouvelle
ontologie ainsi introduite, a rendu possibles ces applications, celles-ci ä
leur tour, par leur nombre et la diversite de leur nature, ne cesseront de
modifier la configuration des mathematiques apres le Ixe siècle.

Les successeurs d'al-Khwärizmi entreprennent progressivement l'appli-
cation de l'arithmetique ä l'algebre, de l'algebre ä 1'arithmetique, de l'une
et de 1'autre ä la trigonometrie, de l'algebre ä la theorie euclidienne des
nombres, de i'algebre ä la geometric, de la geometrie ä l'algebre. Ces
applications furent toujours les actes fondateurs de nouvelles discipli-
nes, ou tout au moins de nouveaux chapitres. C'est ainsi que se consti-
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tueront l'algebre des polynömes, l'analyse combinatoire, l'analyse nume-
rique, la resolution numerique des equations, la nouvelle theorie elemen-
taire des nombres, la construction geometrique des equations. A cela,
nous devrions ajouter d'autres consequences, teile la separation de
l'analyse diophantienne entiere de l'analyse diophantienne rationnelle,
devenue un chapitre ä part entiere de 1'algebre sous le titre de 1' « analyse
indeterminee ».

De telles applications expriment en realite la double dialectique qui
domine toute la production mathematique au x' siècle et au cours des
sept siecles suivants : la dialectique entre l'algebre et I'arithmetique,
et la dialectique entre 1'algebre et la geometrie. C'est dire que, pour
comprendre la majeure partie de 1'activite mathematique pendant sept
siecles au moins, il faut saisir le role capital de la science nouvelle, l'alge-
bre, dans la naissance de cette dialectique, et ainsi se placer au coeur de
ce mouvement de reorganisation et de restructuration de ces disciplines
I'une par l'autre. L'application de l'arithmetique ä l'algebre — « l'arith-
metisation de l'algebre », comme je l'ai nommee naguere — avait abouti
ä la fin du Xe siècle, chez le mathematicien de Bagdad, al-Karaji, ä la
constitution de l'algebre des polynömes. A partir d'al-Karaji, et jusqu'au
XVIII° siècle, un traite d'algebre s'organise autour des operations arith-
metiques sur les polynömes. Il suffit pour illustrer cette nouvelle situa-
tion de rappeler ici les principaux chapitres d'un traite d'algebre, et
quelques-uns des resultats qu'il renferme. Prenons le traite du mathe-
maticien du xli' siècle, al-Samaw'al : 1'auteur commence par definir en
toute generalite la notion de puissance algebrique et, grace ä la defini-
tion x° = 1, donne la regle equivalente ä x 1°x" = x"" + °, m, n e Z. Vient
ensuite 1'etude des operations arithmetiques sur les monömes et les poly-
nömes, et notamment celle de la divisibilite des polyndmes ainsi que celle
de l'approximation des fractions entieres par les elements de l'anneau
des polynömes. Pour etre en mesure d'entreprendre ces recherches sur
les polynömes, on consacre un chapitre ä 1'etablissement de la formule
du developpement binomial et le tableau des coefficients. C'est ä l'occa-
sion de la demonstration de cette formule qu'apparait, sous une forme
archaique certes, l'induction complete finie comme procede de preuve.

Vient ensuite la reponse ä la question que voici : « comment la multi-
plication, la division, l'addition, la soustraction et 1'extraction des raci-
nes peuvent-elles etre utilisees pour des quantites irrationnelles ? » La
reponse ä cette question a constitue la premiere etude — empirique il est
vrai — des extensions algebriques finies du corps des rationnels. On trouve
egalement un important chapitre sur l'analyse indeterminee ou l'analyse
diophantienne rationnelle. Or ce livre d'al-Samaw'al, comme celui d'al-
Karaji auparavant, et comme les livres des mathematiciens de cette tra-
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dition de l'algebre arithmetique, comporte un petit chapitre sur les equa-
tions algebriques, constitue par la solution de l'equation quadratique.
Ce chapitre sur les equations algebriques, non seulement est d'un volume
reduit, mais n'occupe pas non plus une place centrale. Autrement dit,
alors qu'il representait la partie principale du livre d'al-Khwärizmi, et
qu'il occupera toute la place — on le verra — dans la tradition geometri-
que, il apparait ici comme un petit chapitre parmi d'autres. Dans cer-
tains traites de la meme tradition, ce chapitre comporte en outre une
recherche pour la resolution alg6brique de l'equation cubique 2 • Il est clair
en tout cas que les algebristes-arithmeticiens s'occupaient intentionnel-
lement beaucoup plus de la constitution du calcul algebrique abstrait que
de la theorie des equations algebriques. Il est vrai que les travaux de ces
mathematiciens ont mieux fait connaitre la structure algebrique du corps
des nombres reels, ou plus precisement des extensions algebriques finies
du corps des rationnels.

Les resultats obtenus, ainsi que les theoremes demontres par les alge-
bristes des xle-xtle siecles, ont ete, pour la plupart, attribues par les his-
toriens aux mathematiciens des xvic-xvii- siecles.

En revanche, l'application de l'algebre ä l'arithmetique traditionnelle
a donne naissance ä plusieurs chapitres tels que 1'analyse numerique, oü
l'on trouve differentes methodes pour 1'extraction de la racine nme d'un
entier, ainsi que de multiples methodes d'approximation ; ou encore la
resolution numerique des equations algebriques, et la theorie classique
des nombres. Pour illustrer cette application, considerons, tres brieve-
ment, le dernier exemple, celui de la theorie classique des nombres.

A la fin du ixe siècle, on avait traduit les textes arithmetiques grecs
les plus importants, notamment les Livres arithmr tiques d'Euclide et
l'Introduction arithmdtique de Nicomaque de Gerase. Mais, alors
qu'Euclide donne une theorie des nombres parfaits, ni lui, ni Nicoma-
que, ni du reste aucun auteur grec n'avait fait la theorie des nombres
amiables. Thäbit ibn Qurra, traducteur du livre de Nicomaque, reviseur
d'une traduction des Elements, et lui-meme eminent mathematicien,
decide d'elaborer cette theorie. Il enonce et demontre le theoreme le plus
important jusqu'ici pour ces nombres, et aujourd'hui connu sous son
nom :

Pour p > 1, soft p„ = 3.2' – 1, qn = 9.2 2n - I – 1; si p, _ I , Pn ,
qn sont premiers, alors a = 2"p n _ I p, et b = 211qn sont amiables, a est
abondant et b est deficient.

2. Cf. Roshdi RASHED, Entre arithmitique et algebre. Recherches sur !'histoire des
mathematiques arabes, Paris, Les Belles Lettres, 1984, p. 28-29.
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Ibn Qurra donne 9 lemmes, en deux groupes, pour prouver ce theo-
reme. Les lemmes du premier groupe traitent, en fait, de la determina-
tion des parties aliquotes d'un entier naturel. Le deuxieme groupe de lem-
mes porte plus specifiquement sur la formation des nombres parfaits,
abondants, et deficients. Pour engendrer ces nombres Ibn Qurra prouve,
par exemple, le theoreme suivant 3 :

n
Soit s = E 2k, et p * 2 un nombre premier, alors

k = o

(1) a. (2"s) = 2°s Si s est un nombre premier,
(2) v. (2np) > 2"p si p < s,
(3) a. (2°p) < 2"p Si p > s,

I 6. (2"p) – 2"p I = I s – 1P
Il est clair que (1) — que noun trouvons dans les Elements d'Euclide

— a pour fonction d'engendrer les nombres parfaits, (2) et (3) les nom-
bres abondants et deficients respectivement.

La nouvelle theorie d'Ibn Qurra demeure euclidienne : les concepts et
les methodes de la preuve sont euclidiens. Ce qui signifie que, immedia-
tement apres la traduction d'Euclide et de Nicomaque, le premier acte
fut 1'extension du domaine de l'arithmetique grecque dans cette nouvelle
theorie, mais en pur style euclidien.

Un algebriste du xii siècle, de la tradition d'al-Karaji, al-Färisi, a
repris le probleme et le theoreme d'Ibn Qurra pour en donner une demons-
tration algebrique. Il a ete ainsi amene ä definir et ä etudier les deux pre-
mieres fonctions arithmetiques : la fonction « somme des diviseurs d'un
entier », et la fonction « nombre des diviseurs d'un entier ». II commence
par enoncer et demontrer les propositions suivantes :
(1) Si n = p 1 p2 , avec p2 premier et (p 1 , p2) = 1, alors

a. (n) = P2 ß* (P I ) + a (P1),

(2) Si n = pr, p premier, alors

a.(n)=rE1pk= p-1
k=o

(3) Si n = p1p2 , (p1 , p2) = 1, alors
a. (n) = p 1 vo (p2) + p2 ße (p 1 ) + ao (P I ) v= (p2);

on voit immediatement qu'il connait 1'expression :
6 (P1P2) = 6 (PI) Q (PZ),

et la propriete fondamentale de la fonction a :  eile est multiplicative.
Toutes ces propositions sont attribuees ä Descartes ; bien plus, elles

3. Notons par a.(n) Ia somme des diviseurs propres de 1'entier n, et par a (n) = a.(n)
+ I Ia somme de ses diviseurs.
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representent sa contribution la plus remarquable ä la theorie des nom-
bres. Mais, plus importante que le probleme d'attribution est la methode
qu'applique al-Fdrisi pour demontrer ces propositions : il fait explicite-
ment appel ä la methode combinatoire et algebrique. Cette meme methode
lui permet d'avancer et de demontrer les propositions suivantes concer-
nant la fonction (n), nombre des diviseurs propres d'un entier n, et

(n), nombre des diviseurs de n :
(1)Sin = p 1 p2 ... pr, avec p 1 , p2, .••, Pr nombres premiers distincts, alors

t (n) = 1 + (i) + •.. + (r r 1).
(2)Si n = pI' p2e2.•• pr', avec p 1 , p2 , •.., Pr nombres premiers distincts,
alors

T (n) = i TT 1 (e1 + 1).

Ces deux propositions ont ete ensuite retrouvees respectivement par l'abbe
Deidier (xviii , siècle) et Montmort.

On voit done que l'application de 1'algebre ä l'arithmetique euclidienne
a abouti ä l'etude des fonctions arithmetiques et, plus generalement, ä
1'etude algebrique des diviseurs propres. Cette tendance est encore plus
manifeste lorsque le meme al-Färisi examine les nombres figures et en
donne une interpretation combinatoire identique ä celle que Fon trou-
vera chez Frenicle, Pascal et Bernoulli °.

Ainsi, ä partir du ix- siècle, le paysage mathematique n'est plus le
meme : il se transforme et ses horizons reculent. Tout d'abord, on assiste
ä 1'extension de l'arithmetique et de la geometrie hellenistiques. Theorie
des coniques, theorie des paralleles, theorie euclidienne des nombres,
methodes archimediennes pour la mesure des aires et des volumes, pro-
blemes isoperimetriques : tous ces domains deviennent objet d'etude
pour les mathematiciens les plus prestigieux — Thäbit ibn Qurra,
al-Qnhi, Ibn al-Haytham, entre autres — qui parviennent, par de profon-
des recherches, ä les developper dans le meme style que leurs devanciers.
D'autre part, au sein de ces mathematiques hellenistiques elles-memes,
on amenage des regions non hellenistiques : c'est grace aux methodes alge-
briques, en effet, qu'on a pu etudier, comme on vient de le voir, les pre-
mieres fonctions arithmetiques, ainsi que les series des nombres figures,
en promouvant un nouveau secteur dans la theorie euclidienne des nom-
bres. Si, enfin, on ajoute ä cette extension sur le meme terrain et a la
creation de nouvelles regions les disciplines qui viennent d'être fondees
et que nous avons déjà evoquees, on voit se dessiner le nouveau paysage

4. Cf. R. RASHED, op. cit. supra n. 2, p. 287 sqq.



356	 REVUE DE SYNTHESE: IV• S. N°' 3-4, JUILLET-D$CEMBRE 1987

mathematique. Une analyse plus detaillee permettra de montrer que les
relations entre les anciennes disciplines ne sont plus les memes, et que
bien d'autres groupements se sont operes. Ce changement de rapports
est capital si l'on veut comprendre I'histoire des mathematiques. Prenons
ä titre d'exemple le livre X des Elements. Ouvrage de geometrie pour
Euclide, Pappus, ou meme Ibn al-Haytham, il devient ä partir de la fin
du x' siècle un livre d'algebre qui traite, si l'on use d'un autre langage,
des extensions algebriques finies du corps des rationnels.

Tout aussi importante que cette modification du paysage mathemati-
que est l'introduction d'un nouveau type de demonstration, inconnu aupa-
ravant, la demonstration algebrique. Meme si, en effet, la demonstra-
tion geometrique de type euclidien ou archimedien demeure dominante,
la demonstration algebrique s'impose dans plusieurs chapitres, comme
l'algebre des polynömes, l'analyse combinatoire, la nouvelle theorie des
nombres. C'est d'ailleurs ä cette seule demonstration que l'on recourait
pour justifier les algorithmes de resolution algebrique ou numerique des
equations.

D'autres techniques de grande importance ont vu le jour en cette meme
periode ; 1'examen de l'analyse locale, par exemple, nous permettra de
mieux caracteriser cette mathematique. Pour comprendre l'emergence du
point de vue local, revenons ä cette dialectique entre algebre et geome-
trie que nous avons evoquee auparavant.

Sans justification theorique aucune, les mathematiciens du x- siècle
amorcent une double traduction, jamais pensee auparavant : ils tradui-
sent dans la langue de l'algebre des problemes solides, inconstructibles
ä la regle et au compas — la trisection de Tangle, les deux moyennes,
l'heptagone regulier, notamment. C'est ä cette meme époque que cer-
tains mathematiciens et astronomes ont procede par cette traduction alge-
brique pour determiner les cordes de certains angles, afin de former la
table des sinus. Les noms d'al- Mähani, al-Khäzin, al-Birimi, jalonnent,
entre autres, cc courant de traduction algebrique.

D'autre part, confrontes ä Ia difficulte de resoudre par radicaux 1'equa-
tion cubique, les algebristes, mais aussi geometres, comme Abn al-Jüd
b. al-Leith, ont ete amenes ä traduire cette equation dans la langue de
la geometrie. Its se trouvaient ainsi en mesure d'appliquer ä 1'etude de
cette equation une technique, d'emploi alors assez courant dans l'exa-
men des problemes solides, c'est-ä-dire l'intersection des courbes. Cette
technique etait d'usage frequent dans les mathematiques grecques déjà,
et parfaitement maitrisee, comme l'attestent les travaux d'al-Qnhi et
d'Ibn al-Haytham, par exemple.

C'est avec al-Khayyam (1048-1131, environ) que la premiere tentative
pour fonder cette double traduction voit le jour. Celui-ci entend depas-
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ser la recherche particuliere, c'est-ä-dire une recherche liee ä teile ou teile
forme de 1'equation cubique, pour elaborer une theorie des equations et
proposer, du meme coup, un nouveau modele de redaction. La nouvelle
theorie est celle des equations algebriques de degre < 3. Il etudie alors
les equations du troisieme degre A 1'aide de courbes coniques, afin de
determiner les racines reelles positives. Pour elaborer cette nouvelle theo-
rie, al-Khayyäm s'est trouve contraint A mieux concevoir, et ainsi ä for-
muler, les nouveaux rapports entre 1'algebre et la geometrie. Rappelons
qu'ä cet egard le concept fondamental introduit par al-Khayyam est celui
d'unite de mesure qui, convenablement defini en rapport avec celui de
dimension, permet 1'application de la geometrie A 1'algebre.

La theorie des equations semble desormais, quoique timidement encore,
relativement transcender le clivage entre 1'algebre et la geometrie. Rien
n'empeche les auteurs de lui consacrer des memoires en propre, et rien
ne leur interdit de restreindre deliberement leur expose A cette seule theorie.
Contrairement aux algebristes arithmeticiens, al-Khayyam ecarte de son
etude les chapitres qui occupaient une place centrale dans tout traite alge-
brique de 1'epoque, tels que 1'etude des puissances algebriques, des poly-
nömes, des operations qu'on applique ä ces derniers, 1'etude des irra-
tionnels algebriques, etc.

Dans son Traite, al-Khayyam parvient ä deux resultats remarquables
que les historiens ont coutume d'attribuer A Descartes : une solution gene-
rale de toutes les equations du troisieme degre par l'intersection de deux
coniques ; et, d'autre part, un calcul geometrique rendu possible par le
choix d'une longueur unite. Cependant, tout comme ses devanciers, al-
Khayyäm ne considere que les proprietes globales des objets qu'il etudie.

Un demi-siècle apres al-Khayyam, son successeur, al-Tnsi, s'impose
une contrainte supplementaire : demontrer 1'existence du point d'inter-
section de deux courbes dont l'abscisse determine la racine positive deman-
dee. C'est donc tout naturellement que le mathematicien fut conduit A
poser les problemes de localisation et de separation des racines, et ä trai-
ter des conditions de leur existence ; problemes pour la solution desquels
il fut amene ä definir la notion de maximum d'une expression algebri-
que, et A s'efforcer de trouver concepts et methodes pour la determina-
tion des maxima. Non seulement cette demarche entraina al -Tnsi jusqu'ä
l'invention de notions et de methodes qui ne furent baptisees que plus
tard — teile la derivee — mais eile lui imposa de changer le mode d'appro-
che : pour la premiere fois, que je sache, il decouvre la necessite de pro-
ceder localement.

Tous ces resultats obtenus par al-Tnsi, ainsi que la theorie qui les
englobe, sont d'une evidente importance, et souvent attribues ä des mathe-
maticiens posterieurs de plusieurs siecles. Pour mieux degager la demar-
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the d'al-Tilsi, considerons, ä propos d'un exemple, les problemes soule-
ves et resolus. Soit 1'equation

ax? = x3 + c;
cette equation se reecrit
(1) c = x2 (a — x).
Posons
(2) f(x) = x2 (a — x).
Al-Tnsi considere ces trois cas :

c > 27 , le probleme est impossible, selon al-Tnsi (admet une solution
negative) ;

c = 4, al-Tüsi determine la racine double x 0 = ?a (mais ne recon-

	

27 nait pas la racine negative) ;	 3

c < 2^ , al-Tnsi determine les deux racines positives, avec

0<x l <?a<x2 <a.
3

Al-Tüsi etudie le maximum de (2) ; il montre

(3)	 f(x0) =	 sup	 f(x)	 avec x0 = 2a
O<x<a	 ° 3

Pour trouver x° = 3a , al-Tüsi resout

f' (x) = 0.
Al-Tüsi calcule le maximum de (2)

f(x) = f (2a) = 4a 3 ,
° 	 27

ce qui permet de justifier les trois cas consideres precedemment. Pour
determiner la racine x2 , al-Tnsi pose

x2 = x° + X ; cette transformation affine conduit ä
l'6quation

X3 + aX2 = k,

avec k = c° — c = 	 — c, equation déjà resolue par al-Tilsi. II jus-

tifie ensuite la transformation affine.
Pour determiner 1'autre racine x 1 , al-Tnsi procede egalement par la

transformation affine x 1 = X + a — x2 ; avec X la solution positive
d'une equation precedemment resolue dans le Traite des equations S.

5. Cf. R. RASHED, ed., Sharaf al-Din al-Tüsi, Oeuvres mathesmatiques. Algpbre et goo-
mestrie au xn• siècle, t. I et II, Paris, Les Belles Lettres, 1986.
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Al-Tnsi montre ensuite que x l * xo et x l * x2 , et justifie la transfor-
mation affine.

Tels sont donc les principaux aspects de cette dialectique entre 1'alge-
bre et la geometrie. Il faudrait encore evoquer, pour etre complet, les
deux obstacles qui ont ralenti la progression de ces nouvelles mathemati-
ques, en freinant notamment l'expansion de l'analyse locale : le manque
d'audace dans l'usage des nombres negatifs comme tels, alors qu'ils
n'etaient pas encore definis, et la faiblesse du symbolisme. Autant de ques-
tions qui precisement deviendront par la suite objet de preoccupation pour
les mathematiciens.

Si Pon souscrit ä l'analyse precedente, alors rien ne permet de classer
en des tires distinctes les travaux qui ont vu le jour ä partir du Ixe siècle,
et ceux qui furent accomplis plus tard, jusqu'au debut du xvii' siècle.
Tout suggere en effet qu'il s'agit lä globalement de la meme mathemati-
que. Il ruffit pour s'en convaincre de se livrer ä quelques comparaisons,
entre les ecrits d'al-Samaw'al, par exemple, en algebre et en calcul nume-
rique, et ceux de Simon Stevin ; entre les resultats d'al-Färisi en theorie
des nombres et ceux de Descartes ; entre les methodes d'al-Tilsi pour la
resolution numerique des equations et celle de Viete ; entre sa recherche
des maxima et celle de Fermat ; entre les travaux d'al-Khdzin sur l'analyse
diophantienne entiere et ceux de Bachet de Meziriac, etc: Si, d'autre part,
nous faisons abstraction des travaux d'al-Khwärizmi, d'Abn Kämil,
d'al-Karaji, entre autres, comment comprendre non seulement 1'ceuvre
de Leonard de Pise et celle des mathematiciens italiens, mais aussi les
mathematiques plus tardives du xvtie siècle ?

La rupture avec cette mathematique n'a pas ete necessairement sou-
daine, et eile ne s'est pas operee simultanement dans toutes les discipli-
nes. D'autre part, les lignes de clivage contournent rarement les auteurs,
mais traversent souvent leurs Oeuvres. C'est ainsi que la nouvelle theorie
des nombres ne commence pas, comme on a pu 1'affirmer, avec 1'emploi
des methodes algebriques par Descartes et Fermat, lesquels, en proce-
dant ainsi, ne faisaient que retrouver les resultats d'al-Färisi. Bien au
contraire, on peut saisir les debuts de cette nouvelle theorie dans 1'appli-
cation des methodes purement arithmetiques, c'est-ä-dire lorsque, vers
1640, Fermat invente la « descente infinie » et entreprend 1'etude de cer-
taines formes quadratiques. C'est donc au sein meme de 1'ceuvre de
Fermat, et aux environs de 1640, qu'a lieu cette rupture. Il en va tout
autrement pour le chapitre sur la construction geometrique des equations,
entame par al-Khayyam, poursuivi par al-Tnsi, enrichi par Descartes, et
repris par bien d'autres mathematiciens jusqu'ä la fin du siècle, voire
jusqu'au milieu du siècle suivant.

Il est manifeste que les frontieres entre ces differentes periodes sont
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floues et s'enchevetrent, et que, d'ailleurs, les époques nettement defi-
nies n'existent, selon 1'expression d'Alexandre Koyre, « que dans les
manuels scolaires ». C'est ä partir de la premiere moitie du xvii' siècle
que se trament les enchevetrements et que se localisent les principales
ruptures.

L'analyse historique et epistemologique qui, bien entendu, prend en
compte les mathematiques arabes ainsi que 1'usage qui en etait fait en
latin, aboutit ä I'elaboration d'une configuration mathematique cohe-
rente entre le ix' siècle et les debuts du xvii' siècle. Mais le decoupage
de cette configuration, et donc de cette periode, ne peut s'accommoder
du cadre de cette dichotomie entre « medieval » et « moderne ». Celle-
ci apparait finalement comme un emprunt inadequat ä 1'histoire politi-
que, laquelle est doublement decalee par rapport ä l'histoire des mathe-
matiques. Le seul decoupage qui tienne compte des faits historiques eux-
memes ne peut eire que differentiel.

Roshdi RASHED,
REHSETS - C.N.R.S.


