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BEMERKUNGEN ZUM SPEKTRALPROBLEM

von D. RoppINe und H. SCHWICHTENBERG in Miinster {Westfalen)

Scrowz stellte in [6] das Problem, ob sich fiir das System %, aller Spektren
S(@):= {m | erfn, @}, @ Ausdruck der ersten Stufe (mit Identitit, ohne Funktions-
symbole), eine einfache zahlentheoretische Charakterisierung angeben 1aBt. Dieses
Problem bleibt ungelést; wir erhalten jedoch in Verschirfung von Resultaten von
AsseEr [1] und MosTowskr [4] eine Abschitzung Pri(&,) C M, € Pr1(S;) und
allgemeiner Pri(&,) C M.y, € Pri(S,,,) mit M, := {S(@) | ¢ Ausdruck der n-ten
Stufe} und Funktionenklassen &, die eine einigermafBlen natiirliche Klassifikation
der elementaren Funktionen bilden (s. § 1)!). Insbesondere ergibt sich

1) 9, enthilt alle Mengen, deren charakteristische Funktion in GRzZEGOROZYK’s (2
liegt.
2) U, M, besteht aus allen Mengen mit elementarer charakteristischer Funktion.

3) M, CIM,., (echte Inklusion).

Weiter betrachten wir die Systeme R, ;, » = 1, aller Spektren S(g) von Aus-
driicken ¢ der ,,schwachen n + l-ten Stufe” (freie Variable » + 1-ter Stufe sind
nicht zugelassen). Fiir M, ; ergibt sich die folgende Charakterisierung: Ein (zahlen-
theoretisches) Pradikat heile beschrinkt exponentiell arithmetisch (b.e.a.), wenn es
aus den Pradikaten x + y = 2,z -y = 2, 2° = y mit Hilfe von Variablen fiir natiir-
liche Zahlen, —, A, i\ explizit definiert werden kann?). Dann besteht 9, ; aus

x<ly

allen Urbildern b.e.a. Mengen unter Funktionen der Form Am &,((m + 1)),
rz 1, mit §y(x) =, §iyy(@):= 2%,

§1. Eine Klassifikation der elementaren Funktionen

Die im folgenden verwendete Klassifikation der elementaren Funktionen wurde
in [5] eingefithrt und diskutiert. Wir stellen hier die spiter benotigten Definitionen
und Sétze zusammen.

Eine (zahlentheoretische) Funktion heillt elementar, wenn sie explizit definiert
werden kann mit Hilfe von Variablen fiir natiirliche Zahlen, der Konstanten 1,

den Funktionen +, - und [#/y] und den Operationen ', [] ; die Klasse der
<y Y
elementaren Funktionen bezeichnen wir mit €. Einfache Abschlufieigenschaften

1) Mit Pr (55) (Pr(5)) bezeichnen wir die Klasse aller r-stelligen (aller) Pridikate mit charakte-
ristischer Funktion in .

2) Nach Resultaten von BENNETT (die uns aus einer Bemerkung in [8, p. 92] bekannt sind)
stimmt die Klasse der b.e.a. Pridikate mit der Klasse der beschrinkt arithmetischen Pridikate
(ohne 2* = y) und mit der der rudimentéiren Pridikate im Sinne von SMULLYAN [8] iiberein.
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2 D. RODDING UND H. SCHWICHTENBERG

elementarer Funktionen und Préadikate!) sind in [3, p.285f.] zusammengestellt.
Insbesondere ergibt sich, daBl € die kleinste Funktionenklasse ist, die die Funk-
tion «¥, die Nachfolgerfunktion N, die konstanten Funktionen C; und die Identitéits-
funktionen U} enthilt und abgeschlossen ist gegen Einsetzungen und ,,beschrinkte
primitive Rekursionen‘’, d. h. solche primitive Rekursionen, bei denen die definierte
Funktion durch eine schon vorher erzeugte Funktion beschrinkt ist.

Wir nennen eine Funktion subelementar, wenn sie aus «, N, den €; und den U}
mit Einsetzungen und beschrinkten primitiven Rekursionen definierbar ist; die
Klasse der subelementaren Funktionen bezeichnen wir mit €. & stimmt mit der
von GRZEGORCZYK in [2] eingefiihrten Funktionenklasse @2 iiberein. Zum Beispiel
ist die Funktion 27 nicht subelementar (aus Wachstumsgriinden), wohl aber ihr
Graph und auch die Funktion min (22, y) [5, p. 207].

€ und & lassen sich auch durch Angabe von ,,Rechenzeit-Schranken‘* charakteri-
sieren. Dazu beschreiben wir zunéchst das Konzept einer Registermaschine (RM).
Gegeben seien unendlich viele Register R,, R,, R,, ..., von denen jedes eine natiir-
liche Zahl 0,1,2,... aufnehmen kann. Eine RM ist dann bestimmt durch ein
Programm, d. h. eine endliche Liste von numerierten Instruktionen der folgenden
Form:

cA;¢’ Addiere 1 zum Inhalt a; von R;. Gehe iiber zur ¢’-ten Instruktion.
cS;¢ Subtrahiere 1 vom Inhalt a; von R;, falls @; 3= 0. Sonst lasse a; unverindert.
Gehe iiber zur ¢’-ten Instruktion.

¢P;c,c; Prife den Inhalt a@; von R;. Ist a; = 0 (5= 0), so gehe iiber zur cy(c,)-ten
Instruktion.

¢ Stop.

Bei vorgegebenen Anfangsinhalten z,, x,, ... der Register beginnt die Rechnung
einer RM mit der Ausfithrung der 0-ten Instruktion und setzt sich danach schritt-
weise und determiniert fort, eventuell abbrechend. (Man beachte, daBi jede RM
nur mit endlich vielen Registern arbeitet, ndmlich mit denen, auf die sich die Instrulk-
tionen beziehen. Die Inhalte der anderen Register haben auf die Rechnung keinen
EinfluB, und sie werden im Verlauf der Rechnung nicht veréndert.)

Eine n-stellige Funktion f heiBt RM-berechenbar, wenn es eine RM M gibt, die,
angesetzt auf die Registerinhalte zg, . . ., 2,,_,, 0, 0, . . ., nach endlich vielen Schritten
stoppt, und zwar mit den Registerinhalten g, ..., 2p—y, f(%o, ..., %), 0,0, ...
Die Zahl der Rechenschritte von M in Abhéngigkeit von den Argumenten nennen
wir eine Schrittzahlfunktion von f.

Durch Arithmetisieren des Rechenablaufs von RMn zeigt man wie iiblich, daf3
genau die rekursiven Funktionen RM-berechenbar sind. Mit derselben Methode,
wobei jedoch die auftretenden GODEL-Numerierungen und Maschinenkonstruktionen
geeignet festzulegen sind, ergibt sich: Kine Funktion ist subelementar (elementar)

1) Wie iiblich nennen wir ein Priadikat elementar, wenn seine charakteristische Funktion ele-
mentar ist. Entsprechendes gilt auch fiir die im folgenden definierten Funktionenklassen.



BEMERKUNGEN ZUM SPEKTRALPROBLEM 3

genaw, dann, wenn sie RM-berechenbar ist mit einer Schrittzahlfunktion, die majorisier-
bar ist durch ein Polynom. (in der Form &,(p(t)), p Polynom, n =0, wobei §,(z): ==,
B (x) := 2%D) [5, p. 217£1.0)

Es liegt jetzt nahe, die folgenden Teilklassen von € zu betrachten: &, (n = 0)
bestehe aus allen Funktionen f, die RM-berechenbar sind mit einer in der Form
#,(p(r)), p Palynom, majorisierbaren Schrittzahlfunktion. Offenbar ist &, = &,
&,C 6,4y und U, G, = €. Durch Konstruktion entsprechender RMn beweist man,
daB &, abgeschlossen ist gegen die Operationen X, u und fiir » = 1 gegen [7.

(2 x a<y

Pr(©,) ist abgeschlossen gegen —, A, A Ahnhzéh igle die obige Charaktensié—
rung von € und © ergibt sich, da8 @,l dle kleinste Funktionenklasse % ist mit
i 6CF, () ¢,€F und (iii) sind g€ & und ky,...,hE€F, oder g€ F und
hyy..., k€ &, so liegt die durch f(x) = g(hy (), ..., h,(g)) definierte Funktion f
in § [5, p.218f.]. Die &,,, sind jedoch nicht abgeschlossen gegen Einsetzungen
(da B4y € Gpyy — ©,) und auch nicht gegen beschrinkte primitive Rekursionen
{6, p.219]. Ferner gibt es in €,,, eine Aufzdhlungsfunktion fiir die einstelligen
Funktionen aus &,, so daB also Pr(&,)C Pr(S,+;) [5, p- 219].

§ 2. Abschiitzung der 98, nach unten

Wir zeigen, daBl jede Menge § mit charakteristischer Funktion in &, (also in
GrzEGORCZYK’s (?) sich darstellen 1aBt als Spektrum eines Ausdrucks ¢ der ersten
Stufe (mit Identitit, ohne Funktionssymbole) und allgemeiner, dal jede Menge S
mit charakteristischer Funktion in &, darstellbar ist als Spektrum eines Ausdrucks
@ der » + 1-ten Stufe. Die Konstruktion von ¢ orientiert sich an einer RM M, die die
charakteristische Funktion von 8§ in £ 4, (p{m)) Schritten berechnet (p Polynom).

Wir beschreiben zunéchst die zugrunde gelegte typentheoretische Sprache.
Typenindizes oder kurz Typen seien ¢ und mit v,, . . ., 7, auch {zr,, . . ., 7,). Fiir jeden
Typ 7 sollen abzihlbar viele Variablen 7, y, . .. zur Verfiigung stehen. Ausdriicke
sind afmv o™yl oy 2" = y* und mit @, p auch —e, (pAY), /§¢. Wenn

MiBverstandnisse nicht zu befiirchten sind, schreiben wir die Variablen auch ohne

Typenindex, Die Stufe |v| eines Typs 7 erkliren wir induktiv durch [/ =0,

[Ty, .. )| = max (I7:] + 1). Die Stufe einer Variablen z* sei die Stufe von 7.
SIsr

Ein Ausdruck ¢ heiBt von n-ter Stufe (n = 1), wenn alle in ¢ gebundenen Variablen
Stufen < 7 — 1 und alle in @ freien Variablen Stufen < n haben. Wir schreiben
erf..@, wenn ¢ eine erfilllende Interpretation iiber einem Bereich von m Elementen
besitzt; S(@):= {m | erf,.,¢} heilt Spektrum von ¢. Das System aller Spektren
von Ausdriicken ¢ der n-ten Stufe bezeichnen wir mit It,.

Satz 1. Pri(&,) C Pyq-

Beweis. Sei §€ Pr'(&,). Wir konstruieren einen Ausdruck ¢ der » + l-ten
Stufe, so daB fiir m = 1 gilt m € 8 e erf,,, . Dann ist 8 im Fall 0 € § das Spektrum
von ¢v VAz =y, und im Fall 0 ¢ § das Spektrum von ¢ A V }//x *y.

r y x

1) Mit 1, 9,3, ... bezeichnen wir Variablentupel.
1*
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Nach Definition von Pr1(&,) gibt es eine RM M, die, angesetzt auf m,0,...,0,
in < 9,(p(m)) Schritten stoppt (p Polynom), und zwar auf m, 0, ..., 0, falls me§,
und auf m,1,0,...,0, falls m ¢ 8. Der groBte Index eines von M bearbeiteten
Registers seik, und die Instruktionen von M seien von0 bis I numeriert. Da in jedem
Rechenschritt ein Registerinhalt hochstens um 1 vergrofiert werden kann, lassen
sich die im Verlauf der Rechnung auftretenden Registerinhalte abschatzen durch
m + &, (p(m)). Sei r so gewihlt, daB fir m = 1 gilt m + 4,(p(m)) < B, ((m + 1)7).

Wir geben zundchst ¢ an. Sei ¢, = (¢. . . ) mit r Vorkommen von ¢, g;4; = (5)).
Z, y, z seien Variable des Typs ¢, u, v, w Variable des Typs g,,, fallsn = 1, und
r-Tupel von Variablen des Typs ¢, falls n = 0 (es ist klar, wie in diesem Fall etwa
% = v, A zu verstehen sind). Die Typen der restlichen Variablen (fiir die wir aus

Griinden der Lesbarkeit groBe lateinische Buchstaben verwenden) ergeben sich aus
dem Zusammenhang. ¢ sei die Konjunktion der folgenden Ausdriicke.

A Kuu, AA(Kuvazmvu='v), AAA(Kuv A Kvw —» Kuw),

uvw

A/\ (Nuv > Kuv A — V(Kuw A Kuwv)).
/}ﬁK'xx, /7\ (K xyv Kyzvze =y), A{\A(K’xy/\K’yze K'zz),
- /:{\(N’xyHK’xy/\ﬂ \Z/(JK’szz/\ K'zy)).
QYqu’ AAAJ(qu/\va—»u=v), AAA(Fxurn Fyu — x = y),

T uv Yy u

AAAA(Fzunr Fyv A N'aoy - Nuw), A(—1VEKou - V Fau).
T yu v w v T
wy (1 =

AVRuw (¢ =0,...,k), AAANRBuvArRuw —-»v =w) t=0,...,k),
A v Zm, A A = Zu A Zijuy, A(ﬂVKvu—»Zou/\ A Ruu),
u 05j< W 0si<jst 1€k

AAA(—|VnyAﬂVKwu/\Fyv-»Rouv)
Yy ou v T

Weiter gehért zu jeder Instruktion von M ein Konjunktionsglied von ¢, und zwar
zu cAic’: AA(Zu A Nuw' —»Zu/\AA(Rm;/\Nm; = Rau'v') A

A A A(Buw - Ru'v)),

=ik v
jei
zu cS;c’: AANZu A Nuuw' — Zou' A A A (Ruv' A Nov' — Rau'v) A
AAN(Ruv A ﬁVva —Ru'v) A A(Ruv > Riu'v)),
v 0<J<k v
i
zu cPicgey: AA(Zu n Nuw' — (V(Buv A Y Kuw) - Z, ')

A(YRl-uv ANV Kuw) - Z,w')n  ~  A(Ruw > Ru'v)),

0=j<k

zu ¢ Stop: AA(Zu n Nuw' — Zuw/' A /\ A(ij) - Ryu'v)).

d/\

=> H/\'

Das letzte Konjunktionsglied von ¢ sei A A(—V Kuw A 2V EKwv - Ryuv).
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Wir zeigen jetzt erf,.,@¢ - m €S8 fir m 2 1. Gegeben sei also eine erfullende
Interpretation von g iiber einem m + 1-elementigen Bereich. Man beachte zunéchst,
daB es genau 9, ({m + 1)7) Objekte des Typs o, gibt; der Fall » = 0 148t sich ein-
schlieBen, wenn man unter Objekten des Typs o, 7-Tupel von Elementen des Bereichs
versteht. Aus der Konstruktion von ¢ ergibt sich: Das K zugeordnete Objekt K
ist eine lineare Ordnung der Objekte des Typs g,,, und N ist die Nachfolgerrelation
bzgl. K. Entsprechend ist K’ eine lineare Ordnung der Elemente des Bereichs und
N’ die Nachfolgerrelation bzgl. K’. F ist der Graph der ordnungstreuen (bzgl. K, K)
Einbettung der Elemente des Bereichs auf das entsprechende Anfangsstiick der
Objekte des Typs g,. R; ist der Graph einer Abbildung der Objekte des Typs o,
in sich, welche dem (bzgl. K) s-ten Objekt des Typs ¢,, das a-te zuordnet, falls M,
angesetzt auf m,0,...,0, nach s Schritten im i-ten Register die Zahl a stehen
hat, oder nach weniger als s Schritten mit a im i-ten Register stoppt. Z; trifft auf
das (bzgl. K) s-te Objekt des Typs o, genau dann zu, wenn M, angesetzt auf
m,0,...,0, nach s Schritten die j-te Instruktion ausfiihrt, oder nach weniger als
s Schritten nach Ausfithrung der j-ten Instruktion stoppt. Aus dem letzten Kon-
junktionsglied folgt jetzt auf Grund der vorausgesetzten Eigenschaften von M die
Behauptung m € S. Die Umkehrung m € 8 — erf,, ., ¢ fir m = 1 ergibt sich, indem
man K, K’ durch lineare Ordnungen des entsprechenden Typs und die restlichen
freien Variablen durch die eben beschriebenen Objekte interpretiert. Damit ist

der Satz bewiesen.

§ 3. Charakterisierungen der 9;, Abschiitzung der I, nach oben

Das Spektrum eines exponentiell arithmetischen (e. a.) abgeschlossenen Aus-
drucks « sei die Menge aller m, so daBl « in {x |2 < m + 1} (im Standardsinn)
giiltig ist. Wir zeigen, daB sich das System 9., aller Spektren von Ausdriicken
der schwachen n + 1-ten Stufe (freie Variable n + 1-ter Stufe sind nicht zugelassen)
charakterisieren 148t als das System aller Urbilder von Spektren e. a. abgeschlossener
Ausdriicke unter Funktionen der Form Am &,((m + 1)) — 1, r = 1. Daraus ergibt
sich als Korollar, daB 9%, ; auch charakterisiert werden kann als das System aller
Urbilder beschrinkt e.a. Mengen unter Funktionen der Form Am &,((m + 1)),
r = 1. Weiter folgt mit § 1 M;;, ; C Pr(&,), also erst recht I, C Prl(&,), und daraus
dann M, C M4, und U, M, = Pri(E). ‘

Wie bereits erwihnt, verstehen wir unter einem Ausdruck ¢ der schwachen
n + l-ten Stufe (n 2 1) einen typentheoretischen Ausdruck (s. §2), in dem alle
{gebundenen und freien) Variablen Stufen < n besitzen. Exponentiell arithmetische
Ausdriicke seien x + y = 2,z 'y = z, 2* = y (die mit z, ¥, z bezeichneten Variablen
sind nicht notwendig verschieden) und mit «, § auch —x, (x A f), Ax.

Satz 2. Zu jedem Ausdruck ¢ der schwachen n + 1-ten Stufe gibt es einen exponen-
tiell arithmetischen abgeschlossenen Ausdruck o, so daf3 mit einem geeigneten r = 1
fir alle m = 1 gili: erf,,@ genau dann, wenn « (im Standardsinn) gillig ist in

{z|z < B, (m")}.
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Beweis. Es geniigt, dies fiir alle m 2 2 zu beweisen: Mit
d:= x; F a;

A
Loy oo TP, (1) 0=i<j< O (1)

erfilllen dann —1d v & im Fall erf, @ und 8 A o im Fall nicht erf; ¢ die Behauptung.

Wir geben zunichst fiir jeden Typ t eine GODEL-Numerierung der Objekte des
Typs 7 iiber einem m-elementigen Bereich an. Dabei sei eine bijektive Zuordnung
der Zahlen 0,...,k() — 1, k(1):= m, zu den Objekten des Typs ¢ vorgegeben.
Esseinunt = (14, . . ., 7,), und die Objekte des Typs 7; seien bereits mit den Zahlen
0,...,k(r;) — 1 numeriert. Es gibt dann 2¥(0)--- k() = : (7) Objekte des Typs 7.
Wir definieren die GOpEL-Nummer von &* durch

g(@x') = > a;+ 2
i<k(Ty). .. k(Ty)
mib

]1, falls es y3, ..., yir gibt, so dal = auf y,, ..., ¥y, zutrifft und

a; = P=gy) k() ... k(m) + - + gW-1) k@) + 9(y,)
lO sonst.

Offenbar trifft dann @ auf y;,...,y, genau dann zu, wenn gilt

- Div([g (m)/2€(ﬂ1)k(ﬁ) v k() oo A g (Y YR (7e) + g(uv)] s 2) R

wobei

Diviz,y) oV =y 2.

Hier und im folgenden verwenden wir einige eingebiirgerte zahlentheoretische
Bezeichnungen zur Bildung arithmetischer Ausdriicke in einem weiteren Sinn;
deren Giiltigkeit bezieht sich dabei immer auf das Standardmodell iiber den natiir-
lichen Zahlen.

Wir definieren jetzt zu jedem typentheoretischen Ausdruck y einen arithmetischen
Ausdruck (im weiteren Sinn) f(y). Dabei legen wir eine eineindeutige Zuordnung
von Variablen fiir natiirliche Zahlen zu typentheoretischen Variablen zugrunde.
Ist im folgenden eine typentheoretische Variable mit a7, y%, »7, . .. bezeichnet, so
bezeichnen wir die zugehorige zahlentheoretische Variable mit x, ¥, y,, . . .. k(t) steht
fiir den entsprechend der obigen induktiven Definition gebildeten Term, welcher die
Zahlkonstante m enthilt.

B ... y) = T Div ([gf2rk0 Mt ot Uk U 9) Bt =y =z =y,

B =28W), Byiryd =Bl nflya). BAWI= A By

Es sei nun @ ein Ausdruck der schwachen n + 1-ten Stufe. Wir konnen annehmen,
daBl ¢ abgeschlossen ist (sonst partikularisiere man vorn alle frei vorkommenden
Variablen). Man zeigt dann leicht, daB erf,@ genau dann, wenn f(p) giltig ist.
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Wir wollen jetzt (@) dquivalent (bzgl. der Giiltigkeit im Standardmodell) so
umformen, daB schliefllich ein prinexer abgeschlossener Ausdruck entsteht, dessen
Kern aus Primformeln der Form z + y =2, 2y = 2z, 22 = y gebildet ist (also
die Zahlkonstante m nicht enthilt), und in dessen Prifix alle Quantoren durch
< B, (m") mit festem r 2 1 beschrinkt sind. LaBt man dann die Quantorenschranken
weg, so entsteht der gesuchte exponentiell arithmetische Ausdruck «(g).

Zur Umformung von f(p) verwenden wir zunichst die folgenden Aquivalenzen:
Div([z/2¥],2) & \</ (z = [x/2¥] A \é w4+ u=2)),

= = = = 2 =2
z2 = [z/2] e (M u\ému Warz=0)v u\g{z (w = 2v A v\(/ux z2-u +v),
% =20 \</ (x =yru =22,

z = ylk(72)~ k) + e+ Yra k() + 9
o V. @=zn+-oc+ LA zi=Yik(riy) ... k()

Z1y vy Tp=

Yi ’G(Ti+1) [N ’C(‘t’,.)
1—)(yl = 0/\Zi=0)V

%

vi{y; £0A A\ A ¥ =kElE)AZ,=9:%;0y...%
(yz #’ Biprn e TS (i+1§j§r '} (}) i Z% i+1 r)),

z=k(lty,..., 1)) e \</ (¥ =k(r))...k(r,)r o = 2v),
y<x
=0z 4+ 2=1"r.

Mit ihrer Hilfe erhilt man aus §(g) einen dquivalenten prinexen, abgeschlossenen
Ausdruck, dessen Kern nur noch Primformeln der Form z + y =z, 2.y = 2,
2% = y, x = m enthilt und in dessen Prifix alle Quantoren in der Form z < y,
z £ y oder z < k(r) mit in ¢ vorkommenden Typen 7 beschrankt sind. Da alle
in ¢ vorkommenden Typen t Stufen < n besitzen, gilt mit einem geniigend groBen r
fir alle diese Typen k(r) < #,(2"). Beachtet man noch

Ao A @<k, e <k@onYy=ko)
und die letzten drei Aquivalenzen der obigen Liste, so folgt, daB man f(p) dqui-
valent umformen kann in einen prinexen, abgeschlossenen Ausdruck, dessen Kern
wieder aus Primformeln der Form & + y =z, v -y = 2, 2* = y, * = m aufgebaut
ist und in dessen Prifix jetzt alle Quantorenin der Formz < y,2 < yoder x < 9, (m")
beschrankt sind. Die Primformeln & = m lassen sich eliminieren mit Hilfe der
Aquivalenzen

z=me A y<maz<m

y<=z
z<me YV y=73G,()
y< B’y
= 3, & Vv 2y = X7 A A Ry = 2 Ay = 2%
Yy W (@) z,...-,:,.-,<y( 0 osifno1 T+ Yy )
2 =2 v =X XA A 11 = Yi*TAZ = Yp_q° ).
y.,...,y.-lgz(y” a<iSr—1itt = ¥i Yr1° @)



8 D. RODDING UND H.SCHWICHTENBERG

SchlieBlich sind auch noch die in der Form = < y, * < y beschrinkten Quantoren
eliminierbar. Denn zunichst ist
Apeo AV +zdzrc+2=y)>p.

<y <y 5y
Beachtet man jetzt, daBl es sich um einen abgeschlossenen Ausdruck handelt, dessen
Quantoren, sofern sie nicht durch Variable in der Form z £ y beschriankt sind, alle
durch &, (w7} beschrinkt sind, so ergibt sich, dafl man alle Teilausdriicke der Form

A
. . <3
dquivalent ersetzen kann durch =y

A (V z+z=y-0).
2 B (M) 2B, (m")
Damit ist gezeigt, daBl f(¢) in einen Ausdruck der gewiinschten Form dquivalent
umgeformt werden kann, und also der Satz bewiesen.

Satz3. Zu jedem exponentiell arithmetischen abgeschlossenen Ausdruck o wund
jedem n = 1, r = 1 gibt es einen Ausdruck @ der schwachen n + 1-ten Stufe, so dafs
fir alle m =2 1 gilt: erf,,@ genaw dann, wenn « (im Standardsinn) giltig ist in
{z |z < &, (m)}.

Beweis. Sei oy = (¢...¢) mit r Vorkommen von ¢, 6,4, = (0,). , v, w seien
Variable des Typs o,.,, falls » = 2, und r-Tupel von Variablen des Typs ¢, falls
n = 1. Mit groBen lateinischen Buchstaben bezeichnen wir Variable der Stufe n;
insbesondere haben P,Q, R, P,, ... den Typo, und K den Typ (0n—y, On-y), falls
7 2z 2, und den Typ (¢...¢) mit 2r Vorkommen von ¢, falls » = 1. Die Typen
der restlichen verwendeten Variablen ergeben sich aus dem Zusammenhang.

Uber einem m-elementigen Bereich gibt es #;(m") Objekte des Typs o;; dies gilt
auch fir ¢ = 0, wenn man unter Objekten des Typs g, r-Tupel von Elementen
des Bereichs versteht. Ist eine lineare Ordnung K der Objekte des Typs o, gegeben,
so kann man in Abhéngigkeit von K die Objekte des Typs g, eineindeutig auf die
0-1-Folgen der Liange #,_,(m’") abbilden: In der P entsprechenden Folge soll die
(von hinten) 7-te Stelle genau dann mit einer 1 besetzt sein, wenn P auf das (bzgl. K)
i-te Objekt des Typs o,,_; zutrifft. Solche 0-1-Folgen lassen sich wieder eineindeutig
auf {z|x < ¥,(m")} abbilden, indem man jede Folge als Dualdarstellung einer
Zahl auffafit. In Abhingigkeit von K hat man also eine eineindeutige Entsprechung
zwischen Objekten des Typs o6, und Zahlen < 4, (m").

Wir definieren jetzt zu jedem e. a. Ausdruck § durch Induktion iber den Aufbau
von § einen Ausdruck y(f) der schwachen n + 1-ten Stufe. Dabei legen wir eine
eineindentige Zuordnung von Variablen des Typs ¢, zu Zahlvariablen zugrunde.
() soll folgende Eigenschaften haben: (i) Sind =z,,...,x, die freien Variablen
von f3, so sollen K, Py, ..., P, die freien Variablen von y(f) sein, wobei Py, ..., P,
die a,,...,x, zugeordneten Variablen sind. (ii) Interpretiert man § iiber {x|x < &, (m")}
und y(p) liber einem m-elementigen Bereich, so daB K durch eine lineare Ordnung K
und sich entsprechende Variablen in § und () durch bzgl. K sich entsprechende
Objekte interpretiert werden, so erhalten  und y(f) denselben Wahrheitswert.



BEMERKUNGEN ZUM SPEKTRALPROBLEM 9

Falll. # + y = z. Die x, y, z zugeordneten Variablen vom Typ o, bezeichnen
wir (hier und im folgenden) mit P, @, R. Wir verwenden die Abkiirzungen Nuw
tir Kuv A —V(Kuw A Kwv), Au fir —\VKvu, Eu fir 2 VEKuv; plx +y = 2)

sei dann der Ausdruck
P+Q=R:= \b/‘[/]}(Au — —8u) A {‘\ﬁ\’(Nuu’ — (Su' « (Pu A Qu) v (Pu A Su) v
v (Qu A Su))) A
AANRBu > (Pun—Qunr—8Su)v (1 PusrQur—Su)v
) v (1 Pu A Qu A Su)v (Pu A Qu A Su)) A

AN (Bu - (M Punr—Qu)yv (M Pun—8u)v (MQu A T Su))].

Zu zeigen sind (i) und (ii), () ist (hier und im folgenden) offensichtlich erfiillt.
Zum Beweis von (ii) nehmen wir an, daB x, y, z durch Zahlen x, y, 2 <9, (m")
interpretiert sind. Weiter sei iiber einem m-elementigen Bereich K interpretiert
durch eine lineare Ordnung K der Objekte vom Typ o,,, und P, @, R interpretiert
durch die Objekte P, Q, R vom Typ g,,, die den Zahlen @&, y,  entsprechen (bzgl. K};
®,y,zund P, O, R lassen sich also durch jeweils dieselben 0-1-Folgen der Linge
B,_1(m") darstellen. Gilt nun ® + y ==, so erzeugt das tibliche Additionsschema
far Zahlen in Dualdarstellung aus den ®, y darstellenden 0-1-Folgen die 2z dar-
stellende 0-1-Folge. Mit Hilfe des Objekts S vom Typ ¢,, das durch die 0-1-Folge
des Ubertrags dargestellt wird, ergibt sich die Giiltigkeit von P + Q = R. Gilt
umgekehrt P + Q = R, so ergibt die Dualaddition der P, Q darstellenden 0-1-
Folgen die R darstellende 0-1-Folge; es gilt also auch & + y = 2.

Beispiel (Nullen vor der ersten Eins sind weggelassen):

®, P: 1101
v, 0: 10111

S: 111110
2z, R: 100100.

Fall2. -y = z.
w(x-y = 2) sei der Ausdruck
P-Q=R:= y\T/[u/)\(Aw - é\ﬁ\(SuvaPuA Qv)) A
ANA(Nww' — A {)\([—| Kwv A (Suvw < Suvw')] v
w‘: [Kwv A (Sva “— X(Nuu’ A Su'vw')) A (Auw - 1 Suvw’)])) A
ANEw - A(Av > A(Tuv o Suvw)) A
’ ' A /g/u\(va’ — AuTuv = AuTuv + AuSuv'w)) A

A AN(Ev - A(Bu o Tuv))].
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Dabei ist JuTuv’ = luwTuv + AuSuv'w der Ausdruck, der aus dem oben angegebenen
Ausdruck P + @ = R durch Umbenennen der gebundenen Variablen S und Ersetzen
von Pu, Qu, Ru durch Tuv, Suv'w, Tuv' entsteht.

Anstelle eines allgemeinen Beweises fiir (ii) geben wir ein Beispiel. Das Pradi-
kat S ist dabei dargestellt durch seine Schnitte bzgl. der letzten Argumentstelle(n).

x, P: 101
y, O: 10111

SO U —— Sl w
101 101
101 1010
101 1010
000 0000
101 1010
v | v

Soim U

101 101
1010 1010
10100 10100
00000 000000
10100 1010000
| v | v

101
1111 ) | 101 + 1010)
100011 | (= 1111 + 10100)
1100011 .
1110011
1110011 Lv

z, R: 1110011

Fall 3. 2v = z. Wir behandeln allgemeiner den Fall v = z, da dies keine zusiitz-
lichen Schwierigkeiten macht. y(2v = 2) 1Bt sich dann definieren als

20 = R:= \I((PQ =RA /l}(PuH \v/(Av A Novu)))
w(a¥ = 2) sei der Ausdruck
P?=R:= ;{[{J\(Ev - uA(SuvHAu)) A
A AA(Nww' = [Qu A AuSuv = JuSuv’ - JuSuv'] v
o v IQu A \Tl(T = AuSuv’' - 2uSuv’ A AuSuv =T - P)]) A
A {J\(Av - :“\(Ru — Suv))l.
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Anstelle eines Beweises fiir (ii) geben wir wieder ein Beispiel:

x, P: 11

y, O 110
1
S: 1 v
1| (=19
1] (=17
11| (=12-11)
11011 | (= 112-11)
1011011001 | (= 110112)
i3
z, R: 1011011001,

Fall 4—6. Wir setzen
v =pB), wBinB)=vBayB), pAH=AvB).
(ii) ergibt sich unmittelbar aus der Induktionsvoraussetzung.
Ist jetzt x ein e.a. abgeschlossener Ausdruck und definiert man

@ = Y([A —1Kuu A AAN(Kuv v Kvu v u = v) A AAA(Kuv A Kvw = Kuw) A p(x)],

uvw
so gilt wegen der Eigenschaften (i), (ii) von y(x), daB erf, ¢ genau dann, wenn «
giiltig ist in {z | x < P, (m")}.
Sei M. ;:={S(p)| ¢ Ausdruck der schwachen = + 1-ten Stufe}. Aus den
Sétzen 2 und 3 folgt sofort
Korollar 1. M, ist das System aller Urbilder von Spektren exponentiell arithme-
tischer Ausdriicke unter Funktionen der Form Imd,(m + 1)) — 1, r 2 1,
Beschrankt exponentiell arithmetische (b.e.a.) Ausdriicke seien 2 + y = z,
x+y =2, 2* =y (die mit x, y, z bezeichneten Variablen sind nicht notwendig
verschieden) und mit &, § auch —1x, {x A f), i\ «. Ein zahlentheoretisches Pradi-
Ty
kat P heifit b. e. a., wenn es einen b. e. a. Ausdruck «(x,, . . ., x,) gibt, in dem genau
die angegebenen Variablen frei vorkommen, so daBl P auf a,, ..., ®. genau dann
zutrifft, wenn « (@, . . ., &,) glltig ist.
Korollar 2. ;. ist das System aller Urbilder beschrinkt exponentiell arithmeti-
scher Mengen') unter Funktionen der Form Amd,((m + 1)), r = 1.
Beweis. DaB sich jedes S € M;,; als ein solches Urbild darstellen liBt, ist eine
direkte Konsequenz aus Satz 2. Sei umgekehrt fS(x) ein b.e.a. Ausdrock mit x

als einziger freien Variablen. Mit der beim Beweis von Satz 2 angewandten Methode
kann man dann einen b. e. a. Ausdruck «x (z) konstruieren, in dem 2 nur in Quantoren-

1) Vgl. FuBnote 2 auf S. 1.
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schranken vorkommt und die einzige freie Variable ist, so daB g(d,((m + 1)"))
genau dann giiltig ist, wenn «(d,((m + 1)y*1)) giltig ist. Mit Satz 3 folgt die
Behauptung.

Korollar 3. (l) Prl(@n) .g_ §1Rn+l g Prl(@n+1): (11) 9"Rn C gﬁn+2: (lll) Un 9]2,,, =
= Pri(G).

Beweis. Die erste Inklusion von (i) ist Satz 1; die zweite ergibt sich aus IR,,.; C
C M., 2, Korollar 2 und den in § 1 aufgelisteten Eigenschaften der &,,. (ii) und (iii)

folgen unter Verwendung von §1 aus (i).
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