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EINE KLASSIFIKATION DER §,-REKURSIVEN FUNKTIONEN

von HELMUT SCHWICHTENBERG in Miinster/Westfalen

KireexE formuliert in [7] das Problem, ,,whether the ordinal numbers can be
used to give a satisfactory classification of the general recursive functions into a
hierarchy under some general principle. Der wohl naheliegendste Ansatz zur Kon-
struktion einer solchen Hierarchie, ndmlich Beschriankung der Ordnungstypen der
fiir Rekursionen zugelassenen Wohlordnungen, fithrt nicht zum Ziel: MyYHILL und
RouTLEDGE haben bewiesen, dafl jede rekursive Funktion durch elementare Opera-
tionen und nur eine Rekursion lings einer elementaren Wohlordnung vom Typ w
definiert werden kann ([11], [16]; s. auch Lru [9]). In [7] schligt KLEENE eine
andere Methode vor, rekursive Funktionen mit Ordinalzahlen in Verbindung zu
bringen: Man geht aus von einer effektiv erzeugten Funktionenklasse, etwa der
Klasse € der elementaren Funktionen, konstruiert eine kanonische Aufzidhlungs-
funktion E, (also E, ¢ €), betrachtet die in E, elementaren Funktionen, konstruiert
fiir sie eine kanonische Aufzihlungsfunktion E, (also E, ¢ €(#,)), usw. Diese Kon-
struktion 148t sich transfinit fortsetzen, wenn fiir jede Limeszahl eine sie approxi-
nmiierende Fundamentalfolge zur Verfigung steht. KLEENE verwendet deshalb sein
Bezeichnungssystem S, fiir konstruktive Ordinalzahlen, und zwar in einer Version,
in der nur primitiv rekursive Fundamentalfolgen zugelassen sind ([7], p. 73); eine
solche Einschrinkung ist notwendig, da man sonst schon auf dem Niveau o alle
rekursiven Funktionen erhielte. Aber auch mit dieser Einschrankung kollabiert die
Hierarchie: FEFERMAN zeigt in [2], daBl man dann auf dem Niveau o? alle rekursi-
ven Funktionen erhilt.

Wir behandeln hier das Klassifikationsproblem fiir einen Teil der rekursiven
Funktionen, die ,,g,-rekursiven’ Funktionen; darunter verstehen wir solche Funk-
tionen, die definierbar sind durch elementare Operationen und ,,elementare 1-Rekur-
sionen®, 1 < &), der Form f(x, 1) = F([fl<z, 91, - .. ¢-; 2, ) mit einer , Standard-
wohlordnung < vom Typ A und einem elementaren Funktional F (genauer in
§ 1)). Diese Funktionenklasse fallt mit der von KrEISEL in [8] eingefiihrten Klasse
der ordinal rekursiven Funktionen zusammen (einfache Folgerung aus § 2), enthilt
also genau die Funktionen, ,,deren Rekursivitit in der reinen Zahientheorie beweis-
bar ist™ ([8], s. auch SHOENFIELD [18]).

Ein erstes Kompliziertheitsmaf} fiir g,-rekursive Funktionen wird von der Defi-
nition nahegelegt (vgl. HEINERMANN [4]): Ist f durch elementare Operationen aus
915 - - -» g definiert, und sind g¢,, ..., g, die ,,Rekursionszahlen‘ o, ..., x, {<gy)

1) Mit Z bezeichnen wir hier Limeszahlen < ¢y, mit &, 8, ¥, . . . beliebige Ordinalzahlen <C¢,.
Daneben verwenden wir 4 im Rahmen der Ceurcmschen Schreibweise Az f(r) fiir die Funk-
tion f. Frakturbuchstaben t, 1,3, ... stehen fiir Variablentupel.
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zugeordnet, so erhédlt f die Rekursionszahl max(x, ..., ;). Ist f durch elemen-
tare wa-Rekursion aus ¢y, ..., g, definiert, und sind g¢,, ..., g, die Rekursions-
zahlen wy, . . ., &, zugeordnet, so erhilt f die Rekursionszahl max (o, .. .. &) + .

R, bestehe aus den gy-rekursiven Funktionen, die mit Rekursionszahlen < x defi-
nierbar sind. Offenbar enthalt U R, alle gy-rekursiven Funktionen.

K E,

Weiter verwenden wir die skizz?e;"te KreENEsche Methode zur Konstruktion einer
Hierarchie €,, o < gy; die erforderliche Festlegung von Fundamentalfolgen ist fiir
die Limeszahlen < g, in kanonischer Weise méglich. Nach Konstruktion gilt €, C €,
fir o« < f.7)

Schlieflich betrachten wir noch die folgende Variante des KLEENEschen Ansatzes
(nach RoBBIN [14]; s. auch GrzEcORCzZYK [3]}; Man geht aus von den elementaren
Funktionen, konstruiert eine alle elementaren Funktionen schlieBlich majorisierende
Funktion F,, betrachtet die in ¥, elementaren Funktionen, konstruiert far sie eine
Majorante Fy, und so weiter bis g,. Die Funktionen F,, & < z,, lassen sich einfach
angeben: Fy(x) = 2%, Fy ., (®) = Fix), Fy(a) = F(®) (Alz] 2-tes Glied der
kanonischen Fundamentalfolge fir 4, F; a-te Iterierte von F,). Die Klasse der in
F, elementaren Funktionen bezeichnen wir mit €,.

Wir beweisen hier die Ubereinstimmung der drei Hierarchien: %, = €, = &, fiir
& < &. Es handelt sich also um eine anscheirend natiirliche Hierarchie, die aus-
gehend von den elementaren Funktionen echt aufsteigt, und die unterhalb « die
primitiv rekursiven Funktionen, unterhalb w® die mehrfach rekursiven Funktionen
und unterhalb g, die g-rekursiven Funktionen ausschopft. — Verwandte Resultate
stammen von RoBBIN [14], der &dhnliche Gleichheiten ,,im Limes* fir a — o
erhalten hat, von MEYER und D. M. Rirca1E [10], [13], die Rekursionszahlen (< w)
fiir primitiv rekursive Funktionen betrachten und damit Grzrcorczyk-Klassen
charakterisieren (s. auch [12], [15], [17]), und von Axr [1], der gezeigt hat, daf3
eine Variante der Methode von KLEENE unterhalb w auf Grzeeorczyk-Klassen
fithrt.

§ 1. Definition der Funktionenklassen R,, €, und G,

Eine Funktion heiBt elementar (im KarmArschen Sinn), wenn sie aus Zahlvariablen
und Zahlkonstanten mit den Funktionen x + Yy, -y, [x/y] und den Operationen
>, I] explizit definiert werden kann;lilt man noch Funktionsvariable zu, so
e:ﬁ&l‘f il;:lan elementare Funktionale. Einfache Eigenschaften elementarer Funktionen
sind in KLEENE [6], p. 285 —287, zusammengestellt; die Diskussion primitiv rekur-
siver Funktionale in [6], § 47 ubertragt sich (bis auf # G) auf elementare Funk-
tionale.

Wir verwenden eine Kodierung der endlicken Zahlenfolgen, bei der die Funktionen
Axy .. .z, Xy, - - ., X,y durch Polynome majorisierbar sind?). — Eine Zahlenfolge

1) Mit C bezeichnen wir die echte Inklusion.

%) Vgl. SMULLYAN [19], p. 82. Unsere Kodierung unterscheidet sich von der dort angegebenen
durch die zusitzliche Eigenschaft {zy,...,x,, 0> = <{%, ..., ¥,y und dadurch, dag hier jede
Zahl als Kodenummer auftritt.
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Zg . -« 2, heiBe m-adische (modifizierte m-adische) Darstellung von x, wenn z = 3 z;m!
isn
und 0 £ z; <m — 1 (1 £ 2; £ m); die leere Zahlenfolge sei m-adische und modi-
fizierte m-adische Darstellung von 0. Statt ,,2-adisch” sagen wir auch ,,bindr*,
statt ,,3-adisch” auch ,terndr®. {ay,...,2,) sei die wie folgt konstruierte Zahl:
Man bilde die modifizierten Bindrdarstellungen z;, bilde damit die Ziffernfolge

2,0 . .. 02,0z, und lese sie als Terndrdarstellung. B;spiel: {3,2,0,5> =21002011

Eernérd;;st‘gflung). Offenbar ist {zy, ..., 2%,, 0> = (%, ..., ,>, und jedes z lat
sich bis auf ,,angehingte Nullen* eindeutig in der Form & = {x,, . . ., &, darstellen.

(z); sei die Zahl x; in dieser Darstellung von x, I(x) sei das groffte ¢ =2 1 mit
(x);_; > 0, falls es ein solches ¢ gibt, und O sonst (,,Linge von z*).

Lemma. (g, ..., 2,0 3" [] (x; + 1)

i<n
Beweis. Es sei I¥(x) die Lange der modifizierten Binidrdarstellung von . Dann

e {z ) = 3n+‘§"l§(zi)
03 ° ¢ *ry¥n/ = = .

Mit 34 < (2B)2 < (2 4 1)? folgt die Behauptung.
Lemma. Die Funktionen Ax, . ..x, (x4, ..., &y, Axi(x); und 1 sind elementar.
Beweis. Folgende Funktionen sind elementar (s. [6]):
23(¢, ¥) = 2; in einer Terndrdarstellung z, . ..z, von &
= rm([x/3], 3)
I3(x) = Lange der kiirzesten Terndrdarstellung von z
= plig[3° > 7]
a(t,x) = Anzahl der § < ¢ mit 23(j, ) = 0

= 3 (1 = z(,2))

=i
b(i, x) = Erster Index links von der ¢-ten Null in einer Ternirdarstellung
von z
= plici+ala(f, x) = ]

(x); = 2> z5(j, x) - 270D
(i, 1) ST < b(i+1,2)

gy« - s ) = /I,-Tg;§3"‘1<7 (xi+1) [Viign (@); = ]
lx) = prig,[b(i, @) = ly(x) + 1].
Fir unseren Rekursionsbegriff benétigen wir spezielle Wohlordnungen. Sei
r<;yeorr <y
T <pp1Y e Ilicery (@) < @)i A Viigosy (@ <n§ = (@) = (9))))

(nach HIiLBERT/BERNAYS [5], p. 361). <, ist eine elementare Wohlordnung der
natiirlichen Zahlen vom Typ o, (0, = @, ®,,; = ©**). Unter einer Standard-
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Wohlordnung vom Typ & < g, verstehen wir eine Wohlordnung der natiirlichen
Zahlen, die elementar isomorph ist zu dem Anfangsstiick vom Typ « des , kleinsten®
<, mit & < w,; zwei Wohlordnungen <, <’ von Mengen M, M’ natiirlicher Zah-
len nennen wir elementar isomorph, wenn M, M’ elementar sind und es elementare
Funktionen k,Ah" gibt mit A'(h(z)) =« fir a € M, k(b (2') =" fir o’ < M,
x<yeh(x) < hy) fir x,y< M.

Ist f aus gy, ..., g, definiert durch f(x, 9) = F([fl<z, g¢s - - -5 g1 &, §) mit einer
Standard-Wohlordnung < vom Typ 4 < g, und einem elementarem Funkfional F,
80 sprechen wir von einer elementaren A-Rekursion (oder elementaren < -Rekursion);
dabei ist

w,p) fir v <z
ety = | T 0=

sonst.

Als gy-rekursiv bezeichnen wir die Funktionen der kleinsten Funktionenklasse, die
abgeschlossen ist gegen (elementare) explizite Definitionen der Form

f(g) = F(gl>"'3 gr’ g)a
F elementar, und elementare A-Rekursionen, 4 < .

Jeder (Definition einer) gy-rekursiven Funktion ordnen wir wie folgt eine Rekur-
sionszahl « < g, zu: Ist f explizit aus ¢, ..., g, definiert, und haben g¢,,..., g,
die Rekursionszahlen «,, ..., ., so erhalt f die Rekursionszahl max({x,, ..., o)
(also 0 im Fall r = 0). Ist f durch elementare wx-Rekursion definiert aus ¢,, .. ., g,,
und haben g, . ...g, die Rekursionszahlen «,, ..., «,, so erhélt f die Rekursions-
zahl max(x,, ..., &) + «. R, sei die Klasse der mit Rekursionszahlen < « defi-
nierbaren gy-rekursiven Funktionen.

Vorbereitend zur Definition der Klassen €, ordnen wir jeder (Definition einer)
ing,...,g- (Mg, ..., m-stellig) elementaren Funktion f einen Index f zu. Dafiir
ist es bequem, die in g¢,, . . ., ¢, elementaren Funktionen aus geeigneteﬁ Ausgangs-
funktionen durch normierte Einsetzungs-, Summen- und Produktschemata zu
erzeugen:

g gi = <0, my, >

Cllay, ..., @) = ¢ Ch=Cln,9

Un(@y, o oo @0) = U, ={2,n,i)

fle,y) =2 +y 7=<3,2>

He,y) ==y f=42

fx, y) = [=/y] =42

fley, oo @) =ghi(@yy o s %)y oo s By, - - 25 20)) f= <6,n,€,ﬁ,...,ﬁ,z>
fl, g1, Yn) =i£g(i,yl, c o> Yn) f=<{.n+ 1.9

F@ Yoy = 11906 Y05 - -5 ) f=8n+1.9

i<x
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Es sei elév -+ (s, z), falls 7 Index einer in g,, . . ., g, elementaren Funktion ist,
der Wert dieser Funktion an der Stelle (z),, ..., (¢),_;, und 0 sonst. Man zeigt
leicht ([7], p. 74):

a) elév-8 ist qus ¢,, ..., g, durch eine elementare <-Rekursion definierbar.

Spiter bendtigen wir Funktionen 86, und It mit folgenden Eigenschaften: Slnd
g,ky, ..., h, Indizes von g, by, ..., hm, und ist f definiert durch
22 i

flry, ooz =gh(@y, oo s %)y o ooy B (g, .o 2)),
so ist Sb"’(g, by, ,,,) Index von f; ist f Index einer einstelligen Funktion f,
so ist It(n, f) Index der n-ten Iterierten von f. Dies leisten Sb (¢, jy, ..., jm) =

={6,7n,%,5,--»jmy und It(0,i) = U, Ii(n + 1,4) = Sbi(lt(n,4),¢). Die
Funktion It ist elementar majorisierbar, |Ee-‘nn allgemein gilt:

Ist f(0,9) =g, fla+1,9) =k, f(x,y),y), und sind g, h durch Polynome
majorisierbar, so ist | elementar majorisierbar.

Beweis. Sei etwa g(y) < max(y, 2)%, A(z,z2,Yy) £ max(z, 2, vy, 2)*. Durch In-
duktion iber x ergibt sich leicht f(r, §)) < max(x, ¥y, 2)"”1. Also

b) AxC%, SbT und It sind elementar. |

Von der gewdhlten Indizierung der in g,, ..., g, elementaren Funktionen ver-
wenden wir im folgenden nur die Eigenschaften a) und b).

Zu jeder Limeszahl A < g, definieren wir die kanonische Fundamentalfolge A[x],
x =0,1,...: 1148t sich eindeutig darstellen als ™ + - -+ + @ mitx, = - - - = &,
und o« > 0. Ist &y Nachfolgerzahl, so setzen wir
Ax] = 0® + ** + 0% + 0%z,
und ist «, Limeszahl, so sei
Alx] = 0% + -+ + 0% 4+ %l
Jetzt konnen wir die Funktionen £, « < g,, definieren:
E (' ) = O a+1(i .’L’) = elEa(i .'L') E (7: x) = El[(i)o]+1((i)17 .’L)l)
@, sei die Klasse §(%,) der in E, elementaren Funktionen. Es gilt €, C €, fiir
o« < f; denn E, ist elementar in B, fir x < (Beweis durch Induktion iiber f),

aber E, ., ist nicht elementar in E, (sonst hitte man1 — E, _ (z,<{x)) = B, (iy,{z)),
also einen Widerspruch fir x = 4;).
Die Definition der Klassen €, ist besonders einfach : Man definiert Funktionen F,,
& < &, durch
Fo(x) = 2%, Fya(@) = Fi(@), Fi(x) = Fi,(@),
und setzt €, = G(F,). Zur Motivation beweisen wir ¥, ¢ ﬂga €;; dazu zunichst ein

1) Diagonalisiert wird also iiber Aufzihlungfunktionen fiir die in %, ; elementaren Funk-
tionen, nicht tber die B, selbst. Das ist fir das Folgende bequem, aber nicht wesentlich.

5  Ztschr. f. math. Logik
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Lemma. (Einfache Eigenschaften der F,)
(1) Fo(x) > x fiir . = 1.
(2) F, wdchst echt monoton.
(3) Ist o ,,Erweiterung* von f8, so gilt F,(x) = Fy(x) fir x = 1.
(4) Ist o > f, so gilt Fo(x) > Fg(x) fiir 2 cg.

Wir nennen « Erweiterung von f, wenn o = o™ + -+ + @%, &, = *** 2,
B=owf 4 - + b, B,z =By, und es iy < -+ <i, <r gibt, so daB
&iys - - -5 0, Brweiterungen von fq, . . ., f, sind1).

Mit Hilfe des Lemmas zeigt man leicht, daBl jede in ¥F; elementare Funktion
majorisierbar ist durch F§(max(z)) mit geniigend grofem k. Daraus folgt, daB F,
in keinem &; mit 8 < « enthalten sein kann, denn andernfalls wire F, majorisier-
bar durch eine Fj-Iterierte, also schlieBlich majorisierbar durch Fy,, im Wider-
spruch zu (4).

Beweis des Lemmas: (1) erhdlt man trivial durch Induktion iber «. (2) und (3)
beweisen wir gemeinsam durch Induktion iiber «. « = 0: trivial. « Nachfolger-
zahl: (2) Fy(x + 1) = F** (x + 1) > F*_j(x + 1) > F2_,(x) = F,(x). (3) Fall 1:
o« — 1 Erweiterung von . F,(x) = F;_,(x) Z F,_,(x) = Fy(x). Fall 2: 8 Nach-
folgerzahl, & — 1 Erweiterung von f — 1. F,(x) = F;_(x) = Fj_,(x) = Fy().
o Limeszahl: (2) F,(x + 1) = Fypiq(x + 1) 2 Fupe + 1) > F () = Fy(),
da «[xz + 1] Erweiterung von «[x] (Beweis durch Induktion iber «). (3) Wir be-
nétigen einige Hilfsbegriffe. Firy = 0 4+ - + w?,y, = -+ Z yy, seiy 4,0 =
=y 4+, falls y+8=y+#4, und y +,, d=0w" + -+ 4 0"+ falls y >0
und y +; 6 erklirt. Weiter sei minexp(y) = v,, falls y > 0, und = 0 sonst. Wir
behaupten: Ist y Erweiterung von § = w% + - -+ 4+ w%, §, 2 -+ = §,, so gibt
es eine Erweiterung o’ von §, so daB fir alle ¢ minexp’(y’) Erweiterung von
minexpi(d) ist und y =9 +; 50/ 1(¥,0) ... +40,(y, ) (Linksklammerung),
7 minimal mit minexp’/(d) = 0. Beweis durch Induktion iiber §. § = 0: trivial.
d > 0: Sei m minimal mit y,, Erweiterung von é,. Zu y,,, 6, wahlen wir nach In-
duktionsvoraussetzung ein y,, und setzen 3’ = @' + -+ + '™ 4+ @'m. 9 ist
Erweiterung von §, und minexpi*1(y’) = minexpi(y,,) Erweiterung von minexp?(d,)
= minexp***(d). Mit go(y, ) = w2 + -+ 4 0%, ;41 (¥, 8) = 0i(¥m, ) exgibt sich
Y i 1017, 8) . Foeys 0) = @ + 0 @Vt @Ymti-ialy ko (v, 0)
+ 0o(y,8) =y. — Zu «,  wihlen wir ein solches «’. Zunéichst ist F,(z) = F, (x)
fiir x = 1, denn allgemein gilt F,, s(x) = F,(z) fiir x > 1: fiir ¢ = 0 ist das trivial
durch Induktion iiber § zu sehen, und beim Schlufl von ¢ auf + + 1 verwendet man
ebenfalls Induktion {iber 4 und benutzt, falls § Nachfolgerzahl, (y +;4, d) [«]

=y +i0q (8 — 1) +; @@ M+@=D (5 _ 1) (Beweis durch Induktion nach i),
und falls 6 Limeszahl, (y + ;. 6) [«] =7 +in d[x]. Weiter ergibt sich ¥, (x) = F;(x)
aus folgender Behauptung: Ist y Limeszahl und ist fir alle ¢ minexpi(y) Erweite-

1) Leere Summen sind zugelassen, so daf} sich auch 0 in der angegebenen Form darstellen 1a08t.
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rung von minexpi(d), so gibt es m = 1, n = 0, derart daB y[z]™: = y[x] [«] - - - [«]
Erweiterung von 6[«]". Beweis durch Induktion iber y: Seiy = w* + + - - + ¥,
YpZ 29 >0, und d=w¥+ - +o% ;228 >0. Ist §,=0,
so geniigt m = 1, n = 0. Sind y,, d, Nachfolgerzahlen, so wihle manm =n =1.
Sind y,, §, Limeszahlen, so folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung
fir y,, 0. Ist ¥, Limeszahl, 6, Nachfolgerzahl, so verwende man die Induktions-

voraussetzung fiir y[z], . Beweis zu (4): Sei § = w’"b,, + cee w%b,, 6, >
> -+ > 0,. Wir wihlen ¢y > 2, > max(by, . . ., b,) und so, daB fiir jede Limeszahl
0, unter 6,,, . .., &, gilt d,[c;] > 0,_;. (4) laBt sich dann leicht durch Induktion

nach « beweisen: & Nachfolgerzahl = f + 1: F(x) = F;_i(x) > F,_(x) = F;(w)
fir x > ¢;. « Limeszahl 2 8 + 1: Zu zeigen ist F,j,y(x) > Fy(x) fir x 2 c5. Sei
x=0o"a, + - +o*a,, 6,> ">86>0,a,>0, und § = @%b, + - - +
+ b, + -+ + wbby, 5, > - > §.Dannista[z] = w'a, + -+ + 0*(a, — 1) +
+ w® 'z, falls §, Nachfolgerzahl, und a[z] = w’a,, + - + w’(a, — 1) + ),
falls 9,, Limeszahl. Nach Wahl von ¢; ist x[«] > § fiir « = ¢;, also nach Induktions-
voraussetzung auch F,(x) > Fy(x).

§ 2. Beweis des Zusammenfallens der drei Hierarchien

Wir zeigen €, CR,, €, C €, und R, C G, . Die ersten beiden Behauptungen lassen
sich geradeaus beweisen. Dem Beweis von R, C €, liegt die folgende Idee zugrunde:
Man betrachtet die Zahl s;(r) der Rechenschritte zur Berechnung von f(r) und
verwendet eine Version des KLEENEschen Normalformentheorems, in der anstelle
des u-Operators solche ,,Schrittzahlfunktionen* (oder Majoranten davon) auftreten.

Beweis zu €, C R,: Wegen €, = €(E,) geniigt es zu zeigen E, € R,. Dies beweisen
wir durch Induktion iiber . & = 0: trivial. & Nachfolgerzahl: E, = elf*-1 ist
durch eine elementare <-Rekursion aus E,_; definierbar (vgl. a) in § 1). & Limes-
zahl: < sei eine Standard-Wohlordnung vom Typ wwx; die einem § < wx ent-
sprechende Zahl bezeichnen wir mit |#]. Dann entsprechen den folgenden Ordinal-
zahlrelationen und -funktionen elementare Relationen und Funktionen: ist Null,
ist Nachfolgerzahl, ist Limeszahl, Vorgianger, +, - und o, p mit § = wo(f) + o(f);
weiter gibt es elementare Funktionen g, A mit g(| 4|, ) = ¢(|Alx]]) und A (z) = |z|.
Die einfachen Beweise dafiir itbergehen wir hier. Wir wollen jetzt eine Funktion E,
mit E,(Jwy + i|,%) = E,(i,2) fir y <« durch elementare <-Rekursion defi-
nieren. Fir £, muB gelten

Ea(l“sx) =0,
Eloy +1) +i],2) = E, 4, (i, 2)
= elE”(i,x)

= F([elE”] <i» B, 1,2), F elementares Funktional,
= F([E7+1]<i, E72 i, %)
= F(Aje[Es] cjairena oy + 1) + 4. 2),
}‘jx[Ea]<‘w(y+1)+i|.(lwy + jl: lll); 7:’ .’IZ),
5*
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E—a(lwz + ?‘l i x) = El(i’ .’L‘)
= Ez[(i)o]+1((i)1’ x)
= [Ey]<jwrri) (@ (AL@)o] + 1) + (i, 2).
Daraus erkennt man, daB E, durch eine elementare wa-Rekursion definierbar ist,

also E,€R,. Es folgt E,CR,, denn wegen E,(i,2) = E,y;,4((0):, ) =
= E,(Jo(x[(1)o] + 1) + (i4|, @} ist E, elementar in E,.

. Beweis zu €, C C,: Wegen €, = G(F,), €, = G(E,) geniigt es zu zeigen, daB
F, elementar in £, ist. Zunichst eine Vorbetrachtung: Nehmen wir an, wir hitten
schon eine Funktion In, die jedem & <&, einen Index (§1) zuordnet, mit
dem F, elementar in E, ist. Dann ist F,(x) = E,,,(In(x), {x)), also F () =
= E,..(It(n, In(x)), {z)), also

(1) Foir1(®) = By (It (z, In(x)), {zD),
und Fypy(@) = Bygupea(In(Aln]), 23) = By (¢, In(Ala]), <o), also
(2) F,(x) = E,(Kz, In(A[2])), {z}).

Nehmen wir weiter an; dal bei einer Kodierung &« = |x| der Ordinalzahlen & < &,
der Funktion In eine elementare Funktion In* entspricht, und dafl es fir die ge-
wihlte Kodierung eine elementare Funktion g gibt mit g(|1], z) = [A[#]]|. Dann
folgen aus (l) und (2)

(3) In*(|& + 1|) = SH3(E M,sz(lt U Sb}(In*, C'{")),lx(x}),
@) In*(|A|) =SB B, SH(Azy <, ) ULSbl( n*, Sb(g., 0*1“, UY)), eday).

(Die Ind1z1erung bezieht sich auf die in E,., bzw. in E, elementaren Funktionen;
also ist in (3) Eaﬂ ={0,2,1> und in (4) El auch = (0 2,1>.) Weiter gilt

(5) In*(|0]) = T,

Wir kommen jetzt zum Beweis, dall F, elementar in K, ist. Zunéchst ist eine
geeignete Kodierung der Ordinalzahlen <&, anzugeben. 7, 7r;, 7, seien elementare
Funktionen mit 7, (w(x, ¥)) = 2, @y(n(x, y)) = ¥, (7, (2), 7 (?)) = 2, und es sei
7{i, x) < 7(j, y) genau dann, wenn ¢ < §, oder wenn ¢ = jund & <,y y. Dann ist
< eine Wohlordnung der natiirlichen Zahlen vom Typ ¢&,, und definiert man |x|
als die dabei einem o« < g, entsprechende Zahl, so entsprechen den Ordinalzahl-
begriffen Null, Nachfolgerzahl, Limeszahl, Vorginger elementare Relationen und
Funktionen, und es gibt eine elementare Funktion g mit g({4], x) = [A[x]]; die
einfachen Beweise dafur Gibergehen wir wieder.

Weiter benotigen wir das folgende Rekursionstheorem fiir elementare Funk-
tionen (nach KLEENE [7], p. 75): Zu jeder elementaren Funktion f(x, ) gibt es einen
Index i von Apf(i,x).

Zum Beweis des Rekursionstheorems definieren wir elementare Funktionen 87
mit folgender Eigenschaft: Ist ¢ Index einer elementarén Funktion g(yy, ..., ¥m,
ey ooy &y), SOISEST(4, Yy, . .., Yu) Index von Axey .. 2 G (Ya, -+ o Yy Bps - -5 X))
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Dies leistet S7(¢, 41, ..., Yu) = SHIT™ (3, C’%l,.. C,'{'”, U,l,,.. U,’:) Ist nun f

elementar, so wihle man j als Index von Aygf y y) g) und setze i = S,,(y 7).
Dann ist ¢ Index von Agf(¢, ).

Eine Anwendung des Rekursionstheorems liefert nun unmittelbar eine elemen-
tare Funktion In* mit (3), (4), (5), und durch Induktion iiber « folgt leicht, dafl
F, in E, elementar ist mit dem Index In*(]«x]).

‘Beweis zu R, C G,: Wir diskutieren zunachst ein formales Berechnungsverfahren
fur gyrekursive Funktionen. Betrachtet werden Terme a, b, . . ., die mit Konstan-

ten f, g, ... fir gyrekursive Funktionen wie folgt definiert sind: Zahlvariablen
%,¥, ... und Zahlkonstanten (Zk) @,y,... sind Terme; mit a,, ..., a, ist fir
beliebiges f auch f{a,, ..., a,) ein Term; mit a,b sind auch a+b,ab, [ab],
2 b, [1b und [a],_, als Abkiirzung fir {a falls 5 =0 Terme. Fir jeden Term a
2<a  1<a 0 sonst
ohne freie Variable definieren wir den reduzierten Term @' induktiv durch
x =,
fa,....a,) =fa,as,...,a,) falls a, keine Zk
= f(@,,a3,a,,...,a,) falls a; = &, a, keine Zk
_f(wl, ey, ay) fallsa, =@, ..., 4,0, = ®,_y, a, keine Zk
=a[w1,...,a:,,] falls @y = ®,,. .., a, = &, und
(=, . .., z,) = @ Definitionsgleichung
von f,1)

nen Substitution von z, ..

(@ +b) =a" +.b
=2z
(a - by, [a/b] analog,
(Zby =3b
x<a xla’
=35 +bly]

<y
=0

(J] b)’ analog,
ala

([aly—o) = [ali—0

falls @ keine Zk
falls @ = @, b keine Zk
falls a, b Zk, z Zk mit dem Wert vona + b,

falls @ keine Zk

falls @ Zk + 0, y Zk mit dem Wert von
a-—1

falls a = 0,

falls b keine Zk
falls b = 0

=a
=0 falls & Zk + 0.
1y Mit ..., J,“[bl, ..., b,] oder kurz a[b,, ..., b,] bezeichnen wir das Resultat der simulta-

. &, durch &, ...,

b, In a.
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Man zeigt leicht, daB fiir eine beliebige &,-rekursive Funktion f sich f(x,, . . ., z,)
(genauer: f(x,, ..., x,)) in endlich vielen Schritten auf eine Zahlkonstante redu-
ziert. Die Anzahl der Reduktionsschritte bis zum ersten Erreichen einer Zahlkon-
stanten bezeichnen wir mit s;(z;, ..., %,); sy nennen wir die zu f (genauer: zur
Definition von f oder zu f) gehorende Schrittzahlfunktion. Man kann nun mit be-
kannten Methoden jedem Term eine Kodenummer zuordnen und Funktionen
Red, Dek definieren, so dafl Red("f7,<r)>,y) die Kodenummer des y-ten Gliedes
der mit f(,,...,,)} beginnenden Reduktionsfolge ist und Dek (,,Dekodierfunk-
tion*“) der Kodenummer einer beliebigen Zahlkonstanten die entsprechende Zahl
zuordnet; bei den iblichen Kodierungen sind Red, Dek elementar?). Jede gy-rekur-
sive Funktion 148t sich dann mit einer beliebigen Majoranten s; ihrer Schrittzahl-
funktion s; darstellen in der Form

*) (&) = Dek(Red("f . <z, 5¢(r)))-
Den Beweis zu R, C €, fuhren wir jetzt in drei Schritten:
a) Ist f€ER,, so auch s;.

b) Jede Funktion aus R, ist elementar in einer durch nur eine elementare c«-
Rekursion definierbaren Funktion.

¢) Ist eine Funktion durch eine elementare wa-Rekursion definiert, so ist sie
majorisierbar durch F,(g(r)) mit elementarem g.

Aus a), b), ¢) folgt mit (*) und €, = €(F,) die Bebauptung R, € €,.

Beweis zu a): Zu jedem elementarem Funktional F konstruieren wir ein elemen-
tares Funktional Sr, so daB fir beliebige g,-rekursive Funktionen g,, .. ., g, gilt:

1) Zum Ausrechnen von F(g; r) werden Sr(g, s,; r) Schritte benstigt?).

2) g; wird beim Ausrechnen von F(g;r) an genau den Stellen gebraucht, an
denen g; oder s, beim Ausrechnen von Sg(g, s;; £) gebraucht werden.

Dabei verstehen wir unter ,, Ausrechnen‘* das Reduzieren auf eine Zahlkonstante,
und unter einem ,,Gebrauch‘‘ von g an der Stelle z,, .. ., v, das Vorkommen von
gy, ..., z,) als Teilterm in der Reduktionsfolge.

Wir konstruieren 8y durch Induktion tiber den Aufbau von F'; die Eigenschaften
1), 2) von Sy ergeben sich jeweils leicht aus der Reduktionsdefinition.

Falll: F(g;r) ==«; oder F(g;r) =¢q
Sr(g,8558) =0
Fall2: F(g;1) = g:(F1(8; 1), - - -, Foy(85 7))
Sp(g, 5g58) = Sp,(8,858) + -+ + SF_ (8, 5:7) +
+ S (F1(858)5 - -, Fri(85 1))

1) Tf71 ist eine Kodenummer von f.

?) g steht fir g;,..., g, und 8 fiar URERRTE
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Fall 3: F(g;1) = [Fy(8;1)/F2(g;1)] (+, - analog)
Sr(8,8,51) = Sr (8,85 1) + 8r,(8,851) + 1

Fall4: F(g;1) = JI Fa(g;z,1) (X analog)
< Fy(g;1)

Sr(8, 855 1) = Sr (8,85:8) + Fi(g;8) + 1 + <F2(? )(Sm(g,sg; x,5) + 1)
x 148: ¢
Fall 5: F(g;1) = [F1(8; D)ryq;)~0

Sr(8, 855 8) = 8r, (8, 855 8) + 1 + [Sr, (8, 8¢5 D) rua5 -0
Den Beweis von a) filhren wir durch Induktion iiber den Aufbau der g4-rekursiven
Funktionen. Fiir elementare explizite Definitionen ergibt sich die Bebauptung
aus 1). Ist f durch elementare <-Rekursion definiert aus g, .. .,g,, also f(z,9) =
= F([fl<z» 8 %, 9) = G(f, g; z,9), F, G elementare Funktionale, wobei beim Aus-
rechnen von G(f, g; #,9) f nur an Stellen «, b mit u < x gebraucht wird, so folgt

'gf(w t)) = 1 + SG(f Q) Sf’ 89’ z, l)) = ]- + SG [f]<a:7 g’ [SfJ<.T:'S'g; Z, t}) na‘Ch 2): mlt
(*) ergibt sich sp(x, y) = H([s]<z, 85 %, 9), H elementares Funktional, und damit
die Behauptung.

Beweis zu b): Wir stellen zunichst einige Hilfsiiberlegungen zusammen.

bl: Sind <, <y, <, Standard-Wohlordnungen der Typen o, oy, x, und gilt
& = 0, + &y, s0 gibt es elementare Funktionen hy, by, by, by mit b (x) < hy(y) fiir
alle x, y und
Bild(h,) v Bild(h,) = N,
by (hn(2)) = ,
ho(h.(2')) = x'  fiir &' € Bild(hy),
T <p Y hy(@) < Ra(y),
fir n = 1,2, hy, hy sind dadurch eindeutig bestimmt.
Den einfachen Beweis wollen wir hier {ibergehen.

b 2: Ist f durch elemeniare A-Rekursion definierbar und ist 2 < A', so ist { elemen-
tar in einer durch elementare )'-Rekursion definierbaren Funktion.

Beweis. Sei f(z,9) = F([fl<s; z,9), F elementares Funktional, < Standard-
Wohlordnung vom Typ 4. Sei <’ eine Standard-Wohlordnung vom Typ 4’ > 4
und %, &' nach b 1 so gewihlt, dall < auf das entsprechende Anfangsstiick von <’
abgebildet wird. Setzt man

f'(x y) = F(Auv[f]<z(h(u),v); ' (2), Y),
so folgt f(z,y) = f (A(x), y) und damit die Behauptung.
b3: Ist f durch elementare < -Rekursion definierbar, so auch
X, 9) =f, @ - s Pn-1).

Beweis. Aus f(x, p) = [f]<z;x’t) ) folgt f*(z,y) = F(}“ub[f*]<x(u’<v1:‘":vn>);
z, (Yos -+ > (Y1)



72 . HELMUT SCHWICHTENBERG

b4: Sind fy, ..., zweisiellig und durch elementare <-Rekursion definierbar, so
auch f(x,y) =<fil@,y), ..., (@, 9.

Beweis. Ausfi(@,9) = Fi[ld.<c;,9) folgt f(@, ) = G0, Fathuo (ol i
T Y)s ..

Den Bewels zu b) fithren wir durch Induktion iiber den Aufbau der g,-rekursiven
Funktionen. 1) f sei aus g, ..., g, explizit definiert, g; € %,,. Nach Induktions-
voraussetzung ist g; elementar in einer Funktion g;, die durch elementare wax;:
Rekursion definierbar ist. Nach b 2 ist g; auch durch elementare wax-Rekursion

definjerbar, & = max(x;, ..., «,). Nach b 3 und b 4 gibt es eine durch elementare
wa-Rekursion definierbare Funktion ¢, in: der g4, ...,g,, also auch g,,...,¢,,
also auch f elementar sind. 2) f sei durch elementare w«-Rekursion aus ¢, .. .,¢,

definiert, g; € R;,. Wie eben ergibt sich aus b2 bis b4, daB g,, ..., g, elementar
sind in einer zweistelligen Funktion g, die durch elementare f- Rekurqlon
B = max(fy,...,H;), definierbar ist:

(.’l?, y) —Fl([g]<rz; &, ?/),
F, elementares Funktional, mit einer Standard-Wohlordnung <, vom Typ wf.

f ist also durch elementare wpf-Rekursion definierbar aus g. Nach b 3 konnen wir
annehmen, da} f zweistellig ist, also

f(x y [f]<2x’g r Z/), )
F, elementares Funktional, mit einer Standard-Wohlordnung <, vom Typ ox.
Es sei nun < eine Standard-Wohlordnung vom Typ wf + wx und &y, ky, ky, by
wie in b 1 gewablt. Wir definieren durch elementare <-Rekursion eine Funktion f,
die ,,unterhalb wf* die Funktion g und oberhalb f darstellt:
- {Fl(zuv[f]@(hlw),v); ki), y) falls @ < |wf]
Y Fy(Auv[fl oz (hy(u), v), Auv[fl oo (hy(u), v); ho(x), y) sonst,

wobei |wf| die Zahl bezeichnet, die wf in < entspricht. Offenbar gilt

9(x,y) = fh(2),9), [ y) =[he(2),9).
Also ist f elementar in einer durch elementare w(f + «)-Rekursion definierbaren
Funktion. .

Beweis zu ¢): Wir benétigen wieder einige Hilfsiiberlegungen. Unter einer
Standard-Wohlordnung in N vom Typ « verstehen wir eine Wohlordnung einer
Teilmenge der natiirlichen Zahlen, die elementar isomorph ist zu dem Anfangs-
stick vom Typ « des ,kleinsten” <, mit & < w, (s. §1). Ist < eine Standard-
Wohlordnung in N, und ist { aus g, ...,g, definiert durch f(x,Y) = [F({fl-z,
s oo 5 9rs T, 1))]JcEFeld(-<)> d. h. durch f(x, t}) = F([f]<:u 1>+ 3 9r3 @, t)): talls
2 & Feld(<), und = 0 sonst, F elementares Funktional, so nennen wir dies eine
elementare <-Rekursion.

cl: Sind <, <’ elementar isomorphe Standard-Wohlordnungen in N, und ist §
durch elementare < -Rekursion definiert aus g, ...,q,, so ist  elementar in einer
Funktion ', die durch elementare <'-Rekursion aus ¢, . .., ¢, definierbar ist; f ist
darstellbar in der Form f(z,9) = ' (k(x), 1) mit elementarem h.
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Beweis. b, A’ seien elementare Funktionen mit %’ (k(x)) = z fiir z € Feld (<),

R () =2 fur o’ € Feld(<"), x <y h{@) <" hly). Sei.
f(.’l', t)) = [F([f]<a,a g; a, D)]JEFeld(k)s
F elementares Funktional. Setzt man
f' (x': l)) = [F(ﬂ.’ub[f’]<:$:(}2 (u): U)’ g; h, (xl)a t))]a"éFyld(<’)7

so folgt f(x, ) = f' (k(2), ) und damit die Behauptung.

¢ 2: Zu jedem elementarem Funktional F gibt es Zahlen t, k, so daf gilt: Ist b eine
einstellige, schwach monoton wachsende Funktion mit h(x) = 2%, und sind ¢,, ..., 9.
abschdtzbar in der Form g;(x;, ..., x,) S h°(max(xy, ..., ,,,1)) mitc =1, so ist

F(g;1) £ k(max(x, 1, k)). ‘
Der Beweis ergibt sich trivial durch Induktion iiber F'; wir wollen ihn hier

ibergehen.

Zum Beweis von ¢) kann man wegen ¢1 annehmen, da} eine Funktion f mit
einem echten Anfangsstiick < eines <,, definiert ist in der Form f(x, ) = [F ([f] <a;
%, Y)lzcreaa(<y, ¥ elementares Funktional, wobei < den Typ w« hat. Bezeichnen
wir wieder die einem § < w, in <, entsprechende Zahl mit ||, so ergibt sich dann
leicht aus der Definition von <,, daBl aus [A[{]] Lo < |A[¢i + 1]| stets ¢ = ¢
folgt. Weiter seien ¢t = 2, k wie in ¢ 2 zu F gewahlt, und zwar ¢ so grof, dal noch
t22+2 < Fi~1(x) gilt. Wir behaupten nun

[N <topiri(@: ) S Ff(max(i+2,y, £)),
fir wf 4+ r £ wa; mit f§ = « und r = 0 folgt daraus c). Den Beweis fithren wir
durch Induktion iiber wf + r. Dabei verwenden wir ohne besondere Erwihnung
die in § 1 bewiesenen einfachen Eigenschaften der F,. Fall1: § = 0, r = Q. Trivial.
Fall 2: r > 0. Firr 2 < |wf + r — 1| folgt die Behauptung sofort aus der Induk-
tionsvoraussetzung. Fir x = |wf + r — 1| hat man
[fl<c(u, ) < F§' (max(FF™ (u), v, k)
< Fy" (max(u, v, b))
und damit nach ¢ 2 und der Definition von f
[N1<jopsri(@, 1) S Ff (max(z,, ).
Fall 3: r =0, f# Nachfolgerzahl. Sei z <|wf|. Dann gibt es ein ¢ mit
z<|o@ —1)+14i+ 1] und z 2 . Denn ist |o(f — 1)] =z, so bestimme man
it aus = |w(f — 1) + 4], und ist v < |w(f — 1)|, so wihle man ¢+ = 0. Man
erhalt
[f]<|wﬂ|(x’ p) = [f]-<|w(ﬂ—-1)+i+1|(x’ )
< FZ5 (max(8742,y, k)
S Fp(m), m = max({**2y, k)

= Fy(m).
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Fall4:r = 0, § Limeszahl. Sei x < [wf|. Wie eben gibt es ein ¢ mit 2 < [ (wf) [# + 1]]
und z = 7:Ist | (wf) [0]| =X =, so bestimme man s aus | (wf) [4]] X = < [(wf) [¢ + 1],
und ist # < | (wf) [0][, so wihle man ¢ = 0. Beachtet man noch (wf) [j] £ w (B[]},
so ergibt sich

[N<iws)®:9) £ [fl<)o@ivm @, H)
é Fﬁ[i+1](max (t2z+2’ t)’ k))
s Fﬁ[m] (m), m = max(t2x+2: D, k)
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