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 بسم الله الرحمن الرحيم
افَ تَ عَالَى اللَّهُ الْمَلِكُ الْحَقُّ وَلََ تَ عْجَلْ باِلْقُرْآنِ مِن قَ بْلِ أَن يُ قْضَى إِليَْكَ وَحْيُهُ وَقُل رَّبِّ زدِْنِ » لْما ِِ   «ي  

 )صدق الله العلي  العظيم(
 زملائي  الأكارم  –زملائي  الأِزاء 

وفي  سعينا  إن البحث من أجل الأفضل هو مسار اهتمام الإنسان في  كل الأزمنة،
نقدم لكم لتقديم الأفضل ومواكبة التطور العلمي  الكبير الذي يشهده ِالمنا المعاصر 

 هذا العمل المتواضع بعنوان 

 )النماذج الخطية النيتروسوفيكية وخوارزميات لإيجاد الحل الأمثل لها(

العلم هو الأساس في  تدبير شؤون الحياة وفعاليات البشر وإن العيش بدون ِلم هو 
ضرب من التيه ونوع من الضياع، إن استخدام الأساليب العلمية يساِدنا ِلى 
الإحاطة بأسس الَختيار واتخاذ القرارات وتبني  الحلول الصائبة ِندما تكثر الحلول 

 الخيارات.وتتعدد 
عمل دراسة للنماذج الخطية باستخدام مفاهيم علم النيتروسوفيك ، نقدم من خلال هذا ال

العلم الذي تم بناءه على أساس أنه لا يوجد حقيقة مطلقة لا يوجد بيانات مؤكدة ، لا 
يمكن حصر القضايا بالصواب والخطأ فقط هناك حالة ثالثة ما بين الخطأ والصواب حالة 

ديد ، أعطى علم النيتروسوفيك لكل قضية ثلاثة غير محددة غير معينة غير مؤكدة هي اللاتح
الصح بدرجات واللاتحديد بدرجات  والخطأ بدرجات ، أسسه  (     )هي أبعاد 

وجاء كتعميم للمنطق  4559الفيلسوف والرياضي الأمريكي فلورنتين سمارانداكه في عام 
م جديد يدرس علعلم النيتروسوفيك ،  4599الضبابي الذي أسسه العالم لطفي زاده عام 

الأطياف المختلفة التي يمكن أن يتخيلها الانسان في قضية واحدة ، الأمر الذي يعطي 
وصف أكثر دقة لبيانات المسألة قيد الدراسة وبالتالي نتائج دقيقة لا تترك مجال للمصادفة 

ة تساعد على اتخاذ قرارات تناسب جميع الظروف التي تمر بها بيئة عمل المنظومة قيد الدراس
.في سعينا للبحث عن الأفضل نقدم في هذا الكتاب دراسة للنماذج الخطية وخوارزميات 



ن أسلوب البرمجة الخطية أ، نعلم لإيجاد الحل الأمثل لها باستخدام مفاهيم علم النيتروسوفيك
لتطور العلمي الكبير ل نتاجا"هو أحد الأساليب الهامة لبحوث العمليات العلم الذي كان 

ه عالمنا المعاصر ، تطلق تسمية بحوث العمليات على مجموعة الأساليب العلمية الذي يشهد
 "المستخدمة في تحليل المشكلات والبحث عن الحلول المثلى، علم أحرزت تطبيقاته نجاحا

في مختلف مجالات الحياة ، إن الخاصية التي يتسم فيها هذا العلم هي استحداث  "واسعا
نماذج وأدوات وتقنيات رياضية تملك القدرة على التعبير عن مفاهيم الكفاءة والندرة في 
نموذج رياضي محدد تحديداً جيداً بالنسبة لموقف معين، تملك القدرة على استخدام 

ت المعقدة في إدارة أنظمة كبيرة في المصانع والمؤسسات الأساليب العلمية لحل المعضلا
والشركات وتساعد صناع القرار فيها على اتخاذ القرارات العلمية المثلى لسير العمل ،تمت 
معالج هذه المسائل وفق المنطق الكلاسيكي ولكن كان الحل المثالي قيمة محددة مناسبة 

ي التغيرات التي يمكن أن تطرأ على بيئة العمل للظروف التي تم جمع البيانات فيها ولا يراع
من أجل الحصول على نتائج أكثر دقة وتتمتع بهامش من الحرية نقدم في هذا الكتاب و 

، والمقصود دراسة للنماذج الخطية النيتروسوفيكية وخوارزميات لإيجاد الحل الأمثل لها
فيها قيم نيتروسوفيكية، أي أمثال بالنماذج النيتروسوفيكية هي النماذج التي تكون البيانات 

المتغيرات في تابع الهدف والتي تعبر عن ربح إذا كان النموذج نموذج تعظيم وتعبر عن تكلفة 
إذا كان النموذج نموذج تقليل والتي بدورها تتأثر بالظروف البيئية نأخذها بالشكل   

أو   [        ]   شكال  هو اللاتحديد ويأخذ بأحد الأ    حيث                
التي نحصل عليها أثناء       أو غير ذلك وهو عبارة عن أي جوار للقيمة  {        }   

،  [       ]    جمع البيانات عن المسألة عندها تصبح مصفوفة التكلفة )أو الربح ( 
التي تعبر عن الإمكانيات أيضا القيم الثابتة التي تمثل الطرف الأيمن للمترجحات القيود و 

المتاحة من رؤوس أموال أو زمن أو مواد أولية أو غير ذلك وهي أيضا تتأثر بالظروف 
هو اللاتحديد على الكميات    حيث           البيئية، نأخذها من الشكل 

ونفس ، {       }   أو  [       ]     الأشكالالمطلوبة يمكن أن يأخذ بأحد 
مثال المتحولات في القيود والتي تعبر عن الكميات المستهلكة من المواد الوضع بالنسبة لأ



هو اللاتحديد     حيث              الأولية في عملية الإنتاج نأخذها من الشكل 
يمكن أن   المنتج  الواحدة منلإنتاج الوحدة   ولية على الكميات اللازمة من المادة الأ

، الأمر الذي  {         }    ، أو  [         ]       بأحد الأشكالأخذ ي
 .وتعطي للشركات هامش من الحريةالحصول على نتائج أكثر دقة  فييساعدنا 

 هذا الكتاب على ثمان فصول:اشتمل 
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 الفصل الأول

 دراسة جمل المعادلات الخطية النيتروسوفيكية
 .المقدمة

 .جمل المعادلات الخطية وفق المنطق الكلاسيكي -1-1

  جمل المعادلات الخطية النيتروسوفيكية التي عدد المعادلات فيها يساوي  -1-2
 .  وعدد المتحولات يساوي 

غوص( لحل جمل المعادلات الخطية النيتروسووفيكية التوي -طريقة )جاردن  -1-3
 .   فيها 

 .الحلول القاعدية لجمل المعادلات الخطية النيتروسوفيكية -1-4
غووووص( لحوول جملوووة معووادلات خطيوووة نيتروسوووفيكية فيهوووا  -طريقووة )جوواردان -1-5

   : 
 .الحلول القاعدية غير السالبة لجمل المعادلات الخطية النيتروسوفيكية  -1-6
طريقوووة السووويمبلكد ايجووواد الحلوووول القاعديوووة غيووور السوووالبة لجملوووة معوووادلات  -1-7

 .   خطية فيها 

 الخاتمة.
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 الفصل الأول

 دراسة جمل المعادلات الخطية النيتروسوفيكية

 المقدمة:

للأهميووة  هووو جديوود ومواكبووة التطووور العلمووي ون وورا  موون خوولال سووعينا لتقوودي  كوول مووا 
الكبيرة لأسلوب البرمجة الخطية كأحد أساليب بحوث العمليات وجدنا من الضوروري 
إعووادة اووياغة جموول المعووادلات الخطيووة وبعووا طوورق حلهووا باسووتخدا  م وواهي  علوو  

علوو  النيتروسوووفي لأ لأن جميووب الأبحوواث والدارسووات المقدمووة باسووتخدا  م وواهي  هوو ا ال
قدمووووووة باسووووووتخدا  المنطووووووق أعطووووووت نتووووووابا أكاوووووور ددووووووة بالمقارنووووووة مووووووب الدراسووووووات الم

 .الكلاسيكي

 جمل المعادلات الخطية وفق المنطق الكلاسيكي: -1-1

وعووووودد   تعطووووو  جمووووول المعوووووادلات الخطيوووووة التوووووي عووووودد المعوووووادلات فيهوووووا يسووووواوي 
 : تيالعا  الآ وفق المنطق الكلاسيكي بالشكل   المتحولات فيها يساوي 

                       

                       

               

                       
 :تيوتكتب بالشكل الما وفي الآ

      

 :حيث
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     [

                 

                    

       
                 

]        [

  

  

  
  

]             [

  

  

  
  

] 

 :أعداد حقيقة من أجل جميب دي    و      حيث

و                      

 وميزنا الاث حالات لجملة المعادلات الخطية:

    عدد المعادلات يساوي عدد المتحولات أي   الحالة الأولى:

    عدد المعادلات أكبر من عدد المتحولات أي  الحالة الثانية:

      عدد المعادلات أدل من عدد المتحولات  الحالة الثالثة:

فيما يلي سنقو  بعرا جمل المعادلات الخطية باستخدا  م اهي  عل  النيتروسووفي  
    أعوداد نيتروسووفيكية أي مون الشوكل    و       حيوث سونأخ  الأعوداد الحقيقوة

لأ دووي  غيوور محووددة تحديوود تمووا  يمكوون أن تكووون أي جوووار للأعووداد الحقيقيووة      و
 ة:تيتكتب بأحد الشكال الآ   و     

 :حيث           و              

 ها.أو غير  {         }    أو  [         ]    

 :تيالنيتروسوفيكية بالشكل الآعندها تكتب جملة المعادلات الخطية 
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جمللل المعللادلات الخطيللة النيتروسللوفيكية التللي لاللدد المعللادلات  -1-2
 :  ولادد المتحولات يساوي   فيها يساوي 

 الشكل العا : 
                           
                           

               
                           

 : تيوبالشكل المصفوفي الآ
        

  :حيث

      [

                    

                       

       
                    

]         [

   

   

  
   

]      [

  

  

  
  

] 

ب الحوالات الالااوة السوابقة سوها حسور ندايجاد الحل العا  لجملوة المعوادلات السوابقة 
 .ال كر

نتكتوب جملوة      عدد المعادلات يساوي عودد المتحوولات أي   الحالة الأولى:
 يلي: المعادلات كما
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 وبالشكل المصفوفي: 

         

      [

                    

                       

       
                    

]        [

   

   

  
   

]      [

  

  

  
  

] 

  وهنا نميز حالتين:  |  |   ما وفة الأماال ما وفة مربعة نحسب محددها 

  ينتا عن ه ه الحالة حالتين:       -1

a.  و      إ ا كان    
    حيث    

هو المحدد النواتا مون محودد  
   بعووود تبوووديل العموووود الووو ي يحووووي أماوووال المجهوووول    ماووو وفة الأماوووال 

بعمووود الاوابووت )القووي  الموجووودة فووي الطوورا الاوواني موون المعووادلات( عندبوو  
 ليد للجملة حل.

b.  و      إ ا كوووووان    
هووووو ا يعنووووووي أن جملوووووة المعوووووادلات غيوووووور    

مسووتقلة خطيووا أي أن بعضووها موورتبط خطيووا ببعضووها الأخوورلأ لمعالجووة هوو ه 
نخ ا عودد الحالة نقو  بح ا احدى المعادلتين المرتبطتين خطيوالأ بو ل  يو

وهووي      ويكووون        حيووث ان    المعووادلات وياووب  
 مطابقة للحالة الاانية التي سيت  معالجتها لاحقا

أي أن جملة المعادلات مستقلة خطيا وللجملة حل وحيدلأ      إ ا كان  -2
غووص( -يمكن ايجواده بعودة طورقلأ نودرد فوي هو ا البحوث طريقوة )جواردان 

لخوارزميوووووة السووووويمبلكد المباشوووووورة التوووووي نسووووووتخدمها التوووووي تعتبووووور الأسوووووواد 
 .للحاول عل  الحل الأمال للنما ج الخطية
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غلللللول  لحلللللل جملللللل المعلللللادلات الخطيلللللة -طريقلللللة نجلللللارد   -1-3
 :   النيتروسوفيكية التي فيها 

 :تيلتوضي  الأساد الرياضي له ه الطريقة نكتب المعادلات بالشكل الما وفي الآ

[

                    

                       

       
                    

]  [

  

  

  
  

]  [

   

   

  
   

]         

 :تيأو بالشكل المختار الآ

                 

|  |   بمووووا أن         مقلوووووب هووووو    هوووو ا يعنووووي أن للماوووو وفة    
 نجد:     ( بو  2نضرب طرفي المعادلة )

                       
 نحال عل : وبالتالي

          
 :تيوالتي تكتب بالشكل الم ال الآ

[

            
              
     
            

]  [

  

  

  
  

]  [

   
 

   
 

  
   

 

]         

غوووص( لحوول جملووة موون المعووادلات  –إن هوو ه العمليووة هووي أسوواد طريقووة )جوواردن 
 ة:تي( نتبب الخطوات الآ2إل  الشكل ) (1) الخطيةلأ حت  نقو  بتحويل الشكل

 
 :تي( بالجدول الآ1نعبر عن الشكل ) -1
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      ….       
 المتحولات

 المعادلات
         ….             
         …             

… … … … … …. 
         …             

   جدول جملة المعادلات1جدول رقم ن

و لوو  بمعالجووة أسووطر   إلوو  ماوو وفة الواحديووة     نقووو  بتحويوول الماوو وفة  -2
الجوودول بحيووث نجعوول جميووب العنااوور غيوور القطريووة فووي جميووب اسووطره مسوواوية 

 للا ر والقطرية مساوية للواحد.

 :الآتيةنتبب الخطوات   من المعادلة    عندما نريد ح ا المتحول 

a.  فيووم مسوواوية للواحوود    الوو ي نريوود جعوول أماووال   نقسوو  جميووب عنااوور السووطر
مسووواوية للواحووود وتتميووور الأماوووال    ( فتاوووب  أماوووال    )أماوووال      علووو  

 الأخرى.

b.  ( مساوية للا ر.  )عدا السطر    نجعل جميب عناار العمود ال ي فيم 
c.  الآتيتيننحسب بقية عناار الجدول الجديد من العلادتين: 

    
  (         

    

    
)  

                 

    

   
  (        

   

    
)  

               

    ]
 
 
 
 

         

  .بعنار الارتكاز      يسم  العنار

 :الآتيمن المعالجة السابقة نحال عل  الجدول 
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        ….         
 المتحولات

 المعادلات

   
    ….       

   
    …       
… … … … … …. 

   
    …       

   جدول الحل النهائي2جدول رقم ن

 :الآتيمن خلال الجدول تكتب جملة المعادلات الخطية بالشكل الما وفي 
           

[

            
              
     
            

]  [

  

  

  
  

]  [

   
 

   
 

  
   

 

]        

[

   

   

  
   

]  [

   
 

   
 

  
   

 

]    

        
          

            
    

 :   الحالة الثانية: لادد المعادلات أكبر م  لادد المتحولات أي 

المعادلات جملة جديودة عودد المعوادلات فيهوا يسواوي  في ه ه الحالة نشكل من جملة
اووو  نقوووو  بحووول     عووودد المتحوووولات و لووو  باسوووتبعاد عووودد مووون المعوووادلات دووودره 

ت التوي الجملة الجديد كما فعلنا في الحالة الأول  ونعوا الحل الناتا فوي المعوادلا
 نها محققة.أت  استبعادها للتأكد من 
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  :   الحالة الثالثة: لادد المتحولات أكبر م  لادد المعادلات أي 

 :تيما  جملة من المعادلات من الشكل الآأفي ه ه الحالة نكون 
                                   

                                     
                          

                                   

⟧         

 :تيال ي تكتب بالشكل الما وفي الآ

    [

                          

                             

               
                          

]     [

   

   

  
   

]   

[
 
 
 
 
 
 
  

  

  
  

  
  
  ]

 
 
 
 
 
 

 

 :تيوبالشكل المختار الآ

                                
 إل  ما وفتين:        نقو  بتجزبة الما وفة  -1

a.  ونرمز لها بو       ما وفة مربعة من المرتبة       . 
b.  ونرمز لها         وما وفة مستطيلة من المرتبة          

  إل  ما وفتين        نجزئ ما وفة العمود  -2
  و       

       . 

 :تي( بالشكل الما وفي الآ5عندها تكتب جملة المعادلات )

[                 ]  [
  

      

  
       

]                  

         
 
                 

 
                

 ومنها نجد أن:
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|  |ب را أن   نجد:     بو     نضرب الطرفين في العلادة    

                            
                               

                 وأن             ب را أن 
 :نجد أن  

[

            
              
     
            

]  [

  

  

  
  

] 

 [

   
 

   
 

  
   

 

]   

[
 
 
 
 
    

            
          

 

     
             

           
 

          
    

           
           

 
]
 
 
 
 

   [

    

    

 
  

]          

 يلي: وتحول إل  جملة معادلات خطية كما
       

       
          

                
     

       
       

          
                

     
                      

       
       

          
                

     

بدلالووووووة            وهووووووي  متحووووووولا     ا موووووون حسوووووواب نووووووهوووووو ا يعنووووووي أننووووووا تمك  
 .              هي  متحولا         

 تتعلوووق بوووالقي  التوووي تأخووو ه المتحوووولات           ونلاحووو  أن دوووي  المتحوووولات 
أو بتعبيوووووووووووووووووور أخوووووووووووووووووور الوووووووووووووووووو ي نعطيهووووووووووووووووووا للمتحووووووووووووووووووولات                
وأنووووووووووووووووم مقابوووووووووووووووول كوووووووووووووووول جملووووووووووووووووة موووووووووووووووون القووووووووووووووووي  ماوووووووووووووووول                
لهوووووو ه المتحووووووولات نحاوووووول علوووووو  جملووووووة لقووووووي  المتحووووووولات                

 هي:           
 



 النماذج الخطية النيتروسوفيكية وخوارزميات لإيجاد الحل الأمثل لها

- 11- 
 

       
       

          
                

     
       

       
          

                
     

                      

       
       

          
                

     

     نحال عل  حل يشمل جميب متحولات الجملة  وبالتالي

 وهو الحل المرتب كمايلي:

                            

مون  ا  نهابيو لا يمكن أن تأخو  عوددا                 ولكن بما أن المتحولات 
نهابي  القي  الكي ية )وحت  ان كانت مقيدة بشروط معينة( فإننا نحال عل  عدد لا

 .           من القي  المقابلة لها للمتحولات 

|  |فووووا ا كووووان  وبالتووووالي عوووودد لانهووووابي موووون     فووووان لجملووووة المعووووادلات     
 الحلول المقبولة من الشكل:

                            
 نحال عل  حل يشمل جميب متحولات الجملة هو الحل المرتب: وبالتالي

                            

 الحلول القالادية لجمل المعادلات الخطية النيتروسوفيكية: -1-4
( عدد لانهابي مون الحلوول المقبولوة فإننوا سونحاول الادتاوار علو  5بما أن للجملة )

مسواوية للاو ر                عدد محدود منهوا و لو  بوضوب المتحوولات 
 :تيالشكل الآ( 9ها تأخ  الجملة )دعن
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[

            
              
     
            

]  [

  

  

  
  

]  [

   
 

   
 

  
   

 

]                

 ومنم نحال عل :
      

             
          

  
 يكون الحل الكامل: وبالتالي

    
     

       
           

نسوومي هوو ا الحوول بالحوول القاعوودي لآنووم نسووب إلوو  القاعوودة  ات المتجهووات العموديووة 
 ة:تيالآ    الأحادية في ال ضاء 

   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 ]
 
 
 
 
 

         

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 ]
 
 
 
 
 

               

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 ]

 
 
 
 
 

 

لأ تشوووكل داعووودة لأنهوووا مسوووتقلة خطيوووا ويمكووون            إن جملووت المتجهوووات 
 كما يلي:           بدلالتها باستخدا  المضاريب    التعبير عن المتجم 

                     
بووووالمتحولات الأساسووووية أو المتحووووولات القاعديووووة             نوووودعو المتحووووولات

بوووووالمتحولات الحووووورة أو غيووووور                ونووووودعو المتحوووووولات الأخووووورى 
  .القاعدية لأنها تأخ  دي  كي ية

لتكووون متحووولات داعديووة هووي عمليووة             عمليووة اختيووار المتحووولات إن
عشوووابيةلأ حيووث أنووم نسووتطيب تشووكيل حلووول داعديووة أخوورىلأ مووب العلوو  أن اامكانيووات 

 :المتاحة للحاول عل  حلول داعدية هي
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 .وهو عدد محدود من الحلول المقبولة اللانهابية

 :1مثال
 تين:تيالمشتر  لجملة المعادلتين الخطيتين الآ أوجد الحل

                [   ] 

               [   ] 
               [   ] 

 وبالتالي    وعدد المعادلات        في جملة المعادلات عدد المتحولات 
وعوووودد المتحووووولات الحوووورة غيوووور القاعديووووة  3فووووإن عوووودد المتحووووولات القاعديووووة يسوووواوي 

 لأ عدد الحلول الممكنة يحسب من العلادة:      

  
  

  

        
 

 أي 

  
  

  

        
   

 :تيتكتب بالشكل الآ
                                                          

 : تيللحاول عل  ه ه الحلول نكتب جملة المعادلات بالشكل الآ
            [   ]      

               [   ]     

           [   ]      
 :تيتكتب الجملة السابقة بالشكل الما وفي الآ

[
   
   
   

]  [

  

  

  

]  [

[   ]
[   ]
[   ]

]  [
 
 
 
]  [  ]       
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  [
   
   
   

]        [

  

  

  

]         [

[   ]
[   ]
[   ]

] 

       [
 
 
 
]         [  ] 

 :نجد | |نحسب المحدد 

| |  |
   
   
   

|       

]  ايجاد الحلول نقو  بإيجاد مقلوب الما وفة  
   
   
   

 نجد: [

    

[
 
 
 
 
  

 
 

  

 
 

 
  

  

 
    ]

 
 
 
 

 

 :نعوا في العلادة

                           
 نجد:

[
 
 
 
 
  

 
 

  

 
 

 
  

  

 
    ]

 
 
 
 

 [
   
   
   

] 

 

[
 
 
 
 
  

 
 

  

 
 

 
  

  

 
    ]

 
 
 
 

 ([

[   ]

[   ]
[   ]

]  [
 
 
 
]  [  ]) 
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[
   
   
   

] [
   

   

   

] 

 

[
 
 
 
 
  

 
 

  

 
 

 
  

  

 
    ]

 
 
 
 

 [

[   ]
[   ]
[   ]

]  

[
 
 
 
 
  

 
 

  

 
 

 
  

  

 
    ]

 
 
 
 

 [
 
 
 
]  [  ] 

 ة:تيوتحول ال  جملة المعادلات الآ

    

[
 
 
 
 [  

  

 
]

 [  
 

 
]

[   ] ]
 
 
 
 

 [

   

 
 
 

]  [  ] 

 مساويا للا ر نحال عل :   نضب المتحول الحر 

    

[
 
 
 
 [  

  

 
]

 [  
 

 
]

[   ] ]
 
 
 
 

 

 :ومنم

   [  
  

 
]      [  

 

 
]     [   ] 

 وب ل  نحال عل  الحل القاعدي النيتروسوفيكي الأول وهو:

             ([  
  

 
]   [  

 

 
]  [   ]  ) 

 .وبن د الطريقة نحال عل  الحلول القاعدية الأخرى
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 الحلول القالادية المنحلة:

يكووون الحوول القاعوودي حوول منحوول وغيوور سوولي  إ ا حاوولنا فووي النتيجووة النهابيووة علوو  
 ديمة الا ر للمتحولات التي اخترناها كقاعدة.

غلللللول  لحلللللل جمللللللة معلللللادلات خطيلللللة  -طريقلللللة نجلللللاردا  -1-5
 :   نيتروسوفيكية فيها 

 -انطلادا من المبوادئ الرياضوية السوابقة تكوون الخطووات الأساسوية لطريقوة )جواردان
 غوص( كما يلي:

 :تي  بالشكل المصفوفي الآ5نكتب جملة المعادلات ن -1

                           

[          ]  [
  

  ]                  

 :تيوالتي تكتب بالشكل الم ال الآ

[
 
 
 
                     

         
          

 

                        
        

           
 

                  
                    

        
           

 
]
 
 
 

 [

  

  

  
  

]  [

   
 

   
 

  
   

 

]          

( باتبوا  ن ود الخطووات التوي  كرناهوا 12( الو  الشوكل )5ويت  الانتقال من الشكل )
فووي ال قوورة السووابقةلأ ولكوون هوو ه الطريقووة لا تعطينووا حوولا داعووديا الا إ ا وضووعنا جميووب 
المتحوووولات الحووورة مسووواوية للاووو رلأ واك ا دمنوووا بووو ل  نحاووول فقوووط علووو  الحووول الأول 

 ة: تيل نقو  بالخطوات الآوللحاول عل  جميب الحلو 

a. نضب أماال المعادلات في جدول كمايلي: 
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      ….              ….       
 المتحولات

 المعادلات

   
      ….                 ….           

   
                         …           
… … … … … … … … … …. 

   
      …                 …           

 غول -  الجدول الأول لطريقة نجاردا  3جدول رقم ن

b.  عون طريوق معالجوة أسوطر الجودول      نقو  بإيجاد الماو وفة الأحاديوة
السوووابق بووون د الطريقوووة التوووي تووو  شووورحها بوووال قرة السوووابقة ويوووت   لووو  بتحديووود 

ونتيجووة لهوو ه            المتحووولات التووي سووتدخل الوو  القاعوودة ولووتكن 
 :تيالمعالجة نحال عل  الجدول الآ

       ….              ….       
 المتحولات

 المعادلات

   
        

  ….     
      

    ….       
   

        
         

      
    …       

… … … … … … … … … …. 
   

        
  …     

      
    …       

   جدول الحل القالادي الأول4جدول رقم ن

c.  ( مسواوية للاو ر نحاول علو  4)نضب جميب المتحولات الحرة في الجدول
 :تيالحل القاعدي الأول الآ
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d.  للحاووول علووو  حووول داعووودي اووواني نقووو  باسوووتبدال أحووود المتحوووولات القاعديوووة
لأ و لووو  بتحديووود      بأحووود المتحوووولات غيووور القاعديوووة    ولووويكن موووالا 

    عنار الارتكاز المناسوب وهنوا هوو 
مون       نعمول علو  حو ا  

حيووث نجعوول أماالووم فووي هوو ه المعادلووة   جميووب المعووادلات ماعوودا المعادلووة 
( 4مسوواوية للواحوودلأ نقووو  بووإجراء الحسووابات المناسووبة موون خوولال العلادتووين )

 :تينحل عل  الحل القاعدي الااني الآ

    
     

         
         

         
 .(d)للحاول عل  حلول داعدية أخرى نكرر ما ورد بالخطوة 

الحلللللول القالاديللللة غيللللر السللللالبة لجمللللل المعللللادلات الخطيللللة   -1-6
 النيتروسوفيكية:

إ ا كانووت جميووب المتحووولات أو بعضووها مشووروطة بووأن تكووون غيوور سووالبة فووإن بعووا 
ة علينوا أن الحلول القاعدية يكون غير مقبول لأنم يخالا الشرط في ماول هو ه الحالو

 نبحث عن الحلول القاعدية الموجبة من ضمن الحلول القاعدية 
ن وورا لاووعوبة تطبيووق الطريقووة الووواردة فووي الماووال وخااووة فووي الحالووة التووي تتضوومن 

موون المتحووولات توو  تطوووير طريقووة جوواردان غوووص بحيووث يووت  الحاووول  كبيوورا   عووددا  
 .مباشرة عل  الحلول الموجبة
 ة: تيطريقة السيمبلكس التي تتم وفق الخطوات الآسميت الطريقة الجديدة 
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طريقة السيمبلكس لإيجاد الحلول القالاديلة غيلر السلالبة لجمللة  -1-7
 :   معادلات خطية فيها 

 ( 5في جملة المعادلات )
في الطرا الااني من المعادلات غير    نجعل جميب عناار عمود الاوابت  -1

 ( -1سالبةلأ و ل  بضرب المعادلة التي طرفها الااني سالب بو )
 نضب المعاملات للجملة الجديدة بجدول  -2
متحوووولا و لووو  باختيوووار المتحوووول الووو ي نريووود   نقوووو  بتشوووكيل داعووودة م ل وووة مووون  -3

 ا  نقو  بحساب الم شر     إدخالم ال  القاعدة وليكن مالا 

     [
   

    
]  

   

    
                     

 .عنار الارتكاز     ندعو العنار 

غووووص(  –مووون جميوووب المعوووادلات وفوووق طريقوووة )جووواردان    نقوووو  بحووو ا المتحوووول 
 .تاي  اماالم فيها تساوي الواحد   ماعدا المعادلة 

 .متحول  نكرر الخطوة السابقة حت  نشكل داعدة م ل ة من 

نضب المتحولات غير القاعدية مساوية للا ر نحال عل  الحل القاعدي غير  -4
 :تيالسالب الآ

    
     

         
         

         
للحاووووول علوووو  حلووووول داعديووووة جديوووودة غيوووور سووووالبة أخوووورى نقووووو  باختيووووار أحوووود  -5

المتحولات ليكون متحول داعودي او  نحودد عناور الارتكواز ونكورر العمول الو ي 
نحاووول علوو  حوول داعوودي غيووور    دمنووا بووم موون أجووول المتحووول السووابق الوو كر 
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 سالب جديد وهك ا نتابب العمول حتو  نحاول علو  جميوب الحلوول القاعديوة غيور
 السالبة 

معيار التودا هوو عنودما لا نجود عموود مون الاعمودة الحورة لو  نسوتخدمم للتبوديل  -6
يحووي عناور موجبوا )واحود علوو  الأدول(لأ أي أن جميوب عنااور الأعمودة الحوورة 

 التي ل  يت  استخدامها ااناء التبديل دي  سالبة.

 :تينوضح ما سبق م  خلال المثال الآ

 :2مثال

            [   ] 
           [   ] 

نحاوووول علوووو        ( حتوووو  يتحقووووق الشوووورط -1نضوووورب المعادلووووة الأولوووو  بووووو )
 ة:تيالجملة الجديدة الآ

            [   ] 
           [   ] 

 وبالتوالي    وعودد المعوادلات       في جملة المعادلات عودد المتحوولات 
وعوووودد المتحووووولات الحوووورة غيوووور القاعديووووة  2فووووإن عوووودد المتحووووولات القاعديووووة يسوووواوي 

 لأ عدد الحلول الممكنة يحسب من العلادة:      

  
  

  

        
 

 أي 

  
  

  

        
    

 :تيتكتب بالشكل الآ
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 : تيللحاول عل  ه ه الحلول نن   الجدول الآ

                  
 المتحولات

 المعادلات

[   ]               
[   ]              

   الجدول الأول لطريقة السيمبلكس5جدول رقم ن

ليكوون متحوول داعودي    ايجاد حل داعدي لجملة المعوادلات نختوار متحوول موالا 
  ولتحديد عنار الارتكاز المناسب نحسب الم شر 

     [
   

    
]     [

[   ]

 
 
[   ]

 
]  

[   ]

 
 

بووإجراء الحسووابات اللازمووة لحوو ا المتحووول       أي أن عناوور الارتكوواز هووو 
 :تيلجدول الآمن المعادلتين نحال عل  ا   

                   
 المتحولات

 المعادلات

[
 

 
  ]  

 

 
       

 
 

 
    

[
 

 
  ]  

 
        

 
   

   الجدول الثاني لطريقة السيمبلكس6جدول رقم ن
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جووواهز ليكوووون    خووور ليكوووون متحوووول داعووودي نلاحووو  أن المتحوووول آ نختوووار متحوووولا  
 :تينحال عل  الجدول الآ وبالتاليمتحول داعدي 

                   

 المتحولات

 المعادلات

[
 

 
  ]  

 

 
 

      
 

 

 
 

   

[
 

 
  ]  

 
        

 
 

   

   جدول الحل النهائي7جدول رقم ن

نضووب المتحووولات الحوورة         وبوو ل  حاوولنا علوو  داعوودة م ل ووة موون المتحووولين 
 :تيمساوية للا ر نحال عل  الحل القاعدي النيتروسوفيكي غير السالب الآ

(  [
 

 
  ]    [

 

 
  ]   ) 

 للحاول عل  الحلول الأخرى نكرر ما دمنا بم لتعين الحل السابق.
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 الخاتمة:

كأسووووواد للبرمجوووووة الخطيوووووة النيتروسووووووفيكية دووووودمنا فوووووي هووووو ا البحوووووث دراسوووووة لجمووووول 
غوووص التووي تعتبوور الأسوواد -الخطيووة النيتروسوووفيكية لأ وطريقووة جوواردان المعووادلات 

الرياضوووي لطريقوووة السووويمبلكد المسوووتخدمة ايجووواد الحلوووول القاعديوووة الموجبوووة والتوووي 
لتكون دوي   ايمكن استخدامها عندما يكون هنا ديود عل  بعا المتحولات أو جميعه

لمباشرة المسوتخدمة ايجواد موجبة والتي هي بدورها كان الساد لطريقة السيمبلكد ا
الحول الأماوول للنمووا ج الخطيووة لأ وتواولنا موون خوولال الماوول التوي دمنووا بعرضووها علوو  

عبووار عوون دووي  غيوور  ةجموول معووادلات نيتروسوووفيكية إلوو  حلووول داعديووة نيتروسوووفيكي
محووووددةلأ ويمكوووون اسووووتخدا  هكوووو ا جموووول فووووي الحووووالات التووووي تكووووون البيانووووات المقدمووووة 

هوو ه الجموول موون المعووادلات معرضووة للتميوور وهنووا يمكننووا  للأن مووة التووي تعموول وفووق
 الاست ادة من هامش الحرية ال ي تقدمم القي  النيتروسوفيكية.
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 الفصل الثاني

 النماذج الخطية النيتروسوفيكية

 

 .مقدمة

 .ة للنما ج الخطية النيتروسوفيكيةالايغ الأساسي - 1 – 2

 .أخرىكي ية الانتقال من ايمة إل   - 2 – 2

 .امة للنمو ج الخطي النيتروسوفيكيالايمة الع - 1 – 1 – 2

 .رية للنمو ج الخطي النيتروسوفيكيالايمة المعيا - 2 – 1 – 2

 .النيتروسوفيكية للنمو ج الخطيالايمة القياسية  - 3 – 1 – 2

 .رة للنمو ج الخطي النيتروسوفيكيالايمة المتنا  - 4 – 1 – 2

 .سبقما أمالة عل   - 3 – 2

 .الخاتمة

 

 

 



 النماذج الخطية النيتروسوفيكية وخوارزميات لإيجاد الحل الأمثل لها

- 25- 
 

 الفصل الثاني

 النماذج الخطية النيتروسوفيكية

 

 مقدمة:

النيتروسوفيكيةلأ ونقاد بها نقد  في ه ا ال ال ايغ النما ج الرياضية الخطية 
النما ج الخطية التي تحوي في علادتها الرياضية دي  نيتروسوفيكية سواء في علادة 

والتي تأخ  بعين الاعتبار جميب التميرات التي  القيودلأتابب الهدا أو بعلادات 
 ال ي يضمنالأمر  النمو جلأيمكن أن تطرأ عل  ببيبة عمل المن ومة التي يمالها 

بأخ  أماال المتميرات في تابب الهدا دي  سنقو   أننا منلأ أيآللمنشأة سير عمل 
 .         أي نيتروسوفيكية 

وأيضا القي  التي تعبر عن اامكانيات المتاحة هي دي  نيتروسوفيكية أي 
( دي                      حيث )              و          

غير محددة تتمتب بهامش من الحرية وتأخ  بحسب طبيعة الحالة التي يمالها 
للنما ج الخطية من خلال ا  نقو  بعرا الايغ الأساسية النمو ج الخطيلأ 

 ة:تيالدراسة الآ
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 الصيغ الأساسية للنماذج الخطية النيتروسوفيكية: - 1 – 2
 ة: تييمكن تانيا النما ج الخطية النيتروسوفيكية وفق الايغ الآ

 الصيغة العامة للنموذج الخطي النيتروسوفيكي: - 1 – 1 – 2

تعط  الايمة العامة النيتروسوفيكية للنمو ج الرياضي الخطي بالشكل المختار 
 كما يلي: 

   ∑(     )             

 

   

 

 ضمن القيود:

∑      (
 
 
 
)                     

 

   

 

     

 (           و             حيث )     و      و       حيث:
 متحولات القرار.    المعطاة وابت تعين ديمها بحسب طبيعة المسألة او 

 :تيويعط  بالشكل الم ال الآ

 أوجد
                                  

 ضمن القيود

                      (
 
 
 
)                 

             



 النماذج الخطية النيتروسوفيكية وخوارزميات لإيجاد الحل الأمثل لها

- 27- 
 

أنم يمكن التعبير عن النما ج الخطية باستخدا  الما وفات وعليم يمكن كتابة كما 
النمو ج الخطي النيتروسوفيكي الموضو  بالايمة العامة باستخدا  الما وفات 

 كما يلي:

 أوجد 
                     

 ضمن القيود

    (
 
 
 
)   

    
 حيث 

      [

                    

                       

       
                    

]      [

   

   

  
   

]      [

   
   
  

   

]     [

  

  

  
  

] 

 الصيغة المعيارية للنموذج الخطي النيتروسوفيكي: - 2 – 1 – 2

كان تابب يكون النمو ج الخطي النيتروسوفيكي موضو  بالايمة المعيارية إ ا 
الهدا من نو  تع ي  والقيود من نو  أامر من أو يساويلأ عندها تعط  الايمة 

 يلي:  المعيارية النيتروسوفيكية للنمو ج الرياضي الخطي بالشكل المختار كما

النيتروسوفيكية للنمو ج الرياضي الخطي بالشكل  معياريةتعط  الايمة ال
 المختار كما يلي: 

   ∑(     )       
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 ضمن القيود:

∑                            

 

   

 

     

 :تيويعط  بالشكل الم ال الآ

 أوجد
                            

 ضمن القيود

                           

                           

…              

                           

             

كما أنم يمكن التعبير عن النما ج الخطية باستخدا  الما وفات وعليم يمكن كتابة 
النمو ج الخطي النيتروسوفيكي الموضو  بالايمة العامة باستخدا  الما وفات 

 كما يلي:

 أوجد 

             
 من القيودض
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 حيث 

      [

                    

                       

       
                    

]         [

   

   

  
   

]        [

   
   
  

   

]      [

  

  

  
  

] 

 الصيغة القياسية النيتروسوفيكية للنموذج الخطي:  - 3 – 1 – 2

يلعب الشكل القياسي دورا  مهما  في إيجاد حل مسابل البرمجة الخطيةلأ حيث ت  
تحويل دضية البحث عن حل مسألة البرمجة الخطية إل  عملية البحث عن حل 

mnمعادلة بو  mجملة المعادلات الخطية الم ل ة من    مجهول لأ وحل ه ه

  0jxالجملة يكون م يدا  إ ا كان ممكنا لأ أي إ ا كان يحقق شروط عد  السلبية 
ومن ا  فإن الحل الأمال للنمو ج الخطي هو القي  الماالية للمتميرات التي تحقق 

ب نص المسألة ديد القيود وتعطي لدالة الهدا أع   أو أامر ديمة ممكنة حس
 : تيالآالمختار بالشكل الحل لأ تعط  الايمة القياسية النيتروسوفيكية 

   ∑(     )                 

 

   

 

 ضمن القيود:

∑                            

 

   

 

     

 :تيويعط  بالشكل الم ال الآ

 أوجد
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 ضمن القيود
                           

                           

…              

                           

             

الما وفات وعليم يمكن كتابة كما أنم يمكن التعبير عن النما ج الخطية باستخدا  
النمو ج الخطي النيتروسوفيكي الموضو  بالايمة العامة باستخدا  الما وفات 

 كما يلي:

 أوجد 
                       

 ضمن القيود
        

    
 حيث 

      [

                    

                       

       
                    

]        [

   

   

  
   

]        [

   
   
  

   

]       [

  

  

  
  

] 

هنا نلاح  أن جميب القيود من نو  مساواة ماعدا ديود عد  السلبية فإنها تبق  
متراجحاتلأ وأيضا  الطرا الأيمن من كل ديد مساواة يجب أن يكون غير سالب 

القرار غير سالبة وتابب الهدا في الشكل القياسي النيتروسوفيكي وجميب متحولات 
 يمكن أن يكون تابب تع ي  أو تابب تقليل.
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 الصيغة المتناظرة للنموذج الخطي النيتروسوفيكي:  - 4 – 1 – 2

نقول عن برناما خطي أنم موضو  بالايمة المتنا رة إ ا كانت جميب المتحولات 
 ا أعطيت جميب القيود بشكل متراجحات )ويجب أن مقيدة بأن تكون غير سالبة واك 

أدل من أو يساوي( في  تكون متراجحات ديود مسألة التع ي  موضوعة بايمة )
أكبر من أو  حين أن متراجحات ديود مسألة التقليل يجب أن تكون بايمة )

 ين: تييساوي(لأ عندها نكتب الايمة المتنا رة النيتروسوفيكية بأحد الشكلين الآ

 شكل الأول:ال

النيتروسوفيكية للنمو ج الرياضي الخطي بالشكل  تنا رةتعط  الايمة الم
 المختار كما يلي: 

   ∑(     )       

 

   

 

 ضمن القيود:

∑                            

 

   

 

     

 :تيويعط  بالشكل الم ال الآ

 أوجد

                            
 ضمن القيود

                           



 النماذج الخطية النيتروسوفيكية وخوارزميات لإيجاد الحل الأمثل لها

- 32- 
 

                           

…              

                           

             

 باستخدا  الما وفات كما يلي:و 

 أوجد 
             

 ضمن القيود
        

    
 حيث 

      [

                    

                       

       
                    

]         [

   

   

  
   

]        [

   
   
  

   

]        [

  

  

  
  

] 

  الثاني:الشكل 

 يلي:  المختار كما

النيتروسوفيكية للنمو ج الرياضي الخطي بالشكل  متنا رةتعط  الايمة ال
 المختار كما يلي: 

   ∑(     )       
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 ضمن القيود:

∑                            

 

   

 

     

 :تيويعط  بالشكل الم ال الآ

 أوجد

                           
 ضمن القيود

                           

                           

…              

                           

             

 باستخدا  الما وفات كما يلي:و 

 أوجد 

  ه          
 ضمن القيود

        
    

 حيث 

      [

                    

                       

       
                    

]         [

   

   

  
   

]        [

   
   
  

   

]        [

  

  

  
  

] 
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 كيفية الانتقال م  صيغة إلى أخرى: - 2 – 2

ل  أننا نستطيب إعرا ايغ النما ج الخطية النيتروسوفيكية تجدر ااشارة  دبع
 :الآتيةتبا  التحويلات الأولية با ىخر أمن ايمة إل   الانتقال

 ل  ديمة ع م  بأخ  إ      نحول القيمة الامرى لتابب الهدا(     ) 

     بدلا من 

  ( تحول   إ ا كانت المتراجحات من الشكل )إل أكبر من أو يساوي 
 العكد.بو  (لأ1-أامر من أو يساوي( بضرب طرفيها بو )   الشكل )

    مختل تين في الاتجاه.  ديدي متراجحاتديد المساواة يمكن تحويلم إل 

    إ ا كان الطرا الأيسر من ديد )متراجحة( معط  بالقيمة المطلقة فإنم
 يمكن تحويلم إل  متراجحتين ن اميتين. 

 (  نحولم أ  ديد المتراجحات من نو )ل  ديد مساواة إكبر من أو يساوي
بطرح ديمة موجبة مناسبة من الطرا الأيسر للمتراجحة وندخل ه ه القيمة 

 تابب الهدا بأماال مساوية للا ر. إل 

  ل  ديد مساواة إأامر من أو يساوي( نحولم    ) ديد المتراجحات من نو
ا مناسب إل  الطرا الأيسر للمتراجحة وندخل ه  موجبمتحول بإضافة 
 بب الهدا بأماال مساوية للا ر.تا إل  المتحول

  إ ا كان أحد متحولات القرار غير مقيد بشرط عد  السلبية )أي يمكن أن
بال رق بين  ايكون سالبا  أو موجبا  أو ا ر( فإننا يمكن أن نعبر عنه

 حيث      كما يلي    و      متحولين غير سالبين
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 ما سبق:أمثلة لالى  - 3 – 2

 الخطية في جميع الأمثلة معطاة بالشكل المفصل:النماذج 

 :1 مثال

 ة:تيلدينا النمو ج الخطي المعط  بالايمة العامة النيتروسوفيكية الآ

                                   
 ضمن القيود:

                

                 

              

|       |         

           
في أماال المتميرات بتابب الهدا التي تعبر عن تكل ة الوحدة هو اللاتحديد     حيث

 وممكن أن يكون الواحدة من المنتا 
         حيث  {       }   أو   [       ]    

  [       ]    هو اللاتحديد عل  الكميات المتوفرة وممكن أن يكون     حيث
          حيث   {       }   أو 

الايمة المعيارية النيتروسوفيكية نقو  بإجراء التحويلات  النمو ج إل لتحويل 
 ة:تيالآ

  تابب الهدا هو تابب تقليل نحولم إل  تابب تع ي        

           يكافئ                            
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 أاووومر مووون أو   أكبووور أو يسووواوي( نحولوووم إلووو  )  معطووو  ) القيووود الاووواني
 :( نحال عل -1يساوي( بضرب الطرفين بو )

                     

   يكافئ القيدين                 القيد الاالث 

              

              

                  إل                    ا  نحول القيد

   القيد |       |  يكافئ القيدين          

               
                

  غير مقيد بقيد عد  السلبية نستعيا عنم بالمتحولين   المتحول  
    

  
      حيث 

    
    حيث  

    
    

 يلي:  تاب  الايمة المعيارية النيتروسوفيكية كما
                                   

    
   

 ضمن القيود:
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  : 2مثال 

ويستخد  من أجل  ل                المنتجاتيقو  مانب بإنتاج أربعة أنوا  من 
 .          المواد الأولية الآتية

ترغب إدارة المانب في دراسة التن ي  الأمال للإنتاج خلال فترة زمنية )شوهر موالا ( 
وتحديوود اانتوواج الشووهري لكوول منووتا موون أجوول تحقيووق ربوو  أع موويلأ علمووا  بووأن الوورب  

الوحدات المباعة من المنتجات. نوض  الكميات المتوفرة من يتناسب طردا  مب عدد 
 :تيالمواد الأولية اللازمة لكل منتا والرب  العابد بالجدول الآ

 المواد الأولية نو  المنتا الكميات المتوفرة
            

                       
                     
                         

 رب  واحدة المنتا                     

عدد الوحدات المنتجة من النو    عدد الوحدات المنتجة من النو  الأول    ن را 
عودد الوحودات المنتجوة مون النوو    عدد الوحدات المنتجة من النو  الاالوث   الااني 

الرابوب خوولال ال تورة اانتاجيووة )شوهر مووالا ( وعليووم تكوون الكميووة المسوتهلكة موون المووادة 
 في إنتاج الأاناا الأربعة:    الأولية 

                  
 الكمية المتوفرة أي:         ويجب ألا تتجاوز 

                                       
 في إنتاج الأاناا الأربعة:      بالمال تكون الكمية المستهلكة من المادة الأولية
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 في إنتاج الأاناا الأربعة      وتكون الكمية المستهلكة من المادة الأولية

                                      
 بااضافة إل   ل  يجب أن تكون الكميات المنتجة غير سالبة أي:

                                      
 وهي ما تسم  بقيود عد  السلبية.  

 ب ل  نكون دد حددنا جميب القيود الم روضة عل  متحولات المسألة. 
من الأنوا  عل                 نحدد الآن تابب الهدا إ ا ت  إنتاج وحدات ددرها

 الترتيب فإن الرب  خلال ال ترة اانتاجية سوا يكون:

                                         
 وهو يمال تابب الهدا.

 وعليم يكون النمو ج الرياضي للمسالة:

                                             
 ضمن القيود:

                          

                        

                           

                 

باستخدا  التحويلات المناسبة  حالنا عل  نمو ج خطي معياري نيتروسوفيكي
 ة: تييمكن كتابتم بالايمة القياسية النيتروسوفيكية الآ

                                              

         

 ضمن القيود:
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 الخاتمة:

ن اللاتحديد ال ي دمنا بإضافتم عل  البيانات التي يا ها النمو ج الخطي يقد  لنا إ
نيتروسوووفيكية تحوواكي الوادووب وتراعووي مع وو  التميوورات التووي يمكوون أن نمووا ج خطيووة 

تطوورأ علووو  بيبوووة عموول الن وووا  الووو ي يمالووم النموووو ج الرياضوووي الخطوويلأ وتمكننوووا مووون 
متابعة دراسة مواضيب البرمجة الخطيوة ماول ايجواد البوراما المرافقوة التوي تحتواج إلو  

الخطية بطريقة السيمبلكد وضب النمو ج الرياضي بالشكل المتنا رلأ وحل النما ج 
التووووي تحتوووواج إلوووو  وضووووب النمووووا ج بالشووووكل القياسووووي وغيرهووووا موووون مواضوووويب البرمجووووة 

  الخطية.
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 الفصل الثالث

 الطريقة البيانية لإيجاد الحل الأمثل

 للنماذج الخطية النيتروسوفيكية
 

 المقدمة.

 .يجاد الحل الأمال للنما ج الخطيةالطريقة البيانية ا -3-1

 .ل للنما ج الخطية النيتروسوفيكيةالطريقة البيانية ايجاد الحل الأما -3-2

كي ية الاست ادة من شروط عد  السلبية ايجواد الحول الأماول لوبعا النموا ج  -3-3
 .فيكية باستخدا  الطريقة البيانيةالخطية النيتروسو 

 الخاتمة.
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 الفصل الثالث

 للنماذج الخطية النيتروسوفيكية الأمثلالطريقة البيانية لإيجاد الحل 

 المقدمة:

بعد أن عرضنا النما ج الخطية والايغ المختل ة لها باستخدا  م اهي  عل  
النيتروسوفي  نقد  في ه ا ال ال الطريقة البيانية النيتروسوفيكية والتي سنستخدمها 

 .لحل النما ج الخطية النيتروسوفيكية

عن رس  بياني للنمو ج وتعد من أسهل طرق حل والطريقة البيانية هي عبارة 
مشاكل البرمجة الخطية إلا أنها غير كافية لمعالجة جميب مسابل البرمجة الخطية 

تحوي عددا  كبيرا  من المتحولات وينحار  مسابل البرمجة الخطية في المالب لأن
 استخدا  الطريقة البيانية في الحالات الآتية: 

  عدد المجاهيلn = 1  أوn = 2  أوn = 3. 

  في النما ج الخطية التي ديودها ديود مساويات إ ا حقق عدد المجاهيل وعدد
  .n – m = 3لأ أو n – m = 2أو  n – m = 1المعادلات أحد الشروط الآتية: 

هنا نستطيب تحويل النمو ج إل  تابب لمتحول واحد أو متحولين أو الاث متحولات 
ادة من ديود عد  السلبية التي يتمتب بها متحولات عل  الترتيب و ل  بالاست 

النمو ج الخطيلأ سنقد  في ه ا البحث اعادة اياغة الطريقة البيانية لحل النما ج 
الخطية باستخدا  م اهي  عل  النيتروسوفي  وك ل  الطريقة البيانية لحل النما ج 

د القيود يساوي الخطية التي ديودها ديود مساويات وال رق بين عدد المجاهيل وعد
 واحد أو اانان أو الااة.
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 الطريقة البيانية لإيجاد الحل الأمثل للنماذج الخطية: -3-1

 يت  إيجاد الحل الأمال بيانيا بإتبا  الخطوات الآتية: 
نحووووووودد أناووووووواا المسوووووووتويات المعرفوووووووة بمتراجحوووووووات القيوووووووود و لووووووو  برسووووووو   -1

وياتلأ يوت  الرسو  المستقيمات الناتجة من تحويل متراجحات القيود إلو  مسوا
بتحديوووود نقطتووووين محققتووووين للقيوووودلأ اوووو  ناوووول بووووين النقطتووووين نحاوووول علوووو  
المستقي  الموافوق للقيود وهو ا المسوتقي  يقسو  المسوتوي إلو  ناو ين مون أجول 
تحديد ناوا المسوتوي المحقوق للقيودلأ نختوار نقطوة لأعلو  التعوين مون أحود 

حة فإ ا كانت نا ي المستويينلأ ونعوا إحداايات ه ه النقطة في المتراج
محققووة تكووون المنطقووة التووي تقووب فيهووا هوو ه النقطووة هووي منطقووة الحوول أمووا إ ا 

 كانت غير محققة فتكون المنطقة المعاكسة هي منطقة الحل.
نحوودد منطقووة الحلووول المشووتركة وهووي المنطقووة الناتجووة موون تقوواطب أناوواا  -2

غيوور المسووتويات المعرفووة بمتراجحووات القيووودلأ يجووب أن تكووون هوو ه المنطقووة 
 خالية لكي نستطيب متابعة الحل.

موون أجوول تمايوول تووابب الهوودا نلاحوو  أن علادتووم تحوووي الااووة مجاهيوول هووي  -3
 هنوواوالتووي هووي مجهولووة لوودينالأ   لوو ل  يجووب معرفووة ديمووة لووو           

ونعطوي    ونرس  معادلة تابب الهودا        ن ترا ديمة ما ولتكن 
ادلة نحاول علو  مسوتقي  موواز للمسوتقي  ونمال المع   ديمة أخرى ولتكن 

الأوللأ وبالمتابعوووة نحاووول علووو  مجموعوووة مووون المسوووتقي  المتوازيوووة الممالوووة 
 .لتابب الهدا
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⃗⃗  نرس  الشعا     -4  ⃗  [
  
  

   هي أماال    و   هي أماال    حيث   [
فووووي عبووووارة تووووابب الهوووودا وتكووووون جهووووة تزايووووده التووووابب هووووي اتجوووواه الشووووعا   

   [
  
  

لأ وجهوووووة تناداوووووم هوووووي عكووووود اتجووووواه هووووو ا الشوووووعا لأ أي يوووووت   [
السوووحب حسوووب نوووو  توووابب الهووودا )تع وووي  أو تقليووول( بتعبيووور أوضووو  نقوووو  

بشوكل     بإيجاد نقطة الحول الأماول و لو  بوأن نسوحب المسوتقي  المماول لوو

⃗⃗  مووووواز لن سووووم باتجوووواه الشووووعا     ⃗  [
  
  

ايجوووواد القيمووووة الع موووو  لتووووابب  [
تجوواه ايجوواد القيمووة الاوومرى(لأ حتوو  يموور بوو خر الهوودالأ )وبعكوود هوو ا الا

نقطة من نقاط منطقة الحلول المشتركة وتكون ه ه النقطة هي نقطة الحل 
الأماووللأ والتووي تقووب علوو  حوودود منطقووة الحلووول المشووتركة وأي إزاحووة أخوورى 

 مهما كانت اميرة تخرجها منها. 

 الطريقلللللة البيانيلللللة لإيجلللللاد الحلللللل الأمثلللللل للنملللللاذج الخطيلللللة -3-2
 النيتروسوفيكية:

من تعريا النما ج الخطية النيتروسوفيكية نجد أننوا نسوتطيب تطبيوق ن ود الخطووات 
السووابقة للحاووول علووو  الحوول الأماووول الوو ي هوووو ديمووة نيتروسووووفيكية مناسووبة لجميوووب 

 ال روالأ نوض  ما سبق من خلال الماال الآتي:

 : 1ماال

وتستخد  في عمليوة اانتواج الااوة أنووا            تنتا شركة نوعين من المنتجات 
لأ إ ا كانوووت الكميوووات المتووووفرة مووون كووول موووادة مووون              مووون الموووواد الأوليوووة 

لأ والكميوة اللازموة انتواج الوحودة الواحودة مون كوول              الموواد الأوليوة 
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منووووتا موووون لأ والوووورب  العابوووود موووون الوحوووودة الواحوووودة موووون كوووول              منووووتا  
 موض  بالجدول الآتي:          المنتجات 

         الكميات المتوفرة
 المنتجات

 المواد الأولية
            
          
          

 الرب  العابد [   ] [   ] 

   بيانات المسألة1جدول رقم ن

 المطلوب:

              تحديوود الكميووات التووي يجووب انتاجهووا موون كوول منووتا موون المنتجووات 
 بحيث تحقق الشركة رب  أع مي:

 الحل: 

عنوووودها نسووووتطيب        حيووووث   هووووي الكميووووة المنتجووووة موووون المنووووتا    ن وووورا 
 اياغة النمو ج الرياضي الخطي النيتروسوفيكي الآتي: 

  [   ]   [   ]       
 :ضمن القيود
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النمووو ج السووابق هووو نمووو ج خطووي نيتروسوووفيكي لأنووم يوجوود عوود  تحديوود فووي أماووال 
المتحوووولات بتوووابب الهووودا ايجووواد الحووول الأماووول للنموووو ج السوووابق سنسوووتخد  الطريقوووة 

 البيانية وفق الخطوات الآتية: 

 القيد الأول: نرس  المستقي  الممال للقيد الأول: 

              
                                ن را:

 .          :نحال عل  النقطة الأول  

                             ن را:

             :نحال عل  النقطة الاانية 

عل  التعيين من أحد نا ي المستوي الناتجين بعد رسو  المسوتقي   إ ا أخ نا نقطة لا
وعوضوووووناها فوووووي        ولوووووتكن النقطوووووة        و        الموووووار بوووووالنقطتين 

متراجحة القيود الأول نجود أن المتراجحوة محققوة أي أن ناوا المسوتوي الو ي تنتموي 
 هو ناا مستوي الحل للمتراجحة القيد الأول.       لم النقطة 

 د الطريقوووة بالنسوووبة للقيووودين الاووواني والاالوووث نحاووول علووو  التمايووول البيووواني نتوووابب بووون
 :الآتي

 :القيد الااني

           
                               ن را:

          نحال عل  النقطة الاالاة  
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                               ن را:

         نحال عل  النقطة الرابعة   

  .منطقة حل متراجحة القيد الااني كما فعلنا في القيد الأولونحدد 

 القيد الاالث:

            
          نحال عل  النقطة الخامسة  

  .ونحدد منطقة حل متراجحة القيد الاالث كما فعلنا في القيد الأول

 ( هو التمايل البياني المطلوب:1الشكل رد  )

 
 1لقيود النموذج الخطي في المثال   التمثيل البياني 1شكل رقم ن
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بعد تمايل القيود نلاح  أن منطقة الحول المشوتركة محاوورة بالمضولب الو ي ر وسوم 
هوووي  (؟  ؟) النقطوووة        و   (؟  ؟) و        و        النقووواط 

نقطووة تقوواطب القيوودين الاوواني والاالووث نحاوول علوو  إحوودااياتها موون خوولال حوول جملووة 
 : الآتيتينالمعادلتين 

               

       
       اتها  إحدااينجد أن 

 ات نقاط الر ود بعبارة تابب الهدا نجد:إحدااينعوا 

     
   [     ] 
   [     ] 

   [    ] 

لأ أي يجووب علوو  الشووركة        تتحقووق عنوود النقطووة   أي أن أع وو  دووي  للتووابب 
أن تنووتا اوولاث وحوودات موون المنووتا الأول ووحوودتين موون المنووتا الاوواني عنوودها تحقووق 

 رب  أع مي 

         [     ] 

 ملاحظة: 

إن عمليوووة التعوووويا بتوووابب الهووودا بإحوووداايات نقووواط ر ود منطقوووة الحووول المشوووتركة 
لة مون تعويضوها فوي تكون ممكنوة عنودما يكوون عودد النقواط دلويلا  حيوث نوتمكن بسوهو 

تووابب الهوودا والنقطووة التووي تعطووي أفضوول ديمووة لتووابب الهوودا تماوول الحوول الأماووللأ أمووا 
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عندما يوجد عدد كبير من القيود نحال عل  عدد كبيور مون النقواط الرأسوية الوادعوة 
علوو  محوويط منطقووة الحوول المشووتركة. فووي هوو ه الحالووة تاووب  طريقووة إيجوواد إحووداايات 

فوي توابب الهودا غيور عمليوةلأ لو ل  نلجوأ إلو  تمايول توابب  كل ه ه النقواط وتعويضوها
 الهدا وتحديد نقطة الحل الأمال كما  كرنا سابقا .

كيفيللة الاسللتفادة ملل  شللروط لاللدم السلللبية لإيجللاد الحللل الأمثللل  -3-3
لللللبعن النمللللاذج الخطيللللة النيتروسللللوفيكية باسللللتخدام الطريقللللة 

 البيانية:

 : 2مثال

 أوجد الحل الأمال للنمو ج الخطي النيتروسوفيكي الآتي:  

               [   ]          [     ]      

 ضمن القيود:

                                            
                                

                                          
                                                   
                                 

 ديود عد  السلبية:  
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 الحل:

لأ       أي أن     وعودد المتحوولات     نلاح  أن عدد القيود  
الأماوول للنمووو ج السووابق إ ا نسووتطيب بالاعتموواد علوو  ديووود عوود  السوولبية ايجوواد الحوول 

 باستخدا  الطريقة البيانية وفق الخطوات الآتية:

 نقو  بحساب خمسة من المتحولات بدلالة متحولين اانان فقط  -1
بمووا أن متحووولات النمووو ج الخطووي تحقووق ديووود عوود  السوولبية عنوودها نحاوول  -2

من المتحوولات التوي دمنوا بحسوابها علو  خمسوة متراجحوات مون نوو  أكبور مون 
 ي أو يساو 

نعوووا فووي تووابب الهووودا عوون الخمسووة متحووولات نحاووول علوو  تووابب هووودا  -3
 بمتحولين فقط 

نكتب النمو ج الجديد وهو نموو ج خطوي بمتحوولين لو ل  يمكون ايجواد الحول  -4
 الأمال بيانيا 

 :2نطبق الخطوات السابقة عل  الماال

 نجد 

                              
                           
                              

                                    

                              

 نعوا بتابب الهدا نجد:
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  [   ]   [   ]   [    ] 
لأ      لأ      لأ      لأ     لأ      فمووووووون                  بموووووووا أن 

 نحال عل  مجموعة القيود الآتية: 

             
                

             
           

             
 عندها ياب  النمو ج الرياضي الخطي النيتروسوفيكي كما يلي: 

 أوجد 

  [   ]   [   ]   [    ]      
 ضمن القيود:

            
            

           

         
             

        
بمتحووولين لوو ل  يمكوون ايجوواد الحوول الأماوول لووم بيانيووا باتبووا  ن وود الخطوووات النمووو ج 

( هوو التمايول البيواني 2نحال عل  التمايول الشوكل ردو  ) (1الواردة في الماال رد  )
 المطلوب:



 النماذج الخطية النيتروسوفيكية وخوارزميات لإيجاد الحل الأمثل لها

- 51- 
 

 
 2  التمثيل البياني لقيود النموذج الخطي في المثال 2شكل رقم ن

حيوووووث       هوووووي منطقوووووة الحلوووووول المشوووووتركة ومحوووووددة بالمضووووولب   المنطقوووووة 
  :نجد     وبالنسبة للنقطتين        لأ        لأ         

هي نقطة تقاطب القيدين الأول والرابب نحال عل  إحدااياتها بحول جملوة   النقطة 
 المعادلتين: 

          

       
 .       نحال عل  

اتها بحووول إحوووداايهوووي نقطوووة تقووواطب القيووودين الاووواني والرابوووب ونحاووول علووو    النقطوووة 
 جملة المعادلتين: 

            

       
 .      نحال عل  
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بما أن الحل الأمال يتوضب في نقطة من نقواط ر ود منطقوة الحول المشوتركة لو ل  
 :ات ه ه النقاط بتابب الهدا نجدإحدااينعوا 

       عند النقطة 

     
       عند النقطة 

   [     ] 
        عند النقطة 

   [      ] 
       عند النقطة 

   [     ] 

        عند النقطة 

   [     ] 

     و         أي أن         أع و  ديموة لتوابب الهودا عنود النقطوة 
     لأ      لأ      لأ     لأ        نحسوووووب دوووووي  بوووووادي المتحوووووولات بوووووالتعويا

 :نجد

                                 
  نعوووا فووي تووابب الهوودا للنمووو ج الأاوولي نحاوول علوو  القيمووة الع موو  للتووابب 

 .[      ]     وهي 
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 ملاحظات هامة: 

   إن الحل البياني ينطبق عل  نقطة راسية في ال ضاء   -1
إن عددا  من مركبات الحل الماوالي يكوون معودوما  و لو  لأن الحول الماوالي   -2

ينطبووووق علوووو  نقطووووة راسووووية والنقطووووة الراسووووية هووووي نتيجووووة تقوووواطب عوووودد موووون 
ن عوودد المركبووات المعدومووة هووي       المسووتقيمات أو المسووتويات واك

 مركبة عل  الأدل.

 ملية الحل دد يتضمن النمو ج بعا الشروط التي لا تلعب دورا  في ع  -3

دوود يكووون الحوول الماووالي نقطووة وحيوودة ودوود يكووون عوودد لانهووابي موون النقوواط   -4
و ل  عنودما يكوون أحود أضولا  منطقوة الحول المشوتركة والموار بنقطوة الحول 

وعليوم عنود سوحب المسوتقي  المماول لتوابب       الماالي موازيوا  للمسوتقي  
جميوب نقواط  لو   الهدا سينطبق ه ا المستقي  علو  الضولب المووازي وتكوون

 الضلب والتي عددها لانهابي هي حلول ماالية.
فإننوا لا    إ ا كانت منطقة الحلول المقبولة م توحوة مون جهوة تزايود التوابب   -5

نستطيب التودا عند حل ماالي محددلأ وعنودها نقوول إن لتوابب الهودا عوددا  
 . أكبر فأكبر   لانهابي من الحلول المقبولة التي تعطينا ديما لو 

حالوووة عووود  وجوووود حووول ماوووالي )حووول مقبوووول( و لووو  عنووودما تكوووون الشوووروط   -6
متنادضة بعضها مب بعا وعندها تكون منطقة اامكانيات مجموعة خالية 

 )المسألة مستحيلة الحل(.
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 الخاتمة:

دووووووودمنا هووووووو ا ال اووووووول الطريقوووووووة البيانيوووووووة ايجووووووواد الحووووووول الأماووووووول للنموووووووا ج الخطيوووووووة 
مووووا يووووت  منادشووووتها فووووي مراجووووب بحوووووث  "التووووي نووووادراالنيتروسووووفيكيةلأ وأيضووووا الطريقووووة 

العمليووات الكلاسوويكيةلأ وهووي كي يووة الاسووت ادة موون القيووود غيوور السوولبية ايجوواد الحوول 
الأمال بيانيا الحل لبعا النما ج الخطية النيتروسوفيكيةلأ ولكن يجب أن ندر  أننوا 

  اووعوبة دوود نواجووم نمووا ج خطيووة نيتروسوووفيكية  ات متميوورينلأ ولكوون دوود تكووون هنووا
في الواول إل  منطقة الحل المشتر لأ أو دد تكون هنا  اوعوبة فوي تحديود الحول 
الأمال بعد الحاول عل  الحول المشوتر لأ لو ل  ي ضول اسوتخدا  طريقوة السويمبلكد  

الأساسوووي هوووو الحاوووول علووو  الحووول الأماوووللأ لووو ل   أن الهوووداالنيتروسووووفيكية. بموووا 
 للنمو ج يريد حلم.تحديد الطريقة المناسبة  باحثيجب عل  ال
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 الرابعالفصل 

خوارزمية السيمبلكس المباشرة النيتروسوفيكية لإيجاد الحل 
 الأمثل للنماذج الخطية

 مقدمة.

اسووتخدا  طريقووة السوويمبلكد المباشوورة ايجوواد الحوول الأماوول للنمووا ج الخطيووة  -4-1
 .   النيتروسوفيكية الموضوعة بالايمة المتنا رة ومن نو  

 الخاتمة.
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 الرابعالفصل 

خوارزمية السيمبلكس المباشرة النيتروسوفيكية لإيجاد الحل 
 الأمثل للنماذج الخطية

 المقدمة:

دوورار البرنوواما  تعوود البرمجووة الخطيووة الأسوولوب المسوواعد علوو  حسوون انتقوواء القوورارات واك
الماووادر المتاحووة لأ تسووتخد   الاعتبووارالأفضوول لل عاليووات المسووتقلة مووب الأخوو  بعووين 

البرمجووة الخطيووة فووي حوول المسووابل التووي يكووون الهوودا فيهووا محوودد ماوول تووأمين ربوو  
الوو، لأ ----أع مووي بالودووت أو الجهوود  رأو توووفيكل ووة أاوومرية تأع مووي أو تووأمين 

مووب ااشووارة إلوو  أن مسووألة البرمجووة الخطيووة الم ل ووة موون تووابب خطووي ومعرفووة علوو  
و المعوووادلات ) القيوووود ( تتميوووز بوجوووود عووودد كبيووور مووون مجموعوووة مووون المتراجحوووات أ

ويكوون المطلووب هوو إيجواد الحول الأماول مون بوين هو ه  المقبولوةغير السالبة الحلول 
هوو ا الحووول نعتموود علوو  المعلوموووات التووي دووودمناها فووي ال اووول  إلووو  الحلووول للواووول

وسوووفيكية الأول عنوودما درسوونا الحلووول غيوور السووالبة لجملووة المعووادلات الخطيووة النيتر 
عنوووووودها اسووووووتخدمنا طريقووووووة السوووووويمبلكد التووووووي تعوووووود الأسوووووواد الرياضووووووي لخوارزميووووووة 

المسووتخدمة ايجوواد الحوول الأماوول للنمووا ج الخطيووة التووي سوونقو   المباشوورةالسوويمبلكد 
 بعرضها في ه ا ال ال:

 خوارزمية السيمبلكس المباشرة لحل النماذج الخطية النيتروسوفيكية:

 مراحل:الاث  المباشرة فيخوارزمية السيمبلكد  تتمال

a.  لم.مرحلة تحويل النمو ج الم روا إل  شكل ن امي مكافئ 
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b.  مرحلوووة تحويووول الشوووكل الن وووامي إلووو  شوووكل داعووودي للحاوووول علووو  الحلوووول
 السالبة.القاعدية غير 

c. المطلوووب موون بووين الحلووول القاعديووة غيوور  ماوولمرحلووة البحووث عوون الحوول الأ
 السالبة. 

باستخدا  خوارزميوة السويمبلكد المباشورة ايجواد الحول الأماول   اله ا السنقو  في 
 ة النيتروسوفيكيةلأ التي ت  عرضها في ال ال الااني من ه ا الكتوابالخطي ا جللنم

 وهنا نميز الحالات التالية:

النموووا ج الخطيوووة النيتروسووووفيكية موضووووعة بالاووويمة المتنوووا رة ومووون النوووو   -1
   . 

النمووووا ج الخطيووووة النيتروسوووووفيكية موضوووووعة بالاوووويمة المتنووووا رة وموووون نووووو   -2
   . 

 النما ج الخطية النيتروسوفيكية موضوعة بالايمة العامة. -3

اسلللتخدام طريقللللة السلللليمبلكس المباشللللرة لإيجللللاد الحللللل الأمثللللل  -4-1
للنملاذج الخطيلة النيتروسللوفيكية الموضلولاة بالصليغة المتنللاظرة 

 :   وم  نوع 

بالاوويمة المتنووا رة كمووا موور     يكتووب النمووو ج الخطووي النيتروسوووفيكي موون نووو  
 معنا في ال ال الااني بالشكل التالي:

 أوجد

                            
 ضمن القيود
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…              

                           

             

 :الآتيةخطوات وفق التتم الدراسة 

 نكتب النمو ج بالايمة القياسية نحال عل  الشكل التالي: .1

 أوجد

                                             

 ضمن القيود
                              
                              

…                

                              

                        

المتحووولات ااضووافية  هنووا نلاحوو  أنلوو  الشووكل القاعوودي إحووول النمووو ج ن  .2
ننطلق منها في البحث عون الحول الأماول لو ل  داعدة أولية  أن تكونتال  
 :الآتيمعلومات النمو ج في الجدول ب يرتنقو  بت
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الكميات 
 المتوفرة

              …       
متحولاتال  

قالادةال  

                 ….              

                 
…

…              

                  …….. 

                                

 تابب الهدا                          

   المعلومات الأساسية للنموذج1نرقم ل جدو

المتحوووولات  تكوووونعنووودها               داعووودة أولووو  م ل وووة مووون المتحوووولات لووودينا
 :الآتيةمتحولات غير داعدية وننتقل إل  الخطوة               

دخالوووم فوووي القاعووودة عووون  .3 نقوووو  بتحديووود المتحوووول المناسوووب مووون المعوووادلات واك
بما أن تابب الهودا    الهدا  سطر تاببطريق دراسة أماال المتحولات في 

سووطر تووابب الهوودا بتعبيوور أخوور فووي  أكبوور القووي  الموجبووةتووابب تع ووي  نختووار 
  :نأخ 

                       

لارتكووازلأ هوو ا بوو ل  نكووون دوود حووددنا عمووود ا   المقابوول للمتحووول     ولوويكن مووالا 
لتحديووود المتحوووول الووو ي سووويخرج مووون سووويدخل إلووو  القاعووودة     يعنوووي أن المتحوووول  

 :الآتينحسب الم شر  وبالتالي سطر الارتكاز القاعدة

     [
   

    
]  
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هوو عناور  لارتكازمب سطر ا لارتكازعمود ا عند تقاطبويكون العنار ال ي يقب 
 .الارتكاز

 عل :نحال  الارتكازعل  عنار  لارتكازنقو  بتقسي  سطر ا -

    

    
 
    

    
   

      

    
   

      

    
   

    

    
   

   

    
 

يكون  الارتكازجميعها أا ار ماعدا عنار  لارتكازنجعل عناار عمود ا -
 .للواحد مساوي

 باسوتخدا و لو  لحساب عاار الجدول الجديود نجري الحسابات المناسبة    -
 العلادات التالية: 

    
           

    

    
 

                 

    
 

   
         

    

    
 

               

    
 

   
         

    

    
 

               

    
 

 :الآتينحال عل  الجدول 
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الكميات 
 المتوفرة

                                
 المتحولات

 القالادة

   
              

            
        

      
     

   
                         

                 
                          

   

    
         

    

    
     

      

    
   

    

    
 

    

    
    

                          

   
                         

  
…

… 
             

               
           

  …    
     

 تابب الهدا  

خطوة الأولى في خوارزمية السيمبلكس المباشرة النيتروسوفيكية  ال2جدول رقم ن  

تودوووا خوارزميوووة السوووويمبلكد علووو  سوووطر توووابب الهووودا فووووي نطبوووق معيوووار  -
 .(2الجدول رد  )

بموووا أن توووابب الهووودا مووون نوووو  تع وووي  يجوووب أن يكوووون سوووطر توووابب : معيلللار التوقللل 
الهوودا فووي الجوودول لا يحوووي أي ديمووة موجبووةلأ )امووا إ ا كووان تووابب الهوودا موون نووو  

أي ديموووة  تقليووول فيجوووب أن يكوووون سوووطر توووابب الهووودا فوووي الجووودول الجديووود لا يحووووي
( ونكوووورر ن وووود 3سووووالبة(لأ فووووي حووووال عوووود  تحقووووق المعيووووار نعووووود إلوووو  الخطوووووة ردوووو  )

وبو ل   المطلووب. ماولالخطوات حت  يتحقق معيوار التودوا ونحاول علو  الحول الأ
نحاوول علوو  حلووول داعديوووة جديوودة نيتروسوووفيكية غيوور سوووالبة وحلووول غيوور داعديوووة 

 الي:)حرة( مساوية للا ر ويكتب الحل المال بالشكل الت
    

     
       

           
يماوووووول الحوووووول النهووووووابي فووووووي حووووووال كانووووووت الحلووووووول القاعديووووووة هووووووي  الآتوووووويلجوووووودول ا

              



 النماذج الخطية النيتروسوفيكية وخوارزميات لإيجاد الحل الأمثل لها

- 62- 
 

الكميات 
 المتوفرة

                
                المتحولات                 

 القالادة

   
                       

          
          

   
   

                                
          

   
                        

  
   

                                 
          

   
                     

         
 تابب الهدا          

 في خوارزمية السيمبلكس المباشرة النيتروسوفيكيةالحل النهائي   3جدول رقم ن

هي أماال المتحولات ااضافية في القيود وفي تابب الهدا بعد     و       حيث 
 :ابقة ال كر ويكون الحل الأمال هوجراء العمليات المتكررة السإ

      
        

          
  

 يعطي القيمة الع م  لتابب الهدا التالية:ال ي 
          

        
          

  

  :الآتيمن خلال الماال  قما سبنوض  

 :1مثال

 :ةكلاسيكية قيم المسألبيانات 

لأ إن              بإستخد  أربب مواد أوليوة     تنتا شركة نوعين من المنتجات 
المقووادير اللازمووة موون كوول موون هوو ه المووواد انتوواج الوحوودة الواحوودة موون كوول منووتا موون 

والكميات المتوفرة من المواد الأولية والرب  العابد مون الوحودة الواحودة     المنتجين 
 من كلا المنتجين موضحة بالجدول التالي: 
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الكميات المتوفرة م  
 المواد الأولية

 المنتجات للوحدة الواحدةالكميات اللازمة 

     المواد الأولية

          

          

          

          

 لرب  العابد من الوحدة الواحدةا     

 لبيانات الكلاسيكية للمسألة  ا4جدول رقم ن

  المطلوب:

موا أكبور     ايجاد الخطة اانتاجيوة المالو  التوي تجعول ربو  الشوركة مون المنتجوين 
 يمكن.

لأ بعوود    بووالرمز   وموون المنووتا     بووالرمز   نرمووز للكميووات المنتجووة موون المنووتا 
وعليووم      و      بنوواء النمووو ج الرياضووي المناسووب وحلووم نتواوولنا إلوو  أن 

 وحدة نقدية         يكون الرب  الأع مي 

 نيتروسوفيكية: قيمالمسألة بيانات  

لأ إن              بإستخد  أربب مواد أوليوة     تنتا شركة نوعين من المنتجات 
المقووادير اللازمووة موون كوول موون هوو ه المووواد انتوواج الوحوودة الواحوودة موون كوول منووتا موون 

والكميات المتوفرة من المواد الأولية والرب  العابد مون الوحودة الواحودة     المنتجين 
 :الآتية بالجدول من كلا المنتجين موضح
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الكميات المتوفرة م  
 المواد الأولية

 المنتجات الكميات اللازمة للوحدة الواحدة

     المواد الأولية

[     ]        

[     ]        

[     ]        

[     ]        

 لرب  العابد من الوحدة الواحدةا [   ] [   ] 

 للمسألة نيتروسوفيكية  البيانات ال5جدول رقم ن

 المطلوب: 

أكبور موا     ايجاد الخطة اانتاجيوة المالو  التوي تجعول ربو  الشوركة مون المنتجوين 
 يمكن.

نقووو   لأ   بووالرمز   وموون المنووتا     بووالرمز   نرمووز للكميووات المنتجووة موون المنووتا 
 ببناء النمو ج الرياضي المناسب نحال عل  

   [   ]    [   ]        

 

 القيودضمن 
        [     ]

       [     ]

    [     ]

    [     ]

 

        

 عل :نحول ه ا النمو ج إل  الشكل الن امي نحال 
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   [   ]    [   ]                        

 ضمن القيود

           [     ]

          [     ]

       [     ]

       [     ]

 

                    

  :الآتينرتب المعلومات السابقة في الجدول 

الكميات 
 المتوفرة

                  
 المتحولات

 القاعدة
[     ] 0 0 0 1 3 2    
[     ] 0 0 1 0 1 2    
[     ] 0 1 0 0 3 0    

[     ] 1 0 0 0 0 3    

 تابب الهدا [   ] [   ] 0 0 0 0     

 لخطوة الأولى بطريقة السيمبلكس  ا6جدول رقم ن

 م ل وووووووة مووووووون المتحوووووووولات يووووووومنلاحووووووو  أن المتحوووووووولات ااضوووووووافية تشوووووووكل داعووووووودة أول
متحوووولات غيووور داعديوووة وننتقووول          عنووودها نعتبووور المتحوووولات              

 :الآتيةإل  الخطوة 

دخالم في القاعودة عون طريوق دراسوة  نقو  بتحديد المتحول المناسب من المعادلات واك
بما أن توابب الهودا توابب تع وي     الهدا  عبارة تاببأماال المتحولات الداخلة في 
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نختار المتحول  ا أكبر أماال موجبة مون السوطر الأخيور فوي الجودول أي مون سوطر 
 :خر نأخ آتابب الهدا بتعبير 

    [   ] [   ]  [   ] 

أي  لارتكوازلتحديود سوطر ا لارتكوازب ل  نكون دد حددنا عمود ا   المقابل للمتحول 
 التالي:المتحول ال ي سيخرج من القاعدة نحسب الم شر 

     [
[     ]

 
 
[     ]

 
 
[     ]

 
]  

[     ]

 
 [   ] 

ويكووووون     وهووووو السووووطر المقابوووول للمتحووووول لارتكووووازنكووووون بوووو ل  دوووود حووووددنا سووووطر ا
هوو عناور   أي  لارتكوازموب سوطر ا لارتكوازالعنار ال ي يقب عند تقاطب عمود ا

 :عل نحال   نقو  بتقسي  سطر الدوران عل   أولا   الارتكازلأ
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
[     ]

 
 [   ] 

يكوووون  الارتكوووازجميعهوووا أاووو ار ماعووودا عناووور  الارتكوووازاووو  نجعووول عنااووور عموووود 
 العلادات التالية:  باستخدا نجري الحسابات المناسبة و ل   للواحدلأ مساوي

    
           

    

    
 

                 

    
 

   
         

    

    
 

               

    
 

   
         

    

    
 

               

    
 

 

 

 



 النماذج الخطية النيتروسوفيكية وخوارزميات لإيجاد الحل الأمثل لها

- 67- 
 

 :الآتينحال عل  الجدول 

الكميات 
 المتوفرة

                  
 المتحولات

 القالادة

[   ]   

 
 0  0  1 3  0    

[   ]   

 
 0  1 0  1 0    

[     ] 0 
1 0  0    0    

[   ]  

 
 0  0  0  0  1    

  

 [     ] [
  

 
 
  

 
] 0  0  0  تابع الهد  0 [   ] 

 بطريقة السيمبلكس ثانية  الخطوة ال7جدول رقم ن

   نوودرد سووطر تووابب الهوودا نلاحوو  أنووم لايووزال هنووا  ديمووة موجبووة مقابلووة للمتحووول 

سوويدخل إلوو  القاعوودة ولتحديوود المتحووول الوو ي سوويخرج موون    هوو ا يعنووي أن المتحووول 
 القاعدة نحسب الم شر 

     [
[   ]

 
 
[   ]

 
 
[     ]

 
]  

[   ]

 
 [

 

 
  ] 

نقسو  السوطر   في ه ا السطر تساوي      وبما أن أماال     وه ا مقابل للمتحول 
 الآتي:ونقو  بالحسابات اللازمة نحال عل  الجدول  لأ  الأول عل  
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                   الكميات المتوفرة
 المتحولات 

 القالادة

[
 

 
  ]   

 
 0  0  

 

 
 1 0     

[
  

 
  ]   

 
 0  1 

 

 
 0  0     

[    ]  

 
 1 0  -1 0  0     

[   ]  

 
 0  0  0 0  1    

   [     ] [
  

 
   ] 0  0  [-2, -1] 0  0  تابب الهدا 

 النهائي  الحل 8نجدول رقم 

نلاحوو  أنووم فووي سووطر تووابب الهوودا جميووب القووي  إمووا أاوو ار أو أعووداد نتروسوووفيكية 
 وهو:ه ا يعني أننا توالنا إل  الحل الماالي  سالبةلأ

  
  [   ]   

  [
 

 
  ]    

  [
  

 
  ]    

  [    ]   
    

    

 نجد:نعوا الحل الأمال بتابب الهدا 

      [   ] [   ]  [   ] [
 

 
  ]  [     ]  [    ]  [     ] 

 الجدول.ن د النتيجة الموجودة في 

 نجد:الحل الأمال بالقيود  نعوا

 [   ]   [
 

 
  ]    [     ]

 [   ]  [
 

 
  ]  [

  

 
  ]  [     ]

 [
 

 
  ]  [    ]  [     ]

 [   ]    [     ]
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 نلاح  الحل الأمال يحقق جميب القيود.

  :الآتينلخص النتابا السابقة في الجدول 

 البيانات كلاسيكية

 بيانات المسألة النتابا

                              

50 3 5 18 15 13 19 5 7 

 البيانات النيتروسوفيكية

 بيانات المسألة النتابا

                                       

[29,68]  
[
 

 
  ] [5,7]  [15,21]  [12,18]  [10,16]  [14,20]  [3,6]  [5,8] 

   المقارنة بي  نتائج حل المسألة والبيانات كلاسيكية والبيانات نيتروسوفيكية9رقم نجدول 

النملللاذج الخطيلللة النيتروسلللوفيكية موضلللولاة بالصللليغة المتنلللاظرة ومللل  نلللوع  - 2
   . 

بالاووويمة المتنوووا رة كموووا مووور     يكتووب النموووو ج الخطوووي النيتروسووووفيكي مووون نووو  
 :الآتيمعنا في ال ال الااني بالشكل 

 أوجد
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 ضمن القيود
                           
                           

…              

                           

             
 نستطيع البحث لا  الحل الأمثل بإتباع احدى الطرق التالية: 

يمكوون إيجوواد الحوول الأماوول للنمووو ج الخطووي السووابق بووأن نحووول تووابب الهوودا  -
إلوو  تووابب موون نووو  تع ووي  كمووا موور معنووا فووي ال اوول الاوواني و لوو  بضوورب 

(لأ ا  نقوو  بكتابوة النموو ج بالاويمة القياسويةلأ هنوا -1سطر تابب الهدا بو )
داعوودة أوليووة جوواهزة لأن المتحووولات ااضووافية جميعهووا  دأنووم لا يوجوونلاحوو  

مسوووبودة بإشوووارة نوووادصلأ أي يجوووب أن نبحوووث أولا عووون حووول أولوووي اووو  نقوووو  
بتحسووووين هوووو ا الحوووول إلوووو  أن ناوووول إلوووو  الحوووول الأماوووول و لوووو  بإتبووووا  ن وووود 

 الخطوات السابقة.

نوووو  نسوووتطيب أيضوووا إيجووواد النموووو ج المرافوووق وبالتأكيووود سووويكون كتنوووا ر مووون  -
تع وووووي  اووووو  نقوووووو  بإيجووووواد الحووووول الماووووول لوووووم كموووووا فعلنوووووا سوووووابقا أو باسوووووتخدا  
الخوارزميووة المزدوجووة لحوول النمووو ج والنمووو ج المرافووق التووي سنعرضووها فووي 

 ال ال السابب من ه ا الكتاب

ي ضوول فووي ماوول هوو ه النمووا ج اسووتخدا  خوارزميووة السوويمبلكد الااووطناعية   -
 ه ا الكتاب. التي سيت  عرضها في ال ال السادد من
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أيضا يمكننا أن نجد الحل بدون إجراء أي تميير في تابب الهدا ولكن نقو   -
بتعديل واحد عل  الخطوات السابقة ال كر وهو أننا عندما نريد تحديد عمود 
الارتكوواز نختووار العناوور الأكاوور سووالبية ويكووون عموووده هووو عمووود الارتكوواز 

دووا هنووا هووو أن تكووون جميووب ونتوابب الحوول كمووا موور معنووالأ ويكووون معيوار التو 
 عناار سطر تابب الهدا اما موجبة أو ا ر.

 :روسوفيكية موضولاة بالصيغة العامةالنماذج الخطية النيت - 3

 بالايمة العامة التالية: يكتب النمو ج الخطي النيتروسوفيكي

 أوجد
                                    

 ضمن القيود

                      (
 
 
 
)                 

             
كخطوة أول  نقو  بكتابة النمو ج بالاويمة القياسويةلأ ولكتابتوم بالشوكل القاعودي نودر 

بعوووا المتحوووولات ااضوووافية ياووول  أن يكوووون هنوووا نلاحووو  أن المتحوووولات ااضوووافية 
 ا كان هنوا  بعوا القيوود مون نوو  متحولا داعديا وبعضها الأخر لا يال لأ أيضا إ

داعديووة أوليوووة  دمقابلهووا متحووولات إضووافيةلأ بالنتيجووة لا يوجوو دمسوواويات فإنووم لا يوجوو
جاهزة ونحن بحاجة إل  بناء داعدة أولية ننطلق منها في البحث عن الحول الأماوللأ 
ا أيضا هنا ي ضل استخدا  السيمبلكد  ات القاعدة الااطناعية التوي سويت  عرضوه

 ال ال السادد من ه ا الكتاب.في 
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 ملاحظات هامة:

فووووي الجوووودول النهووووابي للنمووووو ج موووون نووووو  تع ووووي  إ ا كانووووت بعووووا الأماووووال المقابلووووة 
للمتحولات الحرة في سوطر توابب الهودا موجبوة هو ا يعنوي أننوا لو  نتواول إلو  الحول 

قيموة الماالي المطلوبلأ وعلينا في هو ه الحالوة أن نحو ا المتحوولات الحورة المقابلوة لل
( ونجري اللاز  نكرر ه ه العمليات حت  نحال علو  2الموجبة نعود إل  الخطوة )
الأاو ار أو أعوداد سوالبة )موجبوة(. أو نتواول إلو   إلاسطر تابب الهودا لا يحووي 

 :الآتيةإحدى الحالات 

a)  لأ   لا يوجووود حووول ماوووالي لأن منطقوووة الحلوووول م توحوووة باتجووواه تزايووود التوووابب
 عد  وجود عنار موجب في عمود الارتكاز.ونستدل عل   ل  من 

b)  يوجووود عووودد لانهوووابي مووون الحلوووول المالووو  و لووو  بسوووبب كوووون مسوووتويات توووابب
موازية لأحود أضولا  أو سوطوح منطقوة الحول المشوتركةلأ نسوتدل    الهدا 

عل   ل  من  هور ا ر في السطر الأخير مقابل لأحد المتحوولات الحورة 
ها يمكننا الحاول عل  حل أمال أخر في جدول الحل الأمال الأخيرلأ عند

بتبديل المتحول بأحد المتحولات القاعديةلأ ونتيجة لو ل  سنحاول علو  حول 
 داعدي آخر.

c)  حالة عد  وجود أي حل أمال يحدث  ل  بسبب تعارا القيود بعضوها موب
بعووالأ ونسووتدل علوو   لوو  موون عوود  وجووود أي عناوور موجووب عوودا الاابووت 

في أحد الأسوطر هو ا يعنوي أن الطورا الأيمون يأخو  ديموة سوالبة بينموا     
 عند تعارا القيود. إلايحدث  الطرا الأيسر يأخ  ديمة موجبة وه ا لا
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d)  علينا أن نتحقق من أنم يحقق جميب القيوود  الأمالبعد الحاول عل  الحل
الم روضووة ويعطينووا القيمووة ن سووها لتووابب الهوودالأ و لوو  موون خوولال التعووويا 

 بتابب الهدا والقيود.

 الخاتمة:

( أنوووم عنووود اسوووتخدا  9نسوووتنتا مووون الدراسوووة السوووابقة والنتوووابا الموضوووحة بالجووودول ) 
البيانات النيتروسوفيكية نحال عل   مجالات  أي دي  غيور محوددة وهو ا اللاتحديود 
يكون أكار  ددة  ويحاكي الوادب ويراعي مع    التميورات التوي يمكون أن تطورأ علو  

عموول الن ووا  الوو ي يمالووم النمووو ج الرياضووي الخطووي  فووي حووين  أن  القووي  التووي بيبووة 
تأخو  بعوين  نحال عليها عنود الحول وفوق البيانوات الكلاسويكية هوي  دوي  محوددة  ولا

الاعتبووار التميوور الوو ي يمكوون أن يطوورأ علوو  بيبووة عموول الن ووا  الوو ي يمالووم النمووو ج 
ة تووووفر لنوووا دراسوووة أعووو  وأشووومل مووون الرياضوووي لأ وعليوووم فوووإن البيانوووات النيتروسووووفيكي
أي أن العمووول باسووتخدا  البيانوووات لأ الدراسووة باسووتخدا  البيانوووات الكلاسوويكية المعروفووة

الكلاسويكية  لو  يعود كافيوا  فوي الودوت الحواليلأ لأن تطوور العلوو  وعود  الاسوتقرار فوي 
وضووب بيبووة عموول المنشووأة وضووب أمامنووا عووددا  كبيوورا  موون الحووالات  التووي تحتوواج إلوو  
معالجة سريعة ودديقة لت ادي الخسابر التي يمكون أن تتعورا لهوا المنشوأة لأ  الأمور 
الووو ي لا يمكوووون معالجتووووم باسووووتخدا  البيانوووات الكلاسوووويكي  وهنووووا يووووأتي دور البيانووووات 
النيتروسوفيكية التي تقد  لنا شمولية أكار في ت سير النتابا وتسواعدنا فوي الحاوول 

 ا موون جانووب وموون جانووب ال نركووز علوو  ضوورورة لأ هووعلوو  النتووابا الدديقووة المطلوبووة
اختيووار الخوارزميووة المناسووبة لحوول النمووو ج ديوود الدراسووة موون بووين الخوارزميووات التووي 

 سنعرضها في ه ا الكتاب لتوفير الجهد والودت عن البحث عن الحل الأمال.
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 الفصل الخامس

المعدلة لإيجاد خوارزمية السيمبلكس المعدلة النيتروسوفيكية 
 لأمثل للنماذج الخطيةالحل ا

 قدمة.م

 .خطوات خوارزمية السيمبلكد المعدلة النيتروسوفيكية -5-1

 الخاتمة. 
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 الفصل الخامس

المعدلة لإيجاد خوارزمية السيمبلكس المعدلة النيتروسوفيكية 
 الحل الأمثل للنماذج الخطية

 قدمة:م

النيتروسوووفيكية التوي توو  تقووديمها نقود  فووي هو ا ال اوول خوارزميووة السويمبلكد المعدلووة 
لمعالجة الاعوبة التي كنا نواجهها عند تطبيق خوارزمية السيمبلكد المباشورة وهوي 
الكو  الكبيور مون العمليوات الحسووابية المطلووب القيوا  بهوا فووي كول خطووة مون خطوووات 

 الحل الأمر ال ي يحتاج إل  الكاير من الودت والجهد.

 السيمبلكس المعدلة النيتروسوفيكية:خطوات خوارزمية  -5-1

نوض  خطوات خوارزمية السويمبلكد المعدلوة مون خولال النموو ج الرياضوي الخطوي 
 النيتروسوفيكي التالي: 

                         

                       

                       

                       

                  
                       

 

             
ايجوووواد الحوووول الأماوووول لهوووو ا النمووووو ج الخطووووي النيتروسوووووفيكي باسووووتخدا  خوارزميووووة 

 السيمبلكد المعدلة 
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نكتووب النمووو ج الخطووي النيتروسوووفيكي بالاوويمة القياسووية نحاوول علوو   -1
 النمو ج التالي:

                                       

                          

                          

                          

                   
                          

 

                           

إلو  الشوكل القاعودي ونضوب المعواملات فوي  قياسويول النمو ج الخطي النح -2
 جدول مختار يتضمن عموده الأول 

 المتحولات القاعدية وفي سطره الأعل  المتحولات غير القاعدية فقط.         
a.  نحدد عمود الارتكاز وهو العمود المقابل لأكبر ديمة موجبوة فوي سوطر توابب

كوان توابب الهودا توابب تقليول فهوو  تع وي  )أموا إ االهدا لأن توابب الهودا توابب 
 .  العمود المقابل لأكار القي  سالبية( وليكن ه ا العمود هو عمود المتحول 

b. نحدد سطر الارتكاز 

 يت  تحديد سطر الارتكاز من خلال الم شر التالي:

     [
   

   
]  

   

   
                    

   وليكن ه ا السطر هو سطر المتحول القاعدي 

عندها يكون عنار الارتكاز هو العنار الناتا من تقاطب عموود الارتكواز 
    وسطر الارتكاز أي 

 :الآتينوض  الخطوة الاانية من خلال الجدول 
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Non-Basic Variables 

 

Basic Variables 

   

 
   

….. 

 
   …. 

   

 
    

           ……     …..         

           .......     ….         

…….. ……. …….. ……. …… ….. …… ……. 

           ……     ……         

…… …… …… …. ….. ….. …… ……. 

           …….     ….         

           ……     …..            

   جدول لانصر الارتكاز1جدول رقم ن

نقوووو  بحسووواب العنااووور الجديووودة المقابلوووة لسوووطر الارتكووواز وعموووود الارتكووواز  -3
 وفق الخطوات التالية: 

 مقلوبم       نضب مقابل عنار الارتكاز 

   
 

نحسووب عنااوور السووطر المقابوول لسووطر الارتكوواز )مووا عوودا عناوور سووطر الارتكوواز( 
    بتقسي  عناار سطر الارتكاز عل  عنار الارتكاز 

نحسووب جميووب عنااوور العمووود المقابوول لعمووود الارتكوواز )مووا عوودا عناوور الارتكوواز( 
 ( -1ا  ضربها بو )    بتقسي  عناار عمود الارتكاز عل  عنار الارتكاز 

 نقو  بحساب العناار الأخرى من العلادات التالية:  -4

   
         

   

   
 

             

   
 

   
         

   

   
 

             

   
 



 النماذج الخطية النيتروسوفيكية وخوارزميات لإيجاد الحل الأمثل لها

- 78- 
 

   
         

   

   
 

             

   
 

 :الآتينحال عل  الجدول 
Non-Basic Variables 

Basic Variables 
      …..    ….       

  

      
     

  ……     

   
 

…..    
     

  

      
     

  .......     

   
 

….    
     

  

…….. ……. …….. ……. …… ….. …… ……. 

      

   
 

   

   
 

……  

   
 

……    

   
 

   

   
 

…… …… …… …. ….. ….. …… ……. 

      
     

  …….     

   
 

….    
     

  

      
     

  ……     
   

 
…..    

        
  

   أول مرحلة في البحث لا  الحل الأمثل2جدول رقم ن

نطبوق معيووار تودووا خوارزميووة السوويمبلكد علوو  سووطر تووابب الهوودا فووي الجوودول ردوو  
 :الآتي( 2)

بما أن تابب الهدا من نو  تع ي  يجب أن يكون سطر تابب الهودا فوي الجودول لا 
يحوووي أي ديمووة موجبووةلأ )امووا إ ا كووان تووابب الهوودا موون نووو  تقليوول فيجووب أن يكووون 

يحووووي أي ديموووة سوووالبة(لأ فوووي حوووال عووود  سوووطر توووابب الهووودا فوووي الجووودول الجديووود لا 
( ونكرر ن ود الخطووات حتو  يتحقوق معيوار 3تحقق المعيار نعود إل  الخطوة رد  )

 التودا ونحال عل  الحل الماالي المطلوب.

 : الآتينوض  ما سبق من خلال الماال 
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 مثال:

ويبوين             باسوتخدا  أربوب موواد خوا     تنوتا شوركة نووعين مون المنتجوات
الكميات اللازمة من كل مادة مون هو ه الموواد انتواج وحودة واحودة مون  تيالجدول الآ

كووول مووون المنتجوووين ألأ بلأ والكميوووات المتووووفرة مووون الموووواد الأوليوووةلأ والووورب  العابووود مووون 
 :وحدة واحدة من كلا المنتجين

 الكميات المتوفرة

 المنتجات الكمية المطلوبة للوحدة الواحدة

     المواد

[     ]        
[     ]        
[     ]        
[     ]        

 الرب  للوحدة الواحدة [   ] [   ] 

   بيانات المسألة3جدول رقم ن

 مطلوب:ال

كبيوورة دوودر    إيجوواد خطووة اانتوواج الأماوول التووي تجعوول أربوواح الشووركة موون المنتجووين 
 اامكان.

لأ سوويت     بووالرمز  لأ وموون المنووتا   بووالرمز   المنتجووة موون المنووتا  للكميووةرمووز ن
 :تيعل  النحو الآ باستخدا  م اهي  عل  النيتروسوفيكي سألةإعادة اياغة الم

     [   ]    [   ]    
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        [     ]

       [     ]

    [     ]

    [     ]

 

          
 نطبق خوارزمية السيمبلكد المعدلة:

 الايمة القياسية للنمو ج الخطي السابق هي:  -1
     [   ]    [   ]                    

           [     ]

          [     ]

       [     ]

       [     ]

 

                      

 : تيالآ جدول السيمبلكد المعدلة النيتروسوفيكيةنن   المعلومات السابقة ب -2

         

 المتحولات 
 القالادة

[     ] 3 2    
[     ] 1 2    
[     ] 3 0    
[     ] 0 3    

 تابع الهد  [   ] [   ]    

   جدول السيمبلكس وفق خوارزمية السيمبلكس المعدلة النيتروسوفيكية4جدول رقم ن
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أي أن عمووووووود لأ  مقابوووووول العمووووووود  [   ]  [   ] [   ]     موووووون الواضوووووو  أن 
إلووو     المتميووور  ادخووواليعنوووي أنوووم يجوووب هوووو عموووود الارتكوووازلأ وهووو ا     المتحوووول 
التووووي يجووووب  قاعوووديالمتميوووور الالقاعديووووةلأ لتحديووود بوووودلا  مووون أحوووود المتميووورات القاعووودة 
 : نقو  بحساب الم شر إخراجملأ 

     [
[     ]

 
 
[     ]

 
 
[     ]

 
]  

[     ]

 
 [   ] 

والعناووور  هوووو سوووطر الارتكوووازلأ   متميووور للمقابووول ال لسوووطرإلووو  أن ا  تشوووير ديموووة 
 الارتكووازلأهووو عناوور (     تقوواطب عمووود الارتكوواز وسووطر الارتكوواز الموجووود فووي 
 ينتا:عل  عنار الارتكاز      سطر المتحول تقس  عناار 

نقو  بحساب عناار الجودول الجديود وفوق الخطووات المو كورة سوابقا نحاول  -3
 :تيعل  الجدول الآ

  
        

 المتحولات

 القالادة

[   ]     

 
    

[   ] 1 
  

 
    

[     ] 3 0    

[   ] 0 
 

 
    

  [     ] [   ] [
  

 
 
  

 
 تابع الهد  [

   جدول الخطوة الأولى في البحث لا  الحل الأمثل5جدول رقم ن
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 :تودا في الخوارزمية نجدالنطبق معيار  -4

هو ا يعنوي أننوا لو  ناول  [   ] الهودا تابب سطرلا تزال هنا  ديمة غير سالبة في 
 تي: ل  نعيد الخطوات السابقة وفق الآبعد إل  الحل الأمال ل

المتميوووورات  إلوووو     إدخوووال المتميوووور يعنووووي أنووووم يجووووبلأ هووو ا   عمووووود لوهوووو مقابوووول  
وعموده يكون هو عمود الارتكازلأ لتعين سطر الارتكاز أي المتحول ال ي  الأساسية

 :  يجب أن يجرج من القاعدة نحسب الم شر 

     [
[   ]

 
 
[   ]

 
 
[     ]

 
]  

[   ]

 
 [

 

 
  ] 

    سوطرلأ تقسوي  3يسواوي  عنودها يكوون عناور الارتكواز لأ   متمير للوهو مقابل 
اللازموووة لعناووور الجووودول الجديووود نحاووول علووو  الجووودول  تونقوووو  بالحسوووابالأ 3علووو  
 :تيالآ

  
        

 المتحولات

 القالادة

[
 

 
  ]  

 
   

 
    

[
  

 
  ]   

 
   

 
    

[    ]     

 
    

[   ] 0 1    

 تابع الهد  [     ] [     ] [     ]  

 جدول الحل النهائي  6جدول رقم ن
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نطبوووق معيوووار تودوووا الخوارزميوووة نجووود أن المعيوووار دووود تحقوووق وبالتوووالي تواووولنا الووو  
 حالنا الحل الأمال 

 الحل الأمال للنمو ج الخطي هو:

  
  [   ]   

  [
 

 
  ]    

  [
  

 
  ]    

  [    ]   
    

    

 ويقابل ديمة لتابب الهدا هي:

     [   ] [   ]  [   ] [
 

 
  ]  [     ]  [    ]  [     ] 

جميعهووا لأن و واضوو  موون عنااوور سووطر تووابب الهوودا أننووا تواوولنا إلوو  الحوول الأماوول 
 وبالتالي يكون الحل الأمال هوسالبة دي  نيتروسوفيكية 

  
  [   ]   

  [
 

 
  ]    

  [
  

 
  ]    

  [    ]   
    

    

جميووب القووي  التووي حاوولنا عليهووا هووي دووي  نيتروسوووفيكيةلأ نعوووا هوو ه القووي  فووي دالووة 
 الهدا نجد:

     [   ] [   ]  [   ] [
 

 
  ]  [     ]  [    ]  [     ] 

  هوو ا يعنووي أنووم يجووب علوو  الشووركة انتوواج الكميووة 
والكميووة   موون المنووتا   [   ]  

  
  [

 

 
النيتروسوووفيكية  ةوهووو القيموولأ بوو ل  تحقووق ربوو  أع مووي   موون المنووتا  [  
 ة:تيالآ

     [     ] 
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للمقارنة بين طريقة السيمبلكد المعدلة وطريقة السويمبلكد المباشورة دمنوا بحول ن ود 
  باستخدا  خوارزمية السيمبلكد المباشرة وفيما يلي جداول الحل:الماال 

                     
Non-basic var. 

Basic var. 
[     ] 0 0 0 1 3 2    
[     ] 0 0 1 0 1 2    

[     ] 0 1 0 0 3 0    

[     ] 1 0 0 0 0 3    
    0 0 0 0 [   ] [   ] Objective fun. 

   جدول السيمبلكس وفق خوارزمية السيمبلكس المباشرة النيتروسوفيكية7جدول رقم ن

 

                     
Non-basic var. 

Basic var. 

[   ]   

 
 0  0  1   0    

[   ]   

 
 0  1 0  1 0    

[     ] 0 1 0  0  3  0    

[   ]  

 
 0  0  0  0  1    

  [     ] [
  

 
 
  

 
] 0  0  0  [   ] 0 Object. Fun. 

   جدول الخطوة الأولى في البحث لا  الحل الأمثل8رقم نجدول 
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Non-basic var. 

basic var. 

[
 

 
  ]   

 
 0  0  

 

 
 1 0     

[
  

 
  ]   

 
 0  1 

 

 
 0  0     

[    ]  

 
 1 0  -1 0  0     

[   ]  

 
 0  0  0 0  1    

  [     ] [
  

 
   ] 0  0  [-2, -1] 0  0  Object. Fun. 

   جدول الحل النهائي9جدول رقم ن

إلوو  الحوول الأماوول ولأن جميعهووا  واضوو  موون عنااوور سووطر تووابب الهوودا أننووا تواوولنا
 دي  نيتروسوفيكية سالبة أو ا ر وبالتالي يكون الحل الأمال هو

  
  [   ]   

  [
 

 
  ]    

  [
  

 
  ]    

  [    ]   
    

    

جميووب القووي  التووي حاوولنا عليهووا هووي دووي  نيتروسوووفيكيةلأ نعوووا هوو ه القووي  فووي دالووة 
 الهدا نجد:

     [   ] [   ]  [   ] [
 

 
  ]  [     ]  [    ]  [     ] 

  هوو ا يعنووي أنووم يجووب علوو  الشووركة انتوواج الكميووة 
والكميووة   موون المنووتا   [   ]  

  
  [

 

 
لأ بوو ل  تحقووق ربوو  أع مووي وهووو القيمووة النيتروسوووفيكية   موون المنووتا  [  
 ة:تيالآ

     [     ] 
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 لخاتمة: ا

الحاووول مون الدراسووة السووابقة نلاحوو  أننووا حاوولنا علو  ن وود الحوول الأماوول الوو ي توو  
عليووم عنوودما اسووتخدمنا طريقووة السوويمبلكد المباشوورة ولكوون بعوودد موون الحسووابات أدوول 
بكاير من العدد ال ي دمنا بم في خوارزمية السيمبلكد المباشرة كما هوو واضو  مون 
( 4خووولال مقارنوووة جوووداول الحووول باسوووتخدا  طريقوووة السووويمبلكد المعدلوووة جووودول ردووو  )

ل الحووول باسوووتخدا  طريقوووة السووويمبلكد ( موووب جوووداو 6( وجووودول ردووو  )5وجووودول ردووو  )
( لأ وعليووم اختاووارا للودووت 9( وجودول ردوو  )8( وجوودول ردوو  )7المباشورة جوودول ردوو  )

والجهد نركز علو  ضورورة اسوتخدا  طريقوة السويمبلكد المعدلوة ايجواد الحول الأماول 
  عووودد كبيووور مووون المتحوووولات للنموووا ج الخطيوووة وخااوووة عنووودما يحووووي النموووو ج علووو

 .والقيود
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 الفصل السادس

 إيجاد حل قالادة للنماذج الخطية باستخدام متحولات اصطنالاية
 .المقدمة

 لسيمبلكد  ات القاعدة الااطناعية.خوارزمية ا -6-1

 .تجميب القيود من نو  مساويامعالجة النمو ج و  -6-2

 .مختلطةمعالجة النمو ج القيود  -6-3

 الخاتمة.
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 الفصل السادس

 قالادة للنماذج الخطية باستخدام متحولات اصطنالايةإيجاد حل 

 لمقدمة:ا

نقد  في ه ا ال ال خوارزمية السيمبلكد بمتحولات ااطناعية النيتروسوفيكيةلأ 
جاهزة نتمكن  ةفيها داعد دالتي ي ضل استخدامم في النما ج الخطية التي لا يوج

الحاول عل  الحل الأمال ل ل  يت  إضافة متحولات ااطناعية إل   امن خلاله
متحول داعديلأ وكخطوة أول  في  ييساوي عدد القيود التي لا تحو  االقيود عدده

البحث عن الحل الأمال يجب أن نتخلص من جميب المتحولات الااطناعية 
وار عل  وتحويلها إل  متحولات غير داعدية حت  تأخ  ديمة الا ر وب ل  لا ت

 ة:تيمن خلال الدراسة الآ قالحل الماالي للنمو ج الخطيلأ نوض  ما سب

 خوارزمية السيمبلكس ذات القالادة الاصطنالاية: -6-1

الماية من حل النما ج الخطية هي اختيار الحل الأمال من مجموعة الحلول 
المقبولة ويت   ل  انطلادا من حل داعدة يت  تحسينم باستخدا  خوارزمية السيمبلكد 

 تتمال بالاث مراحل أساسية:التي المباشرة 

a.  .مرحلة تحويل النمو ج الم روا إل  شكل ن امي مكافئ لم 
b.  الن امي إل  شكل داعدي للحاول عل  الحلول مرحلة تحويل الشكل

 القاعدية غير السالبة.
c.  مرحلووة البحووث عوون الحوول الماووالي المطلوووب موون بووين الحلووول القاعديووة غيوور

السالبة. وعليم فأن عملية البحث عن الحل الأمال لا تبدأ إلا بعد الحاول 
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رة عل  حل داعدةلأ ولكن في العديد مون النموا ج الخطيوة نواجوم اوعوبة كبيو
فووي الحاوووول علووو  الحووول القاعووودة لوو ل  تووو  ادتوووراح طريقوووة السووويمبلكد  ات 
القاعووودة الااوووطناعيةلأ حيوووث يوووت  تشوووكيل داعووودة م ل وووة مووون مجموعوووة مووون 
المتحوووولات الااوووطناعية غيووور السوووالبة تضووواا إلووو  القيوووود التوووي لا تحووووي 
متحوووول داعووودة وبووو ل  يوووت  الحاوووول علووو  حووول القاعووودة اووو  نقوووو  بتحسوووينم 

وارزميووة السوويمبلكد المباشوورة حتوو  نحاوول علوو  الحوول الأماوول. باسووتخدا  خ
فووي هوو ا البحووث سوونقو  بإعووادة اووياغة خوارزميووة السوويمبلكد  ات القاعوودة 
الااطناعية ايجاد الحول الأماول للنموا ج الخطيوة التوي يكوون مون الاوعب 

 الحاول عل  حل داعدة لها و ل  باستخدا  م اهي  عل  النيتروسوفي  

 نل المسألة: 

 :تيأوجد الحل الأمال للنمو ج الخطي الآ
                         

                       

                       

                       

                
                       

 

                        
                                                       حيث 

   مجموعة من القي  النيتروسوفيكية المعلومة وتال بيانات المسألة ديد الدراسة و 
 هي مجاهيل المسألة التي يطلب تعينها حت  يحقق تابب الهدا ديمتم الع م .
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وه ا النمو ج   وعدد القيود   في النمو ج السابق نلاح  أن عدد المتحولات 
 موضو  بالايمة الن امية.

ننتقل إل  المرحلة الاانية وهي إيجاد حل داعدي هنا نستخد  خوارزمية السيمبلكد 
 :بما يأتي  ات القاعدة الااطناعية التي تتمال

ن نضيا إل  أا و ل  بنشكل من الشكل الن امي شكلا داعديا ااطناعي -1
غير  الطرا الأيسر لكل معادلة من معادلات القيود متحولا ااطناعيا  

ب ل  نشكل داعدة تتألا من المتحولات غير السالبة     سالب
           . 

بما أن المتحولات الااطناعية أدخلت عل  ديود كانت في الأال   -2
معادلات خطية ل ل  يجب أن تأخ  ه ه المتحولات ديمة الا ر حت  لا 

 تتأار القيود الخطية.

ل ل  يجب ان ننقلها جميعا من القاعدة حت  تاب  متحولات غير داعدية   -3
 يمبلكد المباشرة.ولكي نستطيب اجراء ه ا الانتقال نستخد  خوارزمية الس

هو   )حيث   نقو  بإدخال ه ه المتحولات إل  تابب الهدا بأماال     -4
(  |   |عدد موجب كبير بشكل كافي وهو عل  الأدل أكبر من أي 

ومسبودة بإشارة نادص )لأن تابب الهدا تابب تع ي ( و ل  حت  لا نعيد 
 نقلها إل  المتحولات القاعدية مرة اانية.

 :تيالشكل القاعدي للنمو ج الخطي النيتروسوفيكي الآنحال عل    -5
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بعد الحاول عل  الحل القاعدي نقو  باستخدا  خوارزمية السيمبلكد  -6

المباشرة من أجل تحسين ه ا الحل للواول إل  الحل الأمال ل ل  نرتب 
 : المعلومات السابقة في جدول كما يلي

      ….          ….       
 المتحولات

Basic  
     ….         ….            
               …            
… … … … … … … … … …. 
     …         …            

         …           ….          

 بيانات لاامة للنموذج  1جدول رقم ن

المقابلة    نقو  بالتخلص من المتحولات الااطناعيةلأ هنا ندرد الاوابت  -7
    المقابل للمتحول    للمتحولات الااطناعية ونختار أكبرها وليكن

بوساطة  ونعتبر سطره سطر الارتكازلأ ا  نقو  بتحديد عنار الارتكاز فيم
   ( عل  عناار سطر     تقسي  عناار سطر تابب الهدا )العناار 

 حيث:  ا  نأخ  أامر النسب الموجبة 

     
 

[
   

   
  ]  
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لأ ونقو  بتبديل     وعندها يكون عنار الارتكاز هو العنار       حيث 
   و      المتحولين 

( 7نكرر الخطوة )النيتروسوفيكيةلأ وفق تعليمات خوارزمية السيمبلكد المباشرة 
حت  نتخلص من جميب المتحولات الااطناعية ونحال عل  داعدة عادية م ل ة 

بعد التخلص من المتحولات الااطناعية نعود إل  العمل الأساسيةلأ من المتحولات 
 ية وفق خوارزمية السيمبلكد المباشرة النيتروسوفيك

 : تينوض  ما سبق من خلال الماال الآ
 ت:جميع القيود م  نوع مساويامعالجة النموذج و  -6-2

نوض  كي ية إيجاد الحل الأمال للنما ج الخطية التي جميب ديودها ديود مساويات 
 :الآتيباستخدا  خوارزمية السيمبلكد  ات القاعدة الااطناعية من خلال الماال 

 1مثال
 : الآتيأوجد الحل الماالي للنمو ج الخطي 

           [   ]        

 ضمن القيود 
           [   ] 

            [      ] 
            

 الحل: 

( نحال -1نحول النمو ج إل  الايمة القياسية نضرب المعادلة الاانية بو ) -1
 : الآتيعل  النمو ج 

 : الآتيأوجد حل داعدة للنمو ج الخطي النيتروسوفيكي 
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           [   ]       
 ضمن القيود 

           [   ] 
             [    ] 

            
  نضيا المتحولات الااطناعية وندخلها إل  تابب الهدا بأماال كبير  -1

     مسبودة بإشارة نادص نأخ  هنا 
 : تيالنيتروسوفيكي الآ للنمو ج الخطيأوجد حل داعدة 

           [   ]                 

 ضمن القيود 
           [   ] 

             [    ] 
                  

 نرتب المعلومات السابقة بالجدول الآتي: 

                  

 المتحولات

 القالادة
[   ]               
[    ]                
              [   ]      

 ةالاصطنالاي  : القالادة2جدول رقم ن
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ل  إفنجد أكبرها ينتمي    بما أن القاعدة ااطناعيةلأ ل ل  نقو  بدراسة الاوابت 
الهدا عل  ل ل  نقو  بتقسي  سطر تابب    مقابل للمتحول  [    ]المجموعة 

  فنجد أن:   ونحسب الم شر    العناار الموجبة في سطر 

     
 

[
[   ]

 
]  

[   ]

 
 

لأ    بو      ل ل  نقو  بتبديل    ( المقابل لو 3وب ل  يكون عنار الارتكاز هو )
من القاعدة نقو  بإجراء    متحولا داعديا ويخرج    عندها ياب  المتحول 

 : تيالحسابات اللازمة نحال عل  الجدول الآ

                  
 المتحولات

 القالادة

[    ]  

 
            

[   ]  

 
              

  [     ] [       ]     [    ]   [   ]  

  : جدول التغيير الأول في القالادة3جدول رقم ن

    هو متحول ااطناعيلدينا  مازالندرد عناار الجدول السابق نلاح  أنم 
موجود في القاعدة ل ل  نجري تبديلا أخر معتمدين سطر الارتكاز هو السطر 

 نجد:  المقابل لم ومن أجل تحديد عمود الارتكاز نقو  بحساب الم شر 

     
 

[
[   ]

 
 
[    ]

 
]  

[   ]
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إل  القاعدة بدلا    ل ل  ننقل    ( المقابل لو 6وب ل  يكون عنار الارتكاز هو )
 :تيفنحال عل  الجدول الآ   من 

                  
 المتحولات

 القالادة

[
 

 
 
  

 
]  

  
  

 
  

 
        

[
  

 
 
  

 
]  

 
  

 
          

  [     ] [    
   

 
] [       ]        

  : التغيير الثاني في القالادة4جدول رقم ن

وب ل  نكون دد حالنا عل        من الجدول السابق نلاح  أن متحولات القاعدة
 حل أولي للنمو ج الخطي وهو

 :تيهي وهو يعطينا الحل القاعدة الآ

(   [
 

 
 
  

 
]     [

  

 
 
  

 
]                ) 

ولكن واض  من الجدول أن ه ا الحل ليد الحل الماالي لأنم يوجد في سطر تابب 
ل ل  نطبق خوارزمية السيمبلكد المباشرة    الهدا ديمة موجبة مقابلة للمتحول

 :تيلتحسين الحل القاعدي نحال عل  الحل الماالي من الجدول الآ
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 المتحولات

 القالادة

[
 

 
 
  

 
] 

 

 
            

[
  

 
 
  

 
]  

 
  

 
          

  [     ] [    
   

 
] [       ]          

 للنموذج : الحل الأمثل 5جدول رقم ن

 الحل الماالي للنمو ج الخطي 

        [
  

 
 
  

 
]     [

 

 
 
  

 
]            

 عند ه ا الحل يأخ  تابب الهدا أع   ديمة لم وهي 
  [     ] 

 يمكن التأكد من احة الحل بالتعويا بالقيود وعبارة تابب الهدا 

 نلاح  أن القي  في الحل الماالي للنمو ج الخطي السابق هي دي  نيتروسوفيكية 

 :مختلطةمعالجة النموذج القيود  -6-3

باستخدا   مختلطةنوض  كي ية إيجاد الحل الأمال للنما ج الخطية التي ديودها 
 :تيخوارزمية السيمبلكد  ات القاعدة الااطناعية من خلال الماال الآ

 : 2مثال 

 : تيأوجد الحل الماالي للنمو ج الخطي الآ
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          [    ]   [   ]    
 ضمن القيود 

          [   ] 
            [   ] 

         

            
 نحول ه ا النمو ج إل  الايمة القياسية تاب  المسألة:

 : تيأوجد الحل الماالي للنمو ج الخطي الآ
          [    ]   [   ]            

 ضمن القيود 
             [   ] 

               [   ] 
         

                  

في القيد الأول هو متحول داعدي وبما أنم لا يوجد متحولات    إن المتحول 
داعدية أخرى فإننا نضيا متحولات ااطناعية إل  القيدين الااني والاالث وندخلها 
ال  تابب الهدا بأماال موجبة بالقدر الكافي لأن النمو ج نمو ج تقليل وب ل  

 : تينحال عل  الشكل القاعدي الآ

 : تيللنمو ج الخطي الآأوجد الحل الماالي 
          [    ]   [   ]                     

 ضمن القيود 
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             [   ] 
                  [   ] 

            
                        

اخراج المتحولات الااطناعية من  1ونتبب ن د الخطوات الواردة في الماال 
دخال المتحولات الأساسية وبعد الحاول عل  الحل القاعدة نقو   القاعدة واك

 باستخدا  طريقة السيمبلكد المباشرة ايجاد الحل الأمال 

 ملاحظات هامة:

فإن  ل  يدل عل       عنارا موجبا وكان    إ ا ل  يتضمن سطر  -1
 تعارا القيود وتكون المسألة غير دابلة للحل 

   إ ا ل  نستطيب العاور عل  نسبة موجبة  -2

   
فإننا نقو  بحساب أكبر النسب  

 حيث:   السالبة 

      [
   

   
  ]  

   

   
 

 .لتأكيد هو عنار الارتكاز وهو عنار موجب با    وب ل  يكون       حيث 

 

 

 

 

 



 النماذج الخطية النيتروسوفيكية وخوارزميات لإيجاد الحل الأمثل لها

- 99- 
 

 الخاتمة:

حدى الطرق الهامة ايجاد الحل الأمال للنما ج إددمنا من خلال الدراسة السابقة 
الااطناعية التي نلجأ  ات القاعدة الخطية النيتروسوفيكية وهي طريقة السيمبلكد 

لها عندما يتع ر علينا إيجاد حل داعدة ووجدنا أن الحل الأمال ال ي حالنا عليم 
ل  مجال يمال إهو عبارة عن دي  نيتروسوفيكية دي  غير محددة تحديد تما  تنتمي 

حده الأدن  أامر ديمة يمكن أن يأخ ها تابب الهدا وحده الأعل  يمال أعل  
الأمر ال ي يتناسب مب ال روا المحيطة ببيبة عمل الن ا  ديمة لتابب الهدا 

 الخطي.ال ي يمكن أن يمالم النمو ج 
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 الفصل السابع

 النماذج الخطية المرافقة النيتروسوفيكية والخوارزمية المزدوجة
 مقدمة.

 النما ج المرافقة النيتروسوفيكية. -7-1

 النيتروسوفيكية.للنما ج المرافقة الشكل الما وفي  -7-1-1

 .إيجاد النما ج المرافقة النيتروسوفيكية باستخدا  الجدول المزدوج 7-1-2

 النيتروسوفيكية باستخدا  الجداول.بناء النما ج الخطية المرافقة  -7-1-3

 .اياغة الخوارزمية المزدوجة النيتروسوفيكية  -7-2

 وات خوارزمية السيمبلكد المزدوجة.خط -7-2-1

 زدوجة للنمو جين الأالي والمرافق.مية السيمبلكد المخوارز  -7-2-2

 . سير الادتاادي للنما ج المرافقةالت -7-3

 الخاتمة.
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 الفصل السابع

 النماذج الخطية المرافقة النيتروسوفيكية والخوارزمية المزدوجة

 مقدمة:

نواجم في حياتنا العملية الكاير من المسابل التي تااغ عل  شكل نما ج رياضية 
خطية تتألا من تابب هدا ومجموعة من القيود عل  شكل معادلات أو 

ويكتب النمو ج الخطي بالعديد من الايغ التي يت  التميز بينها من  متراجحاتلأ
 ج الخطية في ال ال القيود وت  توضي  ايغ النماخلال نو  تابب الهدا وشكل 

الااني من ه ا الكتابلأ و كرنا سابقا أنم لكل ايمة من ه ه الايغ استخدا  فمالا 
عندما نريد إيجاد الحل الأمال للنمو ج الخطية يجب علينا أولا وضعم بالايمة 

أه   القياسية لأ و كرنا اننا نستخد  الايغ المتنا رة في الن رية الانوية التي تعد من
في البرمجة الخطية وفكرتها الأساسية أنم لكل نمو ج خطي يوجد نمو ج الن ريات 

خطي مرافق لأ حيث أن حل النمو ج الخطي الأالي يعطي حلا للنمو ج المرافق 
لأ وعليم عند حل نمو ج  البرمجة الخطية فإننا نحال فعليا عل  حلول لنمو جين 

يتروسوفيكية وخوارزمية خطيين لأ نقد  في ه ا ال ال دراسة للنما ج المرافقة الن
السيمبلكد المزدوجة التي تعمل عل  إيجاد الحل الأمال للنمو جين الأالي 
والمرافق بن د الودت تتجل  أهمية ه ه الخوارزمية بأنم يت  الاعتماد عليها في عدة 
مواضيب من مواضيب بحوث العمليات ماللأ خوارزميات البرمجة  ات الأعداد 

ت البرمجة اللاخطية لأ تحليل الحساسية في البرمجة الاحيحة لأ بعا خوارزميا
 الخطية ...
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 النماذج المرافقة النيتروسوفيكية: -7-1
 الشكل المصفوفي للنماذج المرافقة النيتروسوفيكية: -7-1-1

ايجاد النمو ج المرافق لنمو ج خطي نيتروسوفيكي معط  باستخدا  الما وفات 
نضب النمو ج الخطي النيتروسوفيكي بالايمة المتنا رة وكما وجدنا في ال ال 

خطي موضو  بالشكل المتنا ر إ ا كانت جميب النمو ج لأ يكون الالااني 
لقيود بشكل متراجحات المتحولات مقيدة بأن تكون غير سالبة واك ا أعطيت جميب ا

أدل من أو  )ويجب أن تكون متراجحات ديود نمو ج التع ي  موضوعة بايمة )
أكبر  يساوي( في حين أن متراجحات ديود نمو ج التقليل يجب أن تكون بايمة )

من أو يساوي(لأ عندها يكتب النمو ج الخطي بالشكل المتنا ر النيتروسوفيكي بأحد 
  الحالتين: 

 لى: النموذج الأصلي متناظر وم  نوع تعظيمالحالة الأو 

 النمو ج الأالي:

 أوجد 
            

 ضمن القيود
        

    
 حيث 

    [

                    

                       

       
                    

]     [

   

   

  
   

]      [

   
   
  

   

]    [

  

  

  
  

] 
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 ويكون النمو ج المرافق:

 أوجد
            

 ضمن القيود
        

    
 حيث

    [

                   

                      

       
                    

]      [

   

   

  
   

]   [

   
   
  

   

]    [

  

  

  
  

] 

 الحالة الثانية: النموذج متناظر وم  نوع تصغير

 النمو ج الأالي:

 أوجد 
            

 ضمن القيود
       

    

 حيث 

   [

                    

                       

       
                    

]       [

   

   

  
   

]      [

   
   
  

   

]    [

  

  

  
  

] 
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 النمو ج المرافق:

 أوجد
            

 ضمن القيود
        

    
 حيث

    [

                

                   

       
                 

]         [

   

   

  
   

]        [

   
   
  

   

]         [

  

  

  
  

] 

باستخدام المصفوفات  ةالنيتروسوفيكي ةذج المرافقانلخل لاملية إيجاد النم
 بالخطوات التالية:

 .نعرا متحول جديد غير سالب لكل ديد من ديود النمو ج الأالي .1
نجعل متجم الري  )التكل ة( في النمو ج الأالي متجم عمود الاوابت في  .2

 .النمو ج المرافق
في النمو ج الأالي متجم التكل ة)الرب ( في نجعل متجم عمود الاوابت  .3

 .النمو ج المرافق

نجعل منقول ما وفة أماال متميرات القيود في النمو ج الأالي أماال  .4
 .للمتميرات في النمو ج المرافق

 .نعكد اتجاه متراجحات القيود .5

نعكد اتجاه الأمالة أي نمير الزيادة ال  الحد الأع مي إل  إنقاص إل   .6
 .ي والعكد بالعكدالحد الأامر 



 النماذج الخطية النيتروسوفيكية وخوارزميات لإيجاد الحل الأمثل لها

- 115- 
 

 :إيجاد النماذج المرافقة النيتروسوفيكية باستخدام الجدول المزدوج - 7-1-2

 أننا نستطيب كتابة النما ج الخطية بالاث أشكال  وجدنا سابقا  

 الشكل الما وفي كما هو موض  بال قرة السابقة. -
 الشكل المختار التالي: -

   ∑(     )                 

 

   

 

 ضمن القيود:

∑      (
 
 
 
)                     

 

   

 

     

 :الآتيالشكل الم ال  -

 أوجد
                                      

 ضمن القيود

                      (
 
 
 
)                  

             

ايجاد النمو ج المرافق نضب النمو ج الخطي النيتروسوفيكي بالايمة المتنا رة 
 وهنا نميز حالتين:
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 النموذج الأصلي متناظر وم  نوع تعظيم الحالة الأولى:

   ∑(     )      

 

   

 

 ضمن القيود:

∑                            

 

   

 

     
 النموذج متناظر وم  نوع تصغير الثانية: الحالة

   ∑(     )      

 

   

 

 ضمن القيود:

∑                            

 

   

 

     

وهي متحولات القرارلأ دي  مجهولة نحال عليها بعد        لدينا   وفي الحالتين
 حل النمو ج الخطيلأ أما

              و           و          

 (                    حيث )

فهي بيانات المسألة ديد الدراسة وهي دي  نيتروسوفيكية دي  غير محددة تتمتب 
 بهامش من الحرية وتأخ  بحسب طبيعة الحالة التي يمالها النمو ج الخطي  
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 النيتروسوفيكية باستخدام الجداول:بناء النماذج الخطية المرافقة  -7-1-3

لبناء النما ج الخطية النيتروسوفيكية باستخدا  الجداول نرس  جدول مزدوج 
 للنمو جين الأالي والمرافق وفق الخطوات التالية:

معاملات تابب الهدا في النمو ج الأالي هي عمود الاوابت في النمو ج  -1
تابب الهدا في  معاملات الأالي هوالمرافقلأ وعمود الاوابت في النمو ج 

 النمو ج المرافق
 إ ا كانت في النمو ج الأالي من نو  )القيود إشارات متراجحات  نعكد -2

 ( تاب  في النمو ج المرافق من نو    

ل  الحد الأع مي في النمو ج الأالي إل  إمير الهدا من الزيادة ن -3
 اانقاص إل  الحد الأامري في النمو ج المرافق

ديد )سطر( في النمو ج الأالي يوافق عمود في النمو ج  نضب كل -4
 المرافق أي يوجد متحول واحد لكل ديد في النمو ج الأالي

 . والنمو ج المرافق تحقق ديود عد  السلبيةالأالي المتحولات في النمو ج  -5

 نوضح ما سبق م  خلال الحالتي  التاليتي : 

 متناظر وم  نوع تعظيم الأصلي النموذجالحالة الأولى: 

                           :         أوجد

 ضمن القيود

                           

                           

…              
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 يلي: المزدوج للنمو ج الأالي والنمو ج المرافق كما جدولاليكون 

 النمو ج الأالي
    

 عمود الاوابت 
   تابب الهدا                    

 القيود

                                  

ت 
حولا

لمت
ا ال

فقة
مرا

                                   
                       

                                  

ديود عد                 
 السلبية

 النمو ج المرافق
    
 عمود الاوابت

   تابب الهدا                    

 القيود

                               

                               

                     

                               

ديود عد                 
 السلبية

   تابع الهد  م  نوع تعظيم1نجدول رقم 
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 الأصلي متناظر وم  نوع تقليل جالنموذ :الحالة الثانية

 أوجد
                           

 ضمن القيود

                           

                           

…               

                           

             

 كمايلي: لنمو ج الأالي والنمو ج المرافقالمزدوج لجدول اليكون 
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 النمو ج الأالي

    
 عمود الاوابت 

   تابب الهدا                    
 القيود

                                  

ت 
حولا

لمت
ا ال

فقة
مرا

                                   

                       

                                  

  
ديود عد               

 السلبية

 النمو ج المرافق
    
 عمود الاوابت

   تابب الهدا                    
 القيود

                               

                               

                     

                               
ديود عد                 

 السلبية

 قليلم  نوع تفي النموذج الأصلي   تابع الهد  2جدول رقم ن
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 :صياغة الخوارزمية المزدوجة النيتروسوفيكية  -7-2

)للنمو جين الأالي والمرافق( النيتروسوفيكيةلأ من خوارزمية السيمبلكد المزدوجة 
خلال ه ه الخوارزمية نستطيب ايجاد الحلين المااليين لكل من النمو جين الأالي 

ن كر  لابد من أن البدء بخوارزمية السيمبلكد المزدوجة لوالمرافق ب ن واحدلأ ودب
الواردة في ال ال الرابب التي سنستخدمها ضمن  بخوارزمية السيمبلكد المعدلة
 خطوات الخوارزمية المزدوجة.

 خوارزمية السيمبلكس المعدلة: 

في خوارزمية السيمبلكد المعدلة وبعد تحويل النمو ج الخطي الن امي إل  الشكل 
القاعدي نضب المعاملات في جدول مختار يتضمن عموده الأول المتحولات 

لأعل  المتحولات غير القاعدية فقط. نحدد عمود الارتكاز القاعدية وفي سطره ا
وهو العمود المقابل لأكبر ديمة موجبة في سطر تابب الهدا إ ا كان تابب الهدا 
تابب تع ي  )أما إ ا كان تابب الهدا تابب تقليل فهو العمود المقابل لأكار القي  

طر الارتكازلأ يت  تحديد نحدد سلأ   سالبية( وليكن ه ا العمود هو عمود المتحول 
 سطر الارتكاز من خلال الم شر التالي:

     [
   

    
]  

   

    
                     

عندها يكون عنار الارتكاز لأ   وليكن ه ا السطر هو سطر المتحول القاعدي 
نقو  لأ ا     هو العنار الناتا من تقاطب عمود الارتكاز وسطر الارتكاز أي 

 : يلي كما بحساب العناار الجديدة المقابلة لسطر الارتكاز وعمود الارتكاز

 مقلوبم        نضب مقابل عنار الارتكاز  -1
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نحسب عناار السطر المقابل لسطر الارتكاز )ما عدا عنار سطر  -2
     الارتكاز( بتقسي  عناار سطر الارتكاز عل  عنار الارتكاز 

نحسب جميب عناار العمود المقابل لعمود الارتكاز )ما عدا عنار  -3
ا       الارتكاز( بتقسي  عناار عمود الارتكاز عل  عنار الارتكاز 

 ( -1ضربها بو )

 نقو  بحساب العناار الأخرى من العلادات التالية: 

    
           

    

    
 

                 

    
 

    
         

   

   
 

             

   
 

   
         

   

   
 

             

   
 

إ ا كان فعل  سطر تابب الهدا المباشرة نطبق معيار تودا خوارزمية السيمبلكد 
تابب الهدا من نو  تع ي  يجب أن يكون سطر تابب الهدا في الجدول لا يحوي 
أي ديمة موجبةلأ )اما إ ا كان تابب الهدا من نو  تقليل فيجب أن يكون سطر تابب 
الهدا في الجدول الجديد لا يحوي أي ديمة سالبة(لأ في حال عد  تحقق المعيار 

لتودا ونحال عل  الحل الماالي حت  يتحقق معيار ا نكرر ن د الخطوات
 المطلوب.

  خطوات خوارزمية السيمبلكس المزدوجة: -7-2-1

a.  نكتب النمو جين بالشكل القاعدي و ل  بإضافة أو طرح متحولات إضافية
 أو باستخدا  المتحولات الااطناعية ونعزل المتحولات غير المقيدة
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 القاعدي للنمو ج الأالي: الشكل

 أوجد 

                                         

 ضمن القيود
                              

                              

…               

                              

                   

                   

       لا نشترط أن تكون هنا 

 الشكل القاعدي للنمو ج المرافق:
 أوجد 

                                         
 ضمن القيود

                              
                              

               
                              

                 

                   
       هنا لا نشترط أن تكون 

إن للنمو جين ن د المعاملاتلأ وما وفة أماال النمو ج المرافق هي منقول 
 :الآتيما وفة أماال النمو ج الأالي نكتب النمو جين بالجدول المختار 
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 الأاليالنمو ج 

    
عمود 
 الاوابت 

                           

       
   تابب ال

 القيود

ا                                     
ت 
حولا

لمت ال
فقة
مرا

                                      

                       

                                     

                            

 
ديود عد  
 السلبية

 النمو ج المرافق 
    

عمود 
 الاوابت

                           

       
   تابب ال

 القيود

                                  

                                  

                     

                                  

ديود عد                            
 السلبية

   الشكل القياسي للنموذجي  الأصلي والمرافق2نجدول رقم 
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b.  نضب متحولات ومعاملات النمو ج الأالي في جدول السيمبلكد المعدلةلأ
 :الآتيونضب متحولات النمو ج المرافق خارج الجدول بالشكل 

  -المتحولات القالادية مع إشارتها ن
 للنموذج المرافق

    
          

تابع الهد  
 للنموذج المرافق

المتحولات غير            
 القالادي

المتحولات 
 القالادية

    

                        
 

   

ج 
موذ

 للن
دية
قالا

 ال
غير

ت 
حولا

لمت
ا

فق
مرا
ال

 

                        
 

   

            
 

  

                        
 

   

        

        
تابع الهد                

 للنموذج الأصلي

  الجدول المزدوج للنموذجي  الأصلي والمرافق وفق خوارزمية السيمبلكس 3نجدول رقم 
 المعدلة
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 خوارزمية السيمبلكس المزدوجة للنموذجي  الأصلي والمرافق: -7-2-2

من خوارزمية السيمبلكد المعدلة للنمو ج الأالي نحال عل  الحل الأمال 
سطر تابب )الأخير في السطر  للنمو ج الأالي عندما تكون جميب العناار

وفي الودت ن سم تكون جميب                     الهدا للنمو ج الأالي( 
 المرافق(عمود تابب الهدا ) في العمود الأخير العناار

                  
في العمود  تكون جميب العناارونحال عل  الحل الأمال للنمو ج المرافق عندما 

وفي الودت ن سم                     الأخير )عمود تابب الهدا المرافق(
                     تابب الهدا للنمو ج الأالي( سطر)السطر الأخير 
 النمو جين. ( وهما الشرطان ن سهما لكل من          )لأنها ستقابل 

أن نعمل عل  جعل جميب  ث عن الحل الأمال للنمو جين معا  ل ل  علينا عند البح
 وعل  جعل جميب العناار                  العناار 

                     
ولتحقيق  ل  نعتمد عل  أحد النمو جين ونضب متحولاتم ومعاملاتم في جدول 

المرافق في إطار خارجي ل ل  الجدول لأ باورة عامة نجد أن  جونضب النمو 
لنا بالتخلص من الاوابت   ضرورة وضب النمو جين في جدول مختار لا تسم

السالبة في الطرا الأيمن وله ا فإن الحالة العامة للجدول المزدوج السابق يمكن أن 
مكن أن تتضمن كما أن عناار السطر الأخير ي           تتضمن اوابت سالبة

موجبة لأ ل ل  يجب علينا عند البحث عن الحل الأمال          عناار موجبة 
 للنمو جين أن نعمل عل  معالجة ه ه العناار اعتمادا عل  أحد النمو جين .
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 بالالاتماد لالى النموذج الأصلي ونقوم بذلك لالى مرحلتي  هما:
 المرحلة الأولى:

غير سالبة وه ا ما يقابل الحاول عل  حل داعدي غير     نجعل الاوابت  
 سالب للنمو ج الأالي 

 المرحلة الثانية:
نجعل جميب عناار سطر تابب الهدا غير موجبة )في حالة تابب الهدا تع ي (  

 الحاول عل  الحل الأمال المطلوب للنمو ج الأالي لوه ا ما يقاب
 لالى مرحلتي  هما:نقوم بذلك  مرافقبالالاتماد لالى النموذج ال

  المرحلة الأولى:
                    يجب أن نجعل عناار عمود تابب الهدا المرافق 

 في السطر الأخير غير سالبة 
  المرحلة الثانية:

غير موجبة وه ا           أن نجعل الاوابت الحرة بالنسبة للنمو ج المرافق  بيج
 يقابل الحاول عل  الحل الأمال للنمو ج المرافق 

 م  خلال المثال التالي: قنوضح ما سب
أوجد الحل الأمال لكل من النمو ج الخطي النيتروسوفيكي التالي ومرافقم باستخدا  

 الخوارزمية المزدوجة 
 ماال:

 أوجد
[   ]    [   ]        

 ضمن الشروط
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        [     ] 
       [     ] 

    [     ]

    [     ]
 

          
 نشكل الجدول المزدوج للنمو ج والنمو ج المرافق: 

 النمو ج الأالي

    
عمود 
 الاوابت

   تابب الهدا    [   ]    [   ]

 القيود

[     ]                

ت 
حولا

لمت
ا ال

فقة
مرا

 

[     ]               
[     ]            
[     ]            

ديود عد            
 السلبية

 النمو ج المرافق
    
عمود 
 الاوابت

[     ]   [     ]   [     ]  

 [     ]   
   تابب الهدا
 القيود

[   ]                 

[   ]                

ديود عد                  
 السلبية

 الأصلي ونموذجه المرافق   النموذج4جدول رقم ن
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 كتبنا النمو جين بالشكل القياسي: الآتيفي الجدول 
 النمو ج الأالي

    
عمود 
 الاوابت

تابب                     [   ]    [   ]
   الهدا

 القيود

[     ]                   

ت 
حولا

لمت
ا ال

فقة
مرا

 [     ] 
                  

[     ]                

[     ]               

ديود عد                        
 السلبية

 النمو ج المرافق
    
عمود 
 الاوابت

[     ]   [     ]   [     ]   [     ]  

         
تابب 
   الهدا

 القيود

[   ]                    

[   ]                   

ديود عد                        
 السلبية

   الشكل القياسي للنموذج الأصلي والنموذج المرافق5جدول رقم ن
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نلاح  من الجدول أن الشكل القياسي للنمو ج الأالي يتضمن داعدة جاهزة من 
لا يوجد داعدة لنمو ج المرافق أما بالنسبة للأ            المتحولات ااضافية 

( فنحال عل  الشكل القاعدي للنمو ج -1نقو  بضرب القيدين بو ) جاهزة ل ل 
 المرافق والجدول التالي يوض  الشكل القاعدي للنمو جين الأالي والمرافق: 

 النمو ج الأالي

    
عمود 
 الاوابت

[   ]    [   ]               

     
تابب 
   الهدا

 القيود

[     ]                   

ت 
حولا

لمت
ا ال

فقة
مرا

 [     ]                   
[     ]                
[     ]               

ديود عد                        
 السلبية

 النمو ج المرافق
    
عمود 
 الاوابت

[     ]   [     ]   [     ]  

 [     ]           
تابب 
   الهدا

 القيود
 [   ]                     

 [   ]                    

ديود عد                        
 السلبية

 للنموذج الأصلي والنموذج المرافق الادي  الشكل الق6جدول رقم ن
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 الآتي:نضب النمو جين في جدول خوارزمية السيمبلكد المعدلة نحال عل  الجدول 
 حسب النمو ج الأالي

        

تابع الهد  
للنموذج 
 المرافق

المتحولات غير       
 القالادي

المتحولات 
     القالادية

[     ]        
 

   

ج 
موذ

 للن
دية
قالا

ر ال
 غي

لات
حو
لمت
ا

فق
مرا
ال

 
 

[     ]        
 

   

[     ]        
 

   

[     ]        
 

   

    
    

تابع الهد   [   ] [   ]
للنموذج 
 الأصلي
    

 حسب النمو ج المرافق
            

تابع الهد  
 للنموذج الأصلي

المتحولات غير             
 القالادي

المتحولات 
 القالادية

    

 [   ]               
 

 

   

ير 
 غ
لات
حو
لمت
ا

دية
قالا

ال
 

ج 
موذ

للن
فق
مرا
ال

 
ج 
موذ

للن صلي
الأ

 

 [   ]               
 

 

   

    

    

تابع الهد   [     ] [     ] [     ] [     ]
للنموذج 
 المرافق

    

   الجدول المزدوج للنموذجي  الأصلي والمرافق وفق خوارزمية السيمبلكس المعدلة7جدول رقم ن
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 لمرحلة الأولى:
 :بالنسبة للنموذج الأصلي -1

بما أن القي  في عمود الاوابت جميعها موجبة ندرد القي  في سطر تابب الهدا 
 ونحدد القيمة الموجبة الأكبر نجد 

    [   ] [   ]  [   ] 
ه ا يعني أنم سيدخل ال  القاعدة لنحدد العنار ال ي    وهي مقالة للمتحول 

 حيث:  سيخرج من القاعدة نحسب الم شر 

     [
[     ]

 
 
[     ]

 
 
[     ]

 
]  

[     ]

 
 [   ] 

   لأ أي أن المتحول    نجد أن عمود الارتكاز هو عمود المتحول غير القاعدي 
لأ وعنار الارتكاز هو العنار الناتا    سيدخل ال  القاعدة بدلا من المتحول 

    من تقاطب سطر الارتكاز وعمود الارتكاز وهو 

 السيمبلكد المعدلة.نجري التبديل بين المتحولين باستخدا  خوارزمية 

 :بالنسبة للنموذج المرافق -2

جميب القي  موجبة ل ل  ندرد ندرد عناار سطر تابب الهدا نلاح  أن  
عمود الاوابت نجد ان جميعها دي  سالبة نختار اكارها سالبية وهو  رعناا

فيكون سطره هو سطر الارتكاز ولتحديد    هو سطر المتحول القاعدي ( [   ] )
 حيث:   عمود الارتكاز وعنار الارتكاز نحسب الم شر 

      [
[     ]

  
 
[     ]

  
 
[     ]

  
]  

[     ]
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   هو عمود الارتكاز أي أن المتحول     غير القاعدي  عمود المتحولفيكون 
وعنار الارتكاز هو العنار الناتا من    سيدخل ال  القاعدة بدلا من المتحول 

 نجري التبديل بين المتحولين     تقاطب سطر الارتكاز وعمود الارتكاز وهو 
( نحال عل  الجدول 2( و)1) باستخدا  خوارزمية السيمبلكد المعدلةلأ من

 :الآتيالمزدوج 
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 حسب النمو ج الأالي
        

تابع الهد  
 للنموذج المرافق

المتحولات غير       
 القالادي

المتحولات 
 القالادية

    

[   ]     

 
    

 
   

ج 
موذ

 للن
دية
قالا

ر ال
 غي

لات
حو
لمت
ا

فق
مرا
ال

 

 

[   ]     

 
    

 
   

[     ]        
 

   

[   ]    

 
    

 
   

  [     ] 
  [     ] 

[   ] 
[
  

 
 
  

 
تابع الهد   [

 للنموذج الأصلي
    

 النمو ج المرافق حسب
            

تابع الهد  
 للنموذج الأصلي

المتحولات غير             
 القالادي

المتحولات 
 القالادية

    

[
 

 
 
 

 
]   

 
    

 
 

 

 
 

   
 

 

   

ير 
 غ
لات
حو
لمت
ا

دية
قالا

ال
 

ج 
موذ

للن
فق
مرا
ال

 
ج 
موذ

للن صلي
الأ

  [   ]               
 

 

   

  [     ] 
  [     ] 

تابع الهد   [   ] [   ] [     ] [   ]
 للنموذج المرافق

    

   الجدول المزدوج للمرحلة الأولى الحل حسب للنموذجي  الأصلي والمرافق 8جدول رقم ن 
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 المرحلة الثانية:

 نطبق معيار تودا الخوارزمية 

 :بالنسبة للنموذج الأصلي -1

ندرد القي  في سطر تابب الهدا بما أن القي  في عمود الاوابت جميعها موجبة 
 أي أننا ل  نال بعد ال  الحل الأماللأ [   ]نلاح  أنم يوجد ديمة موجبة هي 

المقابل للقيمة الموجبة    ل ل  نحدد عمود الارتكاز وهو عمود المتحول 
سطر الارتكاز وعنار ومن أجل تحديد  [   ]الوحيدة في سطر تابب الهدا 

 حيث:  الارتكاز نحسب الم شر 

     [
[   ]

 
 
[   ]

 
 
[     ]

 
]  

[   ]

 
 [

 

 
  ] 

لأ فيكون سطره هو سطر الارتكاز ويكون    مقابلة للعنار القاعدي وهي 
باستخدا  خوارزمية السيمبلكد لأ نبدل بين المتحولين     عنار الارتكاز هو 

 المعدلة.
 بالنسبة للنموذج المرافق: -1

 رجميب القي  موجبة ل ل  ندرد عنااندرد عناار سطر تابب الهدا نلاح  أن 
سطر المتحول  يه( [   ] عمود الاوابت نجد انم يوجد ديمة سالبة وحيدة هي )

فيكون سطره هو سطر الارتكاز ولتحديد عمود الارتكاز وعنار    القاعدي 
 حيث:   الارتكاز نحسب الم شر 

      [
[   ]

  
 
[   ]

  
 
[     ]

  
]  

[   ]
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   هو عمود الارتكاز أي أن المتحول     غير القاعدي  عمود المتحولفيكون 
وعنار الارتكاز هو العنار الناتا من    سيدخل ال  القاعدة بدلا من المتحول 

 نجري التبديل بين المتحولين     تقاطب سطر الارتكاز وعمود الارتكاز وهو 
( نحال عل  الجدول 2( و)1) باستخدا  خوارزمية السيمبلكد المعدلةلأ من

 المزدوج التالي:
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 حسب النمو ج الأالي
        

تابع الهد  
 للنموذج المرافق

المتحولات غير       
 القالادي

المتحولات 
 القالادية

    

[
 

 
  ]  

 
   

 
    

 
   

ير 
 غ
لات
حو
لمت
ا

ج 
موذ

 للن
دية
قالا

ال
فق
مرا
ال

 

 

[
 

 
  ]   

 
 

  

 
    

 
   

[    ]     

 
    

 
   

[   ]        
 

   

  [     ] 
  [     ] 

تابع الهد   [     ] [     ]
 للنموذج الأصلي

    
 حسب النمو ج المرافق

            

تابع الهد  
 للنموذج الأصلي

المتحولات غير             
 القالادي

المتحولات 
 القالادية

    

[     ]      

 
  

 
 

 

 
 

   
 

 

   

ير 
 غ
لات
حو
لمت
ا

دية
قالا

ال
 

ج 
موذ

للن
فق
مرا
ال

 
ج 
موذ

للن صلي
الأ

 [     ]      

 
 

  

 
 

   
 

 

   

  [     ] 
  [     ] 

[   ] [    ] 
[
 

 
  ] [

 

 
تابع الهد   [  

 للنموذج المرافق

    

 للمرحلة الثانية  ةالمزدوجالخوارزمية   الجدول 9جدول رقم ن
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 نطبق معيار تودا الخوارزمية:

بالنسبة للنمو ج الأالي نقو  بدراسة عناار سطر تابب الهدا ال  ان  -1
 يتحقق معيار تودا الخوارزمية وهو عد  وجود أي عنار موجب 

بالنسبة للنمو ج المرافق ندرد عناار عمود الاوابت أيضا ال  أن يتحقق  -2
 معيار تودا الخوارزمية وهي عد  وجود أي عنار سالب 

 لي توالنا ال  حالنا الحل الأمالنجد أن المعيار دد تحقق وبالتا

 الحل الأمال للنمو ج الأالي هو:

  
  [

 

 
  ]     

  [
 

 
  ]     

  [    ]    
  [   ]     

    
     

 ويقابل ديمة لتابب الهدا هي:
        [     ] 

 الحل الأمال للنمو ج المرافق هو:

  
  [   ]     

  [   ]     
    

    
    

    
 ويقابل ديمة لتابب الهدا هي:

        [      ] 

 أن:ح  نلا
        [     ]          [      ] 

 حسب النظرية التالية:هذا الحل مقبول وذلك 

وكان     للنمو ج الأالي من نو   مقبولا   حلا                كان إ ا
فإن ديمة تابب الهدا     حلا مقبولا للنمو ج المرافق من نو              
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للنمو ج الأالي لاتتجاوز ديمة تابب الهدا للنمو ج المرافق عند ه ين الحلين أي 
 يكون 

∑      ∑     

 

   

 

   

 

 التفسير الاقتصادي للنماذج المرافقة: -7-3

 نوض  الت سير الادتاادي للنمو ج المرافق من خلال الماال التالي:

 مثال: 

يريد مانب نقل منتجاتم من مخزنيين إل  الااة مراكز للبيب بالم رق وبأدل تكل ة 
 ددمها المس ول في المانب:ممكنة ونوض  بالجدول التالي البيانات التي 

 الكميات المتوفرة
   

         
 مراكز البيب

 المخازن
    [   ] [   ] [   ]    
    [   ] [   ] [   ]    

      
    

 الكميات المطلوبة            
   

كان طلب المس ول عن إدارة المانب خطة نقل  ات تكل ة أامرية بحيث يت  تلبية 
 طلبات مراكز التوزيب من الكميات المتوفرة 

 لسابقة هي مسألة نقل متوازنة لأنإن المسألة ا

∑   ∑  
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 لصياغة النموذج الرياضي 

حيث   إل  مركز التوزيب       حيث   الكمية المنقولة من المخزن     ن را 
 ب ل  نحال عل  النمو ج الخطي التالي:        

 أوجد 
  [   ]    [   ]    [   ]    [   ]    [   ]    [   ]        

 ضمن القيود
                
                

            

            

            

                          

 نكتب النموذج بالصيغة المتناظرة التالية:

بما أ  تابع الهد  تابع تقليل فيجب أ  تكو  جميع القيود م  نوع أكبر م  أو 
 يساوي لاندها يكتب النموذج بالصيغة المتناظرة التالية: 

 أوجد 
  [   ]    [   ]    [   ]    [   ]    [   ]    [   ]        

 ضمن القيود
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 نشكل النموذج المرافق نحصل لالى النموذج الخطي التالي:
                                     

 ضمن القيود
       [   ] 

       [   ] 
       [   ] 

       [   ] 

       [   ] 

       [   ] 

                 

 نقوم بصياغة نل مناسب للنموذج المرافق انطلاقا م  نل المسألة الأصلية:

واض  من النمو ج الأالي أن هدا المانب هو نقل كامل منتجاتم بأدل تكل ة 
 ممكنة:

 نل المسألة حسب النموذج المرافق:

ددمت شركة نقل لمانب عرا بأنها ستقو  بنقل كامل الكمية الموجودة في 
وحدة نقدية للوحدة الواحدة ونقل    وحدة بسعر ددره      المخزن الأول أي  

وحدة نقدية للوحدة    بسعر ددره     كامل الكمية المتوفرة في المخزن الااني  
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وحدة إل  مراكز بيب               الواحدة وتعهدت الشركة بأنها ستقو  بإياال 
 .الم رق الالااة عل  الترتيب

وحدة نقدية           حيث يت  ببيب ه ه الوحدات في ه ه المراكز بسعر ددره 
 .عل  الترتيب

حت  تتمكن من ادنا  المس ول في المعمل بأنم إ ا دبل بعرضها ستكون تكل ة النقل 
 هو بعملية النقل أن يقو  هو بعملية النقل في مانعم أدل من التكل ة في حال دا 

 استخدمت القيود في النمو ج المرافق وأجرت معم النقاش التالي:

أنت تدفب تكل ة نقل الوحدة الواحدة من المانب الأول إل  مركز البيب الأول مبلغ 
ولكن لو استخدمت شركة النقل فإن التكل ة   [   ]ديمتم تنتمي إل  المجال 

 لأ ولدينا من القيد الأول في النمو ج المرافق       هي
      [   ] 

 .وهنا سيلاح  المس ول في المعمل أن عرا شركة النقل عرا مناسب

بن د الأسلوب ننادش جميب ديود النمو ج المرافقلأ النتيجة التي سيال لها 
ت  دبول عرا  حال المس ول في المانب هي ان تكل ة النقل عل  أي مسار في

 شركة النقل أدل من أو تساوي التكل ة التي سيدفعها لو دا  هو بن سم بعملية النقل 

لأنها ستحقق من خلالها رب  أع مي                وشركة النقل ستعتمد القي  
 حيث أن رب  شركة النقل يحسب من العلادة: 
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بب الهدا للنمو ج المرافقلأ أي أن النمو ج المرافق يمال شركة النقل وهي ن سها تا
 التي تحاول زيادة أرباحها ال  أع   حد ممكن 

إن الن رية الأساسية للترافق تنص عل  أن القي  المال  للنمو ج والنمو ج المرافق 
 دوما متساوية فإن المانب لا يوفر أي مال لأنم سيدفب لشركة النقل كل ة النقل
الأامرية ولكنم سيوفر متاعب حل النمو ج الأالي لتعين التكل ة الأامرية 

 أع مي.للنقللأ وبالنسبة لشركة النقل فقد ضمنت ا قة نقل البضابب برب  
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 الخاتمة: 

من الدراسة السابقة توالنا إل  حل للنمو جين الأالي والمرافق بن د الودتلأ 
نعل  من خلالها الحد الدن  والحد الأعل  للرب  ال ي يمكن  ةوهي دي  نيتروسوفيكي

أن نحال عليملأ لأن ت سير الحل الأمال للنمو ج الأالي هو انم يعطينا أفضل 
خطة للإنتاج تجعل ديمة  ل  اانتاج أكبر ما يمكن و ل  ضمن اامكانيات 

سعار المواد المتاحةلأ أما الحل الأمال للنمو ج المرافق فهو يعطينا أفضل دي  لأ
 ةالأولية التي إ ا استخدمت بدون هدر ستعطينا أيضا أفضل خطة للإنتاجلأ والنتيج

 هي الرب  الأع مي.
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 الفصل الثام 

 بعن التطبيقات لالى النماذج الخطية النيتروسوفيكية
 

 .مقدمة

 .مسألة تركيب الخلابط -8-1

 .مسألة خليط المنتجات -8-2

 .الأمال للأراضي الزراعية نمو ج الاستخدا  -8-3

 .مسألة تعيين مودب مستود  -8-4

 المال.مسألة ميزانية رأد  -8-5

 .مسألة تعيين م تشين -8-6

 .مسألة تحديد التكل ة -8-7

 .الخاتمة
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 الفصل الثام 

 بعن التطبيقات لالى النماذج الخطية النيتروسوفيكية

 مقدمة:
اساليب بحوث العمليات المستخد  في أغلب يعد أسلوب البرمجة الخطية من أكار 

المجالات العمليةلأ ويعتمد ه ا الأسلوب عل  تحويل المسألة ديد الدراسة إل  نمو ج 
رياضي خطي ومن ا  نقو  بإيجاد الحل الأمال باستخدا  الخوارزميات الخااة 
لحل النما ج الخطيةلأ ان ه ا الحل يساعد انا  القرار المس ولين عن إدارة 

ن ومة التي تعمل وفق ه ا النمو ج عل  اتخا  درارات سليمة مبنية عل  أسد الم
علميةلأ  إن أه  مرحلة في البرمجة الخطية هي مرحلة انشاء النمو ج الخطي لأ أي 
التعبير عن الحالة ديد الدراسة  بعلادات رياضية لأ ومن أجل اياغة النمو ج 

 الخطي يجب  توفر العناار الأساسية التالية:
ديد الهدا باورة كميةلأ ويعبر عنم بتابب الهدا وهو عبارة عن التابب تح -1

المطلوب ايجاد القيمة الع م  أو الامرى لملأ أي يجب أن يكون بإمكاننا 
التعبير عن الهدا كميا كأن يكون الهدا تحقيق أكبر رب  أو تحقيق أدل 

 .تكل ة
المتاحة محددةلأ تحديد القيود: يجب أن تكون القيود التي تعبر عن الموارد  -2

ضية أي يجب أن تكون الموارد دابلة للقيادلأ ويت  التعبير عنها بايمة ريا
 .عل  شكل متراجحات أو مساويات

تحديد البدابل المختل ة: ويشير ه ا العنار ال  أن يكون للمشكلة أكار  -3
من حل واحد حت  يمكن تطبيق البرمجة الخطيةلأ لأنم لوكان للمشكلة حل 
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هنا  ضرورة لاستخدا  البرمجة الخطية التي تتركز فابدتها واحد لما كانت 
 في المساعدة عل  اختيار أفضل حل من بين الحلول المقبولة.

نقد  في ه ا ال ال بعا المسابل التي ت ول إل  نما ج خطية نيتروسوفيكيةلأ 
 .أي أننا سنأخ  بعا أو كل بيانات المسألة دي  نيتروسوفيكية

 الخلائط:مسألة تركيب  -8-1

 –نقاد بالخلابط أي شيء يت  تركيبم من عدد من المواد مال الوجبات الم ابية 
ويكون هنا المطلوب هو اختيار المواد التي تدخل  ---أي خليطة معدنية  –الدواء 

 بتركيب ه ا الخليط بحيث تكون تكل ة الانتاج أدل ما يمكن.
 النل العام للمسألة:
وسعر الوحدة الواحدة من كل               الأوليةالمواد  نريد تركيب خليط من

 عل  الترتيب ويشترط أن تتضمن الوجبة مقدارا                  منها يساوي
كل عنار من  عل  ألا تقل الكمية من            من العناار الهامة

وحدة عل  الترتيب المطلوب                عن            العناار  
دخالها إالتي يجب             ايجاد المقادير اللازمة من كل مادة من المواد
بأن ما تحتويم كل مادة من المواد  في الخليط بحيث تكون تكل تم أدل ما يمكن علما  

موض  بالجدول            من كل عنار من العناار            
 : الآتي
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      ………       
      المواد الأولية 

 العناار
        ……….            
        ……….            
 …………. ……….. …………. ……….. ………………. 
        ………..            

   المواد الأولية والعناصر لمسألة تركيب الخلائط1جدول رقم ن

وممكن أن  هو اللاتحديد      حيث               و            إن 
 غير  ل    …أو  {         }         أو[         ]     يكون 
القي  التي تعبر عن كميات العناار التي يجب أن تتوفر في الخليط  أيضا  

 هو اللاتحديد وممكن أن يكون    حيث            و             
 غير  ل . …أو {         }           أو[         ]     

 بناء النموذج الرياضي:
              بو              نرمز للمقادير المطلوبة من كل مادة من المواد

 :تيونضب جميب المعلومات بالجدول الآ
المقادير 
 الدنيا

   ………       
 المواد الأولية

 العناصر
        ………            
        ………            
……… ……… ……… ……… ……… ……… 
        ………            
 سعر الوحدة الواحدة         ………     

 المقادير المطلوبة        ………    

 المعطيات العامة لمسألة تركيب الخلائط  2جدول رقم ن
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بحيث             يكون المطلوب في المسألة تحديد ديمة لكل من المتحولات
 يأخ  تابب الهدا أامر ديمةلأ و ل  ضمن الشروط الم روضة 

 ة: تيبناء عل  معطيات المسألة يكتب تابب الهدا بالايمة الآ
                       

 : تياياغة الشروط بشكل رياضي نقد  التوضي  الآ

    وب ل  نجد أن   واحدة من العنار     تعطينا    كل واحدة من المادة  
وهك ا نجد بالنسبة لبقية المواد    واحدة من العنار        واحدة تعطينا

 كما يلي:    والعناار وبالتالي يكون الشرط المتعلق بالعنار 
                        

نتابب بن د الطريقة بالنسبة لجميب المواد وجميب العناار نحال عل  النمو ج 
 :تيالرياضي الآ

                          
 ضمن الشروط 

                        
                        

                
                         

                
 :تيويكتب بالشكل المختار الآ

      ∑         
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 ضمن القيود

∑                         

 

   

 

     

لأ بيانات المسألة                                                حيث 
 وهي دي  نيتروسوفيكية.

 :1مثال

مكونة من أربعة أنوا  من المواد الم ابية  تريد مدرسة تأمين وجبة افطار للطلاب
                 وأن سعر الوحدة الواحدة من كل منها              هي 

عل  الترتيبلأ ولن ترا أنم يشترط أن تتضمن الوجبة مقدارا معينا من العناار 
الكربوهيدرات عل  ألا تقل كمية    النشويات    البروتينات    الم ابية الهامة 

واحدة وكمية الكربوهيدرات     واحدة وكمية النشويات عن     البروتين فيها عن 
التي              د المقادير اللازمة من المواد واحدةلأ المطلوب ايجا    عن 
ا يمكن وتحتوي عل  الأدل الحد دخالها في الوجبة بحيث تكون تكل تها أدل مإيجب 
دن  من العناار الم ابية المطلوب توفرها في الوجبة و ل  إ ا علمت أن من الأ

المطلوبة موضحة كل مادة من المواد وما تحتويم من العناار الم ابية الهامة 
 : تيبالجدول الآ

              و            حيث  

 هو اللاتحديد    حيث

 غير  ل   …أو  {         }       أو [         ]     وممكن أن يكون  



 النماذج الخطية النيتروسوفيكية وخوارزميات لإيجاد الحل الأمثل لها

- 141- 
 

الم ابية التي يجب أن تتوفر في الوجبة  القي  التي تعبر عن كميات العناار ا  أيض
 هو اللاتحديد وممكن أن يكون   حيث         و             
 غير  ل . …أو {         }           أو[         ]     

            بالرموز             نرمز للمقادير المطلوبة من كل من المواد 
 عل  الترتيب ونضب المعلومات الواردة في نص المسألة بجدول كما يلي:  

             المقادير الدنيا
        المواد الغذائية

 العناصر الغذائية

                       
                       
                       
 سعر الوحدة الواحدة                 

 المقادير المطلوبة             

 1  البيانات الأساسية لبناء النموذج الخطي للمثال 3جدول رقم ن

 تابع الهد :

 من الجدول السابق نجد 
                           

 شروط العناصر الغذائية:

   شرط البروتينات العنار الم ابي    
                            

   شرط النشويات العنار الم ابي 
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   شرط الكربوهيدرات العنار الم ابي 

                            

 شرط لادم السلبية:
              

 عندها ياب  النمو ج الرياضي المناسب 

 أوجد أصغر قيمة للدالة 
                              

 ضمن الشروط 
                            
                            
                            

              
 الخوارزميات السابقة ال كر.للحاول عل  الحل الأمال نستخد  احدى 

 مسألة خليط المنتجات: -8-2

المقاود بخليط المنتجات انتاج منتجات يدخل في تركيبها عدد من المواد الأولية 
ف ي جميب الم سسات الانتاجية حت  يكون سير العمل ماالي ويحقق لها الرب  
الاع مي يجب أن تعتمد عل  دراسة علمية تحدد من خلالها الكميات التي يجب 

  الموارد المتاحة بشكل ماالي انتاجها من كل منتا من المنتجات و ل   باستخدا
بحيث يت  تأمين حاجة السوق وتحقيق رب  اع مي ويمكن تقدي  ه ا النمو ج 
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للطلاب كماال عل  استخدا  النما ج الخطية عندها يدر  الطلاب أن الأدلا  
يستخدمونها  وغيرها من المنتجات التي.. والدفاتر والمقاعد والطاولات ووسابل النقل

ومية ت  تانيعها باستخدا  اساليب بحوث العمليات التي تعتمد عل  في حياته  الي
بناء نمو ج رياضي والحل الامال له ا النمو ج هو الخطة الماالية التي يجب ان 

 .تعتمدها الم سسة

 النل العام للمسألة:

من المنتجات ويدخل في تركيبها            م سسة انتاجية يمكنها انتاج   
من المواد الأوليةلأ الكميات المستخدمة من كل مادة من المواد             

 :تيالأولية في كل منتا من المنتجات موضحة بالجدول الآ

      ………       
      المواد الأولية 

 العناار
        ……….            
        ……….            

 …………. ……….. …………. ……….. ………………. 

        ………..            
   المواد الأولية والعناصر لمسألة خليط المنتجات4جدول رقم ن

              الكميات المتوفرة لدى الم سسة من ه ه المواد الاولية هي  
هو اللاتحديد    حيث            و              عل  الترتيب حيث
 غير  ل لأ …أو  {         }       أو  [         ]     وممكن أن يكون  

           المطلوب ايجاد مقدار ما يجب انتاجم من كل منتا من المنتجات 
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أن الرب  العابد من الوحدة الواحدة من كل منتا من المنتجات هو   علما  
 حيث             و            عل  الترتيب حيث               

غير  ..أو{         }       أو [         ]     وممكن أن يكون  هو اللاتحديد    
 . ل 

 بناء النموذج الرياضي:

  بو            نرمز للكميات المنتجة من كل منتا من المنتجات
 :تيونضب جميب المعلومات بالجدول الآ            

الكميات 
 المتوفرة

   …………       
 المنتجات

 المواد الاولية
        …………            
        …………            

………… ………… ………… ………… ………… ………… 
        …………            
 رب  الوحدة الواحدة         …………     

 الكميات المنتجة       …………    

   البيانات النيتروسوفيكية للنموذج5جدول رقم ن

بحيث             يكون المطلوب في المسألة تحديد ديمة لكل من المتحولات
 يأخ  تابب الهدا أع   ديمةلأ و ل  ضمن الشروط الم روضة 

 ة: تيتابب الهدا بالايمة الآبناء عل  معطيات المسألة يكتب 
                       

 :تياياغة الشروط بشكل رياضي نقد  التوضي  الآ
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    وب ل  نجد أن    من المادة     يلزمنا     انتاج وحدة واحدة من المنتا 
وهك ا نجد بالنسبة لبقية    وحدة من المادة         تحتاج    وحدة من المنتا 

 كما يلي:   المنتجات والمواد وبالتالي يكون الشرط المتعلق بالمادة 
                        

نتابب بن د الطريقة بالنسبة لكل المنتجات وجميب المواد نحال عل  النمو ج 
 :تيالرياضي الآ

 أوجد القيمة الع م  للدالة
                          

 ضمن الشروط 
                        
                        

                
                        

             
 :تيوتكتب بالشكل المختار الآ

      ∑         

 

   

 

 ضمن الشروط

∑     
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لأ بيانات المسألة                                                حيث 
 وهي دي  نيتروسوفيكية.

 : 2مثال

1234يقو  مانب لتانيب الأدلا  بإنتاج أربعة أنوا     ,,, SSSS  ويستخد  من
123أجل  ل  المواد الأولية الآتية  ,, MMM ترغب إدارة المانب في دراسة .

التن ي  الأمال للإنتاج خلال فترة زمنية )شهر مالا ( وتحديد اانتاج الشهري لكل 
منتا من أجل تحقيق رب  أع ميلأ علما  بأن الرب  يتناسب طردا  مب عدد الوحدات 

منتجات. نوض  الكميات المتوفرة من المواد الأولية اللازمة لكل منتا المباعة من ال
 :تيوالرب  العابد بالجدول الآ

الكميات 
 المتوفرة

            
        المواد الغذائية

 العناصر الغذائية      

                       
                       
                       

 2  بيانات المعطيات في المثال6جدول رقم ن

   عدد الوحدات المنتجة من  x1ن را لبناء النمو ج الرياضي 

   عدد الوحدات المنتجة من    

   عدد الوحدات المنتجة من    

4x عدد الوحدات المنتجة من   

 :تينضب المعلومات في الجدول الآ خلال ال ترة اانتاجية )شهر مالا (
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الكميات 
 المتوفرة

            
        المواد الغذائية

 العناصر الغذائية

                       
                       
                       
 رب  الوحدة الواحدة                 

 المقادير المنتجة             

   معلومات أساسية لبناء النموذج الرياضي7جدول رقم ن

 :M1من الجدول نلاح  أن شرط المادة الأولية 
                            

 :M2شرط المادة الأولية 
                            

 :M3شرط المادة الأولية 
                            

 :بااضافة إل   ل  يجب أن تكون الكميات المنتجة غير سالبة أي
              

1234نحدد الآن تابب الهدا إ ا ت  إنتاج وحدات ددرها ,,, xxxx  من الأنوا
 عل  الترتيب فإن الرب  خلال ال ترة اانتاجية سوا يكون:
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 ولاليه يكو  النموذج الرياضي للمسالة:

 أوجد القيمة العظمى للدالة 
                            

 ضمن الشروط 
                            

                            
                            

              
 :نموذج الاستخدام الأمثل للأراضي الزرالاية -8-3

 نل المسألة: 

منطقة زراعية )سهلا أو مزروعة( مساحة كل منها تساوي   لن را أنم لدينا 
نوعا من المحاايل الزراعية لتأمين   ونريد زرعتها بو             

لأ إ ا كان    المقدار   مب العل  أنم يلزمنا من المحاول  متطلبات المجتمب منها
      تساوي    من المحاول   متوسط انتاجية واحدة المساحة في السهل 

لأ وكان الرب  العابد من           و             هكتار حيث \طن
 .    يساوي   الوحدة الواحدة من المحاول 

نيتروسوفيكية ديمة غير محددة غير معينة تعين تا  ويمكن  هي ديمة     حيث 
التي يمكن أن تكون أي جوار للقيمة     لأ أيضا      أن تكون أي جوار للقيمة 

   . 

تحديد مقدار المساحة اللاز  زراعتها بكل محاول من المحاايل وفي  المطلوب:
 جميب المناطق لتحقيق أكبر رب  ممكن وتلبية حاجات المجتمب.
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 صياغة النموذج الرياضي: 

  التي يجب زراعتها بالمحاول   لمقدار المساحة من المنطقة      نرمز بو 
 :تيونضب بيانات المسألة في الجدول الآ

مقدار 
 الربح

مقدار 
 الطلب

     2 1 
 المناطق

 المحاصيل

            
    

         

    
     

    
1 

            
    

        
    

     

    
2 

                     
            

    
        

    
     

    
  

 مقدار المساحة المتوفرة               

   بيانات المسألة8جدول رقم ن

 هي:    عندها نجد أن الشروط الم روضة عل  المتحولات 

 شروط المساحات:  -1

  يجب أن يكون اجمالي المساحة المخااة لمختلا المحاايل في المنطقة 
 أي يجب أن يكون:   مساويا
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 شروط تلبية متطلبات المجتمع: -2

   في جميب المناطق عن المقدار   يجب ألا يقل اجمالي الانتاج من المحاول 
 أي يجب أن يكون:

                              
                              

                 

                              

 ايجاد تابع الهد :

فقط ومن جميب المناطق يساوي   نلاح  ان الرب  الحاال من انتاج المحاول  
 جداء الرب  في الكمية ويساوي:

                                

جمالي الناتا عن جميب الهدا ال ي يعبر عن الرب  ااابب وب ل  نجد أن ت
 المحاايل يساوي:

     (∑          

 

   
)     (∑          

 

   
)   

    (∑          

 

   
)      

 : تيمما سبق نحصل لالى النموذج الرياضي الآ

 أوجد القيمة العظمى لل 

     (∑          

 

   
)     (∑          

 

   
)   

    (∑          

 

   
)      
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 ضم  الشروط:
                  
                  

            

                  
                           
                           

                 

                           

                                

 : 3مثال

ومساحة كل منها              لن ترا أننا نريد استملال أربب مناطق زراعية 
ة: دم لأ شعيرلأ تيلأ و ل  بزراعتها بالمحاايل الآ             عل  الترتيب 

                      دطنلأ دخانلأ الشمندرلأ والتي نحتاج منها ما يلي: 
 : تيولن ترا أن انتاجية المناطق من تل  المحاايل وأسعارها معطية بالجدول الآ

                   الطلب سعر الطن
 المناطق

 المحاصيل 

 دم  {   } 4 3 6 2522 {         }

 شعير 7 5 4 {   } 1222 {        }

 دطن 4 {     } 8 5 622 {         }

 دخان 6 {   } 2 2 222 {         }

 شمندر 3 {     } 12 6 822 {       }

 المساحة 62 152 22 12  

 3  بيانات المثال9جدول رقم ن
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اياغة النمو ج الرياضي له ه المسألة بحيث تكون ديمة الانتاج أكبر  المطلوب:
  .ما يمكن

 ة:تيالنمو ج الرياضي نستخرج الشروط الخطية الآلاياغة 

 شروط المساحة:
                       
                       
                        
                       

 شروط الطلب:
{   }                        
               {   }         
     {     }                  
     {   }                  

     {     }                   
 شروط لادم السلبية:

      

 تابع الهد  الذي يعبر لا  قيمة الانتاج هو:
   {         } {   }                   

 {        }                {   }     

 {         }      {     }               

 {         }      {   }               

 {       }      {     }               
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 مسألة تعيي  موقع مستودع: -8-4
الشركات من خبير في عل  بحوث  ادارة احدىطلب مس ول عن  الأولى:المسألة 

العمليات أن يساعده في الحاول عل  حل أمال يحقق من خلالم أدل تكل ة للنقل 
والتشميل لمستودعات يريد انشابها من أجل التوسب في عمل الشركة ودد  لم 

  ة:تيالآمعلومات ااغ من خلالها الخبير المسألة 

تخطط شركة بيب بالم رق للتوسب  النيتروسوفيك:نل المسألة وفق مفاهيم لالم 
في نشاطاتها في منطقة معينة عن طريق إنشاء مستودعين جديدين يوض  الجدول 

 ت  وضبالموادب المحتملة وعدد الزبابن وامكانية تلبية الطلب للموادب حيث  تيالآ
( عكد  ل  ورمز  ( في حال كان المودب يستطيب تلبة طلب الزبون ووضب ) )
حال عل  الجدول    ال  الزبون    ل ة نقل الوحدة الواحدة من المودب لك      بو 
  :تيالآ

            
 الزبو 

 الموقع
  

     

    
     

  
     

   

  
     

  
     

  
     

  
     

   

  
     

  
     

  
     

  
   

 طلبات الزبائ             

   تكلفة النقل في حال اختيار الموقع10نجدول رقم 
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 ة لكل مودب من الموادب المرشحة للمستودعاتتيومب توفر المعلومات الآ

 سعة الموقع
رأس المال المستثمر 

 نقدية الابتدائي نوحدة 
كلفة التشغيل للوحدة 

 نقدية  نوحدةالواحدة 

 المعلومات

 الموقع

 الأول          

 الااني          

 الاالث          

 معلومات للتشغيل  11جدول رقم ن

المطلوب اختيار الموادب الملابمة للمستودعين التي تجعل التكاليا الكلية للاستامار 
 والتشميل والنقل أامر ما يمكن

  الرياضي:بناء النموذج 

إن لكل مودب كل ة رأسمال اابتة مستقلة عن الكمية المخزنة في المستود  المشار 
وبالتالي فإن  المنقولةلأإل   ل  المودب ولم أيضا كل ة متميرة متناسبة مب الكمية 

المستود  وتشميلم هي تابب غير خطي للكمية المخزنة  انشاءالكل ة الكلية 
يمكن اياغة مسألة تعيين مودب المستود   وباستخدا  المتحولات الاحيحة الانابية

   بشكل برناما  ي أعداد احيحة حيث ن را أن المتحول الاحي  الانابي 
 خرى أعد  اختياره وبعبارة  ر المودب أويرمز إل  درار اختيا

   {
   ا ا اخترنا المودب                   
      خلاا  ل                      
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فيكون القيد   إل  الزبون   يرمز إل  الكمية المنقولة من المودب     لن را أن 
 :تيالآالمودب الأول عل  تلبية الطلبات عل  الشكل  عن ددرةالمعبر 

                 
بحيث أن الكمية    يت  اختيار المودب الأول  و السعة      فعندما يكون 

وعندما يكون    المنقولة من المودب الأول لايمكن أن تتجاوز سعة  ل  المودب 
مباشرة مشيرة إل  عد  إمكانية             تنعد  المتحولات غير السالبة      

 الشحن من المودب الأول 

 الااني والاالث  للمودعينين تيوبطريقة مماالة نحال عل  القيدين الآ
                     

                 

  :تيالآولاختيار مودعين بالضبط نحتاج إل  القيد 
           

فقط فإن القيد الجديد سوا يجبر   أو   حدى القيمتين ايمكنم أن يأخ     بما أن 
 الالااة ليكونا مساويين الواحد     متحولين من بين المتحولات 

  :تيالآويمكن كتابة القيود الخااة بطلبات الزبابن عل  الشكل 

           الزبون الأول 

               الزبون الااني 

           الزبون الاالث 

               الزبون الرابب 
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ولكتابة تابب الهدا نلاح  أن التكل ة الكلية للاستامار والتشميل والنقل بخاوص 
 : تيالمودب الأول هي عل  الشكل الآ

                                              

و ل  يجبر المتحولات    المودب الأول ينعد  المتحول  رلا نختاوعندما 
عل  أن تاب  معدومة وبطريقة مشابهة يمكن كتابة توابب التكل ة      لأ    لأ   

للمودعين الااني والاالث وبالتالي تختزل الاياغة الكاملة لمسألة تعيين مودب 
  :تيالآالمستود  ال  البرناما الاحي  المختلط 

  أامريا :   يراد جعل 
                                               

                                  

                             

                                 

         

 

 ة:تيالآمب مراعاة القيود 
                 

                     
                 

           
           

               
           

        متحول احي  من أجل    
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 المال:مسألة ميزانية رأس  -8-5

اختيار المشاريب  أستطيبوكان الطلب الااني الموجم من دبل المس ول كيا 
المناسبة لتشميل رأسمال محدود متوفر في الشركة من خلال عدد من المشاريب 
المطروحة فمن خلال المعلومات التي ددمها المس ول عن ادارة الشركة دا  الخبير 

 ة:تيالآباياغة المسألة 

القادمة لأ            حيث    تخطط شركة لارا رأسمالها خلال ال ترات 
 المتوافر   مقابل رأسمال محدود           مشرو  مقترح حيث    ويوجد 

ياب  بحاجة ال  رأد مال   لأ وعند اختيار أي مشرو    للاستامار في ال ترة 
تقاد ديمة كل  نيتروسوفيكيةلأوهي ديمة      نرمز لم بو      معين في كل فترة

لة الموافق للمشرو  في كل فترة محسوما منم ديمة مشرو  بدلالة تدفق السيو 
نرمز لها بو  net present value (NPV)التضخ  ويدع   ل  اافي القيمة الحالية 

 لأ وعليم يمكن تن ي  الجدول الآتي:     

   …………       
 الفترة

 المشروع

     …………              

     …………              

………… ………… ………… ………… ………… 

     …………              

 رأس المال المحدد        …………   

 خلال الفترات الاستثمار  مردودية 12جدول رقم ن
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ويكون المطلوب في ه ه المسألة هو اختيار المشاريب المناسبة التي تجعل القيمة 
  نيمك مالجميب المشاريب المختارة أع    (NPV)الكلية 

 الرياضي:صياغة النموذج 

يأخ  القيمة واحد في حال ت  اختيار المشرو      هنا ن را متحول احي  انابي 
 أي    ويأخ  القيمة ا ر في حال عد  اختيار المشرو    

   {
   ا ا اخترنا المشرو                   
       خلاا  ل                      

 

 ة:تيالآعندها يعط  تابب الهدا بالعلادة 

  ∑       

 

   
 

  ة:تيالآويعط  ديد رأد المال بالعلادة 

∑           

 

   
              

  :تيالآوعليم نحال عل  النمو ج الرياضي 

  للتابب:أوجد القيمة الع م  

  ∑       

 

   
 

  ة:تيالآمب مراعاة القيود 

∑           

 

   
              

        من أجل جميب دي   1أو  2متحول انابي يأخ  احدى القيمتين    
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 مسألة تعيي  مفتشي : -8-6

  المسألة:نل 
 وينبمي تدديق له لأمرتبة للم تشين وتريد اسناد مهمة ضبط الجودة    لدى شركة 

نوض   تيالجدول الآ الواحدلأ فيساعة عمل في اليو    خلال  دطعة يوميا    
 المراتب:المعلومات الكاملة عن الم تشين ولجميب 

الغرامة التي تدفعها الشركة 
 خطأ للمفتش مقابل كل

لادد 
 المفتشي 

 أجر المفتش
نقدية في  نوحدة

 السالاة 

الدقة 
 بالمائة ن

لادد القطع 
 التي يدققها
 نالسالاة 

 معلومات لا  المفتش
 
 مرتبة المفتش

                  
                  

………… …… ………… …… ………… ………… 
                  

 معلومات لا  المفتشي  باستخدام القيم النيتروسوفيكية  13نجدول رقم 

 عدد عل هو اللاتحديد      حيث           عدد القطب دي  نيتروسوفيكية 
 :أن يأخ  بأحد الأشكال القطب يمكن

 {       }أو  [       ]

هو     حيث            الددة دي  نيتروسوفيكية   وك ل     أو أي جوار لو 
 :اللاتحديد عل  الددة يمكن أن يأخ  بأحد الأشكال

   أو أي جوار لو  {       }أو  [       ]

النمو ج الرياضي المناسب ال ي نستطيب من خلالم تعين  : اياغةالمطلوب
 .تكون تكل ة الت تيش أدل ما يمكن يثالاسناد الأمال للم تشين بح
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  النيتروسوفيكي:بناء النموذج الرياضي 

عدد الم تشين من كل مرتبة عل              لبناء النمو ج الرياضي ن را 
  ة:تيالآها يجب أن تتحقق المتراجحات الترتيب المكل ين بمهمة الت تيش عند

                        
ساعة عمل في اليو    خلال  دطعة يوميا    ن الشركة تحتاج إل  تدديق أبما 

 ة:تيالآالواحد عندها يجب أن تتحقق مجموعة القيود 

∑         

 

   
       

للحاول عل  تابب الهدا نلاح  أن الشركة تتحمل نوعين من التكاليا خلال 
أجر الم تش والمرامة المقابل للخطأ المرتكب من دبل الم تش عن  الت تيشلأعملية 
  يلي:يكتب تابب الهدا كما  دطعة عندهاكل 

   ∑         [
       

   
] 

 

   
      

 يلي:عندها يكتب النمو ج الرياضي كما 

   ∑         [
       

   
] 

 

   
           

 ضمن القيود

                       
∑         
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 :4مثال 

لدى شركة الاث مراتب للم تشين وتريد اسناد مهمة ضبط الجودة له  لأ وينبمي 
ساعات عمل في اليو  الواحد لأ  في الجدول   دطعة يوميا خلال      تدديق 

نوض  المعلومات الكاملة عن الم تشين ولجميب المراتب لأ في ه ا الماال  تيالآ
 سنأخ  عدد القطب التي يددقها الم تش من كل مرتبة دي  نيتروسوفيكية 

الغرامة التي تدفعها 
خطأ  مقابل كلالشركة 

 للمفتش

لادد 
 المفتشي 

 أجر المفتش
نقدية في  نوحدة

 السالاة 

الدقة 
 نبالمائة 

لادد القطع 
 يدققها التي

 نالسالاة 

 معلومات لا  المفتش 
 

 مرتبة المفتش     

          {     }   
         {     }   
         {     }   

 4مثالمعلومات لا  المفتشي  باستخدام القيم النيتروسوفيكية  14نجدول رقم 

النمو ج الرياضي المناسب ال ي نستطيب من خلالم تعين  : اياغةالمطلوب
 تكون تكل ة الت تيش أدل ما يمكن  حيثالاسناد الأمال للم تشين ب

عدد الم تشين من المراتب الالااة عل           لبناء النمو ج الرياضي ن را 
  ة:تيالآالترتيب المكل ين بمهمة الت تيش عندها يجب أن تتحقق المتراجحات 

        
         
         

ساعة عمل في اليو    خلال  دطعة يوميا    ن الشركة تحتاج إل  تدديق أبما 
 ة:تيالآالواحد عندها يجب أن تتحقق مجموعة القيود 
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∑      

 

   
      

 :أي
                        

 :تيالآومنم نحال عل  القيد 

 {     }    {     }    {     }        

للحاول عل  تابب الهدا نلاح  أن الشركة تتحمل نوعين من التكاليا خلال 
أجر الم تش والمرامة المقابل للخطأ المرتكب من دبل الم تش عن  الت تيشلأعملية 
  يلي:يكتب تابب الهدا كما  دطعة عندهاكل 

 ة:تيالآدة في الساعة من خلال العلا  عندها تحسب تكل ة الم تش من المرتبة  

          (
      

   
)                  

 منا نحال عل  

     {     }    (
      

   
)  {       } 

     {     }    (
      

   
)  {     } 

     {     }    (
      

   
)  {      } 

الساعة  الجودة فيويكون مجمو  التكاليا لجميب الم تشين المكل ين بمهمة ضبط 
 ة:تيالآيعط  بالعلادة 

    ∑ [       (
      

   
)]   
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    {       }   {     }   {      }   

 ة:تيبالتعويا بعبارة تابب الهدا الآ

   ∑ [       (
      

   
)]   

 

   
    

  عل :نحال 
  {       }   {       }   {        }   

 :تيالآمما سبق نستطيب وضب النمو ج الرياضي 

 اوجد 
     {       }   {       }   {        }   

 ضمن القيود
          
        

        

 {     }    {     }    {     }        

                 
 :5مثال

وينبمي  له لألدى شركة الاث مراتب للم تشين وتريد اسناد مهمة ضبط الجودة 
الجدول الآتي  الواحدلأ فيساعات عمل في اليو    دطعة يوميا خلال      تدديق 

في ه ا الماال سنأخ  ددة  المراتبلأنوض  المعلومات الكاملة عن الم تشين ولجميب 
الت تيش لكل م تش دي  نيتروسوفيكية عل  شكل مجالات يكون حدها الأدن  أدل 

 ددة وحدها الأعل  أعل  ددة يال لها الم تش حسب المرتبة 
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تدفعها الغرامة التي 
خطأ  مقابل كلالشركة 

 للمفتش

لادد 
 المفتشي 

 أجر المفتش
نوحدة نقدية في 

 السالاة 
 نبالمائة الدقة 

لادد القطع 
 التي يدققها
 نالسالاة 

 معلومات لا  المفتش 
 

 مرتبة المفتش     

       [     ]      
      [     ]      
      [       ]      

 5مثال معلومات لا  المفتشي  باستخدام القيم النيتروسوفيكية  15نجدول رقم 

النمو ج الرياضي المناسب ال ي نستطيب من خلالم تعين  : اياغةالمطلوب
 ث تكون تكل ة الت تيش أدل ما يمكن يالاسناد الأمال للم تشين بح

عدد الم تشين من المراتب الالااة عل           لبناء النمو ج الرياضي ن را 
  ة:تيالآالترتيب المكل ين بمهمة الت تيش عندها يجب أن تتحقق المتراجحات 

        
         
         

ساعة عمل في اليو    خلال  دطعة يوميا    ن الشركة تحتاج إل  تدديق أبما 
  ة:تيالآالواحد عندها يجب أن تتحقق مجموعة القيود 

∑      

 

   
          

 أي 
                        

 :تيالآومنم نحال عل  القيد 
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للحاول عل  تابب الهدا نلاح  أن الشركة تتحمل نوعين من التكاليا خلال 
أجر الم تش والمرامة المقابل للخطأ المرتكب من دبل الم تش عن  الت تيشلأعملية 
  يلي:يكتب تابب الهدا كما  دطعة عندهاكل 

 ة:تيالآفي الساعة من خلال العلادة   عندها تحسب تكل ة الم تش من المرتبة  

          (
       

   
)                

 منا نحال عل  

          (
    [     ]

   
)  [       ] 

          (
    [     ]

   
)  [     ] 

          (
    [       ]

   
)  [      ] 

الساعة  الجودة فيويكون مجمو  التكاليا لجميب الم تشين المكل ين بمهمة ضبط 
 ة:تيالآيعط  بالعلادة 

    ∑ [       (
       

   
)]   

 

   
 

    [       ]   [     ]   [      ]   

 ة:تيبالتعويا بعبارة تابب الهدا الآ

   ∑ [       (
       

   
)]   

 

   
    

  عل :نحال 
  [       ]   [       ]   [     ]   
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 :تيالآمما سبق نستطيب وضب النمو ج الرياضي 

 وجدأ
     [       ]   [       ]   [     ]   

 ضمن القيود
          
        

        

                      

                 

 التكلفة:مسألة تحديد  -8-7

يتأار رب  أي شركة يمكنها أن تنتا عدد من المنتجات بالاختيار الأمال للمنتجات 
من مجموعة  المنتجات التي تستطيب انتاجها ولمساعدة ه ه  بإنتاجمالتي ستقو  

الشركات عل  اختيار المنتجات التي تحقق لها رب  اع مي ددمت بحوث العمليات 
نما ج رياضية خطية سميت بخليط المنتجات وبما أن الحل الأمال لاي نمو ج 

اياغة خطي دد تكون احدى مركباتم أو جميعها دي  غير احيحة دا  الباحاون ب
ال ي    النمو ج المناسب لمال ه ه المسابل استخد  المتحول الاحي  الانابي 

وهنا الواحد يوافق درار انتاج المنتا والا ر درار عد         يأخ  احدى القيمتين 
 الانتاج:
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  النيتروسوفيك:نل المسألة وفق لالم 

ال  كل ة تحضير اابتة   منتا حيث يحتاج المنتا    انتاجتريد شركة التخطيط 
مستقلة عن الكمية المنتجة لأ ويحتاج ال  كل ة متميرة    أو كل ة انتاج اابتة  

لكل وحدة انتاج تتناسب مب الكمية المنتجة لأ لن را أن كل وحدة من        
  مورد ن ب را أن المنتا    يوجد حيث   وحدة من المورد      تحتاج   المنتا 
وحدة نقدية لكل وحدة       ويبا  بسعر       لم فراة مبيعات ددرها ال ي 

ياب  هدا المسالة           حيث   وحدة من المورد     وانم يتوفر فقط 
 تعين خليط المنتجات الامال ال ي يجعل الرب  الاافي اع   ما يمكن 

 الرياضي:صياغة النموذج 
 التكلفة:تحدد 

هي عبارة عن التكل ة الاابتة  للإنتاجمن نص المسألة نلاح  أن التكل ة الكلية 
 المنتجةلأبالنسبة للكمية  يلا خطتابب  ال  الكل ة المتميرة وهي عبارة عن بااضافة

يمكن اياغة المسألة بشكل نمو ج    ولكن بمساعدة المتحولات الاحيحة الانابية 
 خطي  ي أعداد احيحة 

أو عد     يرمز ال  القرار بانتاج المنتا     لمتحول الاحي  الانابي ن را أن ا
 خرى أانتاجم بعبارة 

   {
 ا ا   اتخ  درار بانتاج   المنتا            
    خلاا   ل                                      
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 تيعل  الشكل الآ  نتاج الوحدة الواحدة من المنتا إعندها تاب  تكل ة 
     كان  إ ا     و      كان  إ ا     حيث                

 يلي: كمان تابب الهدا يكتب إوبالتالي ف

   ∑        
 

   
   ∑ (              )

 

   
 

  المسألة:قيود 

  ة:تيالآيعطى بالعلاقة   قيد لالى المورد 

∑    

 

   
                  

 تية:الآيعطى بالعلاقة   قيد الطلب لالى المنتج 
   (     )                 

 للتابع:أوجد القيمة العظمى  الرياضي:النموذج 

   ∑        
 

   
   ∑ (              )

 

   
 

 ضم  القيود 

∑    

 

   
                  

   (     )                 
موون النمووو ج            جوول جميووب دووي  أموون       أو      و      

وفوي هو ه الحالوة      يأخو  ديموم موجبوة فقوط عنودما يكوون    السابق نلاحو  أن 
متضومنة فوي    الاابتوة  اانتواجوكل وة       محوددا بالكميوة   يكون انتاج المنوتا 

بحل ه ا النمو ج نحاول علو  ديموة نيتروسووفيكية مالو  لتوابب الهودا  الهدالأتابب 
نعلوووو  موووون خلالهووووا الوووورب  الوووو ي يمكوووون ان تحققووووم الشووووركة فووووي أحسوووون وأسوووووء      

 ال روا ويمكن الشركة من وضب الخطط المناسبة لسير العمل فيها.  
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 الخاتمة:

برمجووة الخطيووة نسووتطيب موون خوولال الدراسووة السووابقة نلاحوو  أنووم باسووتخدا  أسوولوب ال
تقوودي  الحوول الأماوول لمع وو  المشوواكل التووي يمكوون أن تواجووم الشووركات اانتاجيووة و لوو  

لة يمكون تحويلهوا إلو  نموو ج خطويلأ حلوم الأماول أباياغة الحالة ديد المعالجوة بمسو
يسواعد اونا  القورار علو  اتخوا  دورارات مااليووة لسوير العمول بحيوث يوت  تحقيوق أكبوور 

أجوووول الحاووووول علوووو  حلووووول تتمتووووب بهووووامش موووون الحريووووة يمكوووون ربوووو  ممكوووونلأ وموووون 
استخدامنا البيانات دي  نيتروسوفيكية دي  تراعي جميب ال روا التوي يمكون تمور بهوا 

 المن ومة التي يمالها النمو ج الخطي.
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