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1. Sobre la compilacion

En torno al debate sobre la existencia de una realidad matematica,
a la par de una (mas o menos bien aceptada) realidad fisica, tradi-
cionalmente se han planteado diversas preguntas de interés filoséfico.
Entre las mas clasicas esta, por ejemplo, la cuestion de c6mo obtene-
mos conocimiento acerca de los objetos que presuntamente habitarian
dicha realidad. Desde una postura realista, tener conocimiento de la
realidad matematica no es sino tener conocimiento de dichos objetos
y su comportamiento. Sin embargo, como ha sido ampliamente discu-
tido (Bueno 2017; Field 1980, 1989; Yablo 2010, 2014; etc.), negar la
existencia de dichos objetos no excluye el reconocimiento del conoci-
miento matematico. En particular, hablando de la aritmética, negar la
existencia de los nimeros no excluye la posibilidad del conocimiento
aritmético. Lo que es relativamente claro es que, desde cualquier tipo
de postura ontolégica acerca de los ntimeros, es necesario explicar la
naturaleza de aquello que identificamos como conocimiento aritméti-
co. Otra cuestion intimamente relacionada con la postura ontoldgica
es el tipo de teoria acerca de la verdad aritmética que puede ser
aceptada. Aqui cabe sefialar la distinciéon entre un realismo ontolo-
gico, acerca de los ntimeros de los que hablan los enunciados que
contienen términos numeéricos, y un realismo en valor de verdad.
Este dltimo afirma la existencia de ciertos hechos, posiblemente in-
dependientes de la existencia de las entidades que vendrian siendo
los referentes de los términos numeéricos, que hacen verdaderos a los
enunciados de la aritmética pura, de otras areas de la matematica
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y, en Gltimo término, de cualquier enunciado con términos numéri-
cos en el lenguaje natural. Finalmente, vale la pena mencionar que
cualquier teoria filosofica en este dmbito deberd dar cuenta de la
caracteristica propiedad que tiene la aritmética de generar resultados
exitosos en sus aplicaciones, que van desde los contextos mas forma-
les, pasando por contextos predominantemente técnicos, hasta llegar
a los mas simples contextos cotidianos.

Teniendo en cuenta las cuestiones anteriormente mencionadas,
entre muchas otras, José Ferreirdos y Abel Lassalle Casanave nos
presentan en su libro El drbol de los niimeros una compilaciéon de
articulos que, ademdas de interesante y novedosa, resulta altamente
enriquecedora debido al enfoque plural que los compiladores logran a
través de la organizacién de una seleccién de articulos que permite al
lector tener una aproximacién bastante comprehensiva a los debates
actuales en filosofia de las matematicas, especificamente a aquellos
enfocados en los ntimeros naturales.

El lector o lectora podria sentir la tentacién de preguntar cémo
las teorias presentadas en El drbol de los niimeros encajan en una
explicacion mas amplia que abarque otras areas de la matematica.
Por esta razon, vale la pena mencionar que el hecho de que los ar-
ticulos elegidos no vayan mas alla de los niimeros naturales no resta
de ninguna manera el interés que cualquier filosofo de la matematica
tendria en este trabajo. Por multiples razones, los nimeros naturales
son un buen punto de partida para una investigacién filosofica sobre
la matematica. Entre las razones matematicas, por ejemplo, tenemos
que la estructura de los nimeros naturales antecede a otras estructu-
ras tanto en un sentido temporal, como desde la misma préactica de la
disciplina. Como es bien sabido, la axiomatizacién de la aritmética en
el siglo XIX fue el comienzo de un paradigma en la forma en la que
se desarrolla la matematica. Respecto a la practica, vale la pena tener
en mente que la estructura de los niimeros naturales se utiliza como
base para la construcciéon formal de otros sistemas numéricos, que
dan lugar a nuevas estructuras algebraicas. A partir de los ntimeros
naturales se construyen los ntimeros enteros (ejemplo paradigmatico
de los anillos y los dominios enteros); los nimeros racionales (ejem-
plo paradigmatico de campo numerable); los ntimeros reales (ejemplo
paradigmatico de campo no numerable), etcétera.

Ademas de las razones matemaéticas, existen razones filoséficas para
priorizar las explicaciones acerca de los ntimeros naturales. Considere-
mos, por poner un ejemplo, una de las mas clasicas preocupaciones de
la filosofia —la preocupacidén acerca de la certeza—. Los enunciados
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aritméticos (aquéllos cuyos términos singulares refieren a nimeros
naturales) son tipicamente considerados necesariamente verdaderos y
cuyo contenido es conocido a priori. Como los enunciados aritméti-
cos podrian gozar de este privilegio epistémico es, sin duda, de gran
interés filosofico.

Una motivacion adicional para desarrollar el tema de los ndmeros,
que los compiladores no pasan de largo, es el propdsito de dar cuen-
ta de qué funcion tienen en las practicas cotidianas y de como es la
relacion de los seres humanos con aquello que es concebido como los
nimeros desde la infancia misma. Las oraciones que contienen nume-
rales aparecen en practicamente cualquier parte del discurso humano.
Es poco controversial que hay una relacién entre la competencia lin-
giiistica y la competencia aritmética de un hablante comtn. Determi-
nar cul es esta relaciéon es también interés de las ciencias cognitivas.
De este modo, los estudios acerca de la adquisiciéon de los ntimeros
naturales y el desarrollo de habilidades cognitivas relacionadas con la
aritmética responderdn a importantes preguntas que tradicionalmente
se han formulado en el campo de la cognicion humana.

El interés de los compiladores se centra en las innovaciones de los
altimos afios en el analisis filoséfico de la aritmética, en particular,
atendiendo a la practica matematica y teniendo en consideracion las
diversas contribuciones en el analisis cognitivo del ntimero desde la
neurociencia y las otras ciencias cognitivas. La seleccion posibilita
una aproximacién novedosa, que va mas alld de la tradicién inau-
gurada por filésofos y matematicos como Frege, Dedekind, Peano y
Russell, y que le permite al lector o lectora incorporarse a debates
filosoficos actuales desde las perspectivas de la matematica misma y la
neurociencia. En este sentido, el libro aborda el concepto de niimero
desde tres flancos distintos pero complementarios: los fundamentos
logico-matematicos, la practica matematica y la ciencia cognitiva.

Una de las motivaciones que determina la forma en la que los
compiladores seleccionaron y organizaron los trabajos estd basada
en una critica respecto a cierta metodologia, en la que predominé el
interés por los fundamentos de la matematica a partir de la influencia
de consideraciones surgidas desde aspectos concernientes a la 1gica,

En buena medida, las dificultades filoséficas y fundacionales [ ... ] pro-
vienen del énfasis excesivo que el siglo XX puso en visiones sistemati-
zantes, omniabarcantes y reduccionistas. Durante las Gltimas décadas, el
desarrollo de la llamada filosofia de las pricticas matematicas ha venido
a renovar y liberar el estudio de los problemas relacionados. (pp. 11,

12)
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Se podria pensar que esta critica deja de lado la importancia histérica
que las llamadas escuelas de los fundamentos tienen sobre la filosofia
actual de las matematicas. Los tratamientos filoséfico-matematicos de
finales del siglo XIX y principios del XX dieron lugar a grandes
avances no solo para la filosofia, sino también para la matematica y
la 16gica. Sin embargo, la novedosa perspectiva establecida por los
coordinadores, quienes (entre otras cosas) brindan una mayor con-
tribucién de los estudios empiricos relacionados con la adquisicion
de los niimeros, amplia las perspectivas desde las cuales se pueden
abordar los complejos problemas del conocimiento matematico, co-
menzando por el conocimiento aritmético.

Ciertamente, es indispensable para una teoria filosdfica sobre la
matematica que ésta sea compatible con la practica de la disciplina.
Pero tampoco debemos perder de vista la aproximacién histérica,
desde la que es facil observar que la matematica y su filosofia no
serian lo que son, de no ser por las inquietudes (calificadas por al-
gunos, como fundacionistas) que condujeron a practicas como la
bisqueda de la axiomatizacion de areas centrales en la matematica.
Otro ejemplo de un avance que comprendemos mejor desde una
aproximacién historica es el desarrollo de la teoria de conjuntos y
posteriormente de la teoria de categorias, ampliamente motivado por
la basqueda de un lenguaje que permita la construcciéon de un marco
que provea de cimientos tedricos a otras ramas de la matematica. Mas
ejemplos de los beneficios de estas tradiciones pueden ser localizados
en la logica y su filosofia, areas que con frecuencia no carecen de
algin interés matemaético. Sin ir muy lejos, en estas tradiciones en-
contramos la semilla de importantes contribuciones, como la teoria
de la demostracion o el desarrollo de las logicas no clasicas, teniendo
como ejemplo paradigmatico la légica intuicionista y cierta practica
matematica basada en esta logica. Yendo mas hacia la filosofia de la
logica, pero sin abandonar las cuestiones matematicas, tenemos que
el histérico error de Frege, al postular la ley basica V como parte
de los principios para fundamentar la aritmética desde su visién lo-
gicista (1884), ha dado lugar a importantes contribuciones a partir
del anélisis de la naturaleza de este tipo de principios (véase Hale y
Wright 2009, para un ejemplo).

En conclusidn, el éxito de una investigacién profunda acerca de la
naturaleza de los ntimeros y nuestro conocimiento de ellos dependera
de la capacidad que tengamos de integrar las diferentes perspectivas
que se brindan, tanto desde un enfoque histérico que nos permita
adentrarnos en la tradicion de las escuelas de los fundamentos, como
de un enfoque mas actual; por ejemplo, aquellos que consideran
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la préctica matematica contemporanea y los datos empiricos sobre
el fenomeno de adquisicién. En este sentido, el libro presenta una
importante contribucién en el marco de una metodologia actual,
donde podria pensarse que se paga un pequeflo costo respecto a
la cuestién historica de una metodologia que, a pesar de tener sus
defectos, fue altamente prolifica para la filosofia de la matematica,
en particular, de la aritmética. Ademéas de lo ya mencionado, el
libro también conecta, en la linea de Lakatos y Kitcher, los aspectos
filosoficos con el estudio de episodios de la prictica matematica,
abriendo también el campo a problemas educativos de la aritmética.

El darbol de los niimeros es un libro altamente recomendable para
cualquier persona interesada en los debates contemporaneos sobre
la naturaleza de los nameros, la filosofia de la practica matematica
(particularmente de la aritmética) y el conocimiento aritmético desde
la aproximacién de las ciencias cognitivas.

Lo anteriormente mencionado pretende sugerir un panorama res-
pecto al espiritu de la compilacién. Debido a que los articulos varian
mucho en enfoques y posiciones, y cada lector o lectora podria tener
intereses diferentes respecto a partes especificas de la compilacién,
en lo que sigue, se presentan breves resefias de cada articulo con
algunos comentarios.

2. Parte I: cognicion

Los trabajos de la primera parte examinan diversos aspectos sobre
la cognicién matemadtica y sus bases neurologicas. En esta seccion
del libro se presentan trabajos de Giardino; Arrigoni y Caprile y
Benis-Sinaceur. En estos trabajos se da un consenso respecto a que
la cognicién numérica tiene raices innatas, que se constatan en estu-
dios psicolégicos y neurolégicos. La idea es que existen dos nticleos
cognitivos innatos “cableados” en zonas diferentes del cerebro: uno
de ellos que permitiria la subitizacion (captacién inmediata y precisa
de nimeros muy pequefios), mientras que el otro seria un sistema de
aproximacioén de procesamiento de numerosidades pequeiias o gran-
des. Cuadl es el papel que desempeian estas habilidades, y como se
relacionan entre si, es algo sobre lo que cada teoria presentada en el
libro acerca de la adquisicion de los ntimeros enteros positivos tiene
algo que decir.
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2.1. ¢Dénde situar los fundamentos cognitivos de las matematicas?

(Valeria Giardino)

El articulo se enfoca en la aportacion de las ciencias cognitivas a la
investigacion acerca de los fundamentos (cognitivos) de las matema-
ticas. La tesis central es que, tanto para el caso de la aritmética como
de la geometria, hay que distinguir entre tres niveles de competencia.

Competencia aritmética: en el nivel I se encuentra la capacidad
de distinguir entre diferentes numerosidades. La matematica en este
nivel es sblo aproximada. En el nivel II se encuentra la capacidad
de contar. Contar como un proceso es hacer uso de los ntmeros en
cuanto simples posiciones de una secuencia ordenada. En el nivel 111
estd la aritmética tedrica, los nimeros se convierten en entidades
abstractas y los que practican aritmética han desarrollado conceptos
para ellos.

Competencia geométrica: en el nivel I se encuentra la capacidad
de extraer invariantes del espacio circundante. Esta capacidad nos
permite realizar tareas como aprender a orientarnos en un ambiente
que hemos explorado anteriormente. En el nivel II nos encontramos
con el uso de mapas y otras herramientas que nos ofrecen una repre-
sentacioén externa sobre la cual nos apoyamos para orientarnos en un
ambiente, ahorrandonos costos cognitivos. En el nivel III tenemos la
geometria, las formas se han convertido en entidades abstractas, y se
han desarrollado conceptos para ello.

El primer nivel esta ligado a la percepcion y el tercero a la compe-
tencia plena. La autora da una importancia especial al nivel interme-
dio. Este nivel, que involucra el uso de representaciones explicitas, es
esencial para entender los fundamentos cognitivos de las matemati-
cas, debido a que somos la Ginica especie simboélica capaz de manejar
representaciones como los numerales, las cifras o los mapas. Para
Giardino, esto es lo que, en Gltima instancia, nos permite desarrollar
conocimiento matematico.

Las distinciones que Valeria Giardino traza son por demads intere-
santes. Sin embargo, queda la cuestion de si este esquema realmente
describe como son (o donde se encuentran) los fundamentos cogniti-
vos de las matematicas. Para la autora, estos sistemas de representa-
cién son necesarios para lograr una forma de razonamiento abstracto
(condicion necesaria para la adquisicion de conceptos matematicos),
pero de esto no se sigue que en el segundo nivel se encuentren los
mencionados fundamentos. Para sostener su tesis, Giardino presenta
experimentos con bebés, animales y poblaciones con pocas palabras,
es decir, con individuos que cuentan con escasos recursos de repre-
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sentacion. De acuerdo con su interpretacion, estos sujetos de estudio
no alcanzan nunca la posesion de los conceptos matemaéticos porque
carecen de las representaciones necesarias. En este punto valdria la
pena preguntarse cudles, especificamente, son esas representaciones.
Sin embargo, teniendo en cuenta que los animales, los bebés y las
comunidades con pocas palabras tienen acceso a herramientas de re-
presentacién muy diferentes tanto en calidad como en cantidad, vale
la pena preguntarse cudles son las representaciones que resultarian
suficientes para poder dar el salto hacia la adquisiciéon de conceptos
matematicos. Se intuye que la respuesta estard relacionada con el
lenguaje, pero si éste es el caso, pareciera haber un salto explicativo
entre las habilidades lingiiisticas y las capacidades geométricas.

La pregunta central de en dénde se encuentran los fundamentos
en cuestién parece depender de la respuesta a una pregunta de la cual
atin no es claro que tengamos el resultado. Esta es, jc6mo damos el
salto desde el conocimiento de particulares, que adquirimos via la
percepcion, a un conocimiento de tipo mds general, que pareceria
requerir una cierta capacidad de abstraccion? En caso de que el ni-
vel II constituya este puente explicativo, habrd que hacer un estudio
mas detallado de su naturaleza y su relacién con los otros dos niveles.

2.2. La cognicion de los enteros: una nueva propuesta (Tatiana
Arrigoni y Bruno Caprile)

Arrigoni y Caprile centran su atencién en la comprension —por
parte del nilo— de la infinitud de los nimeros. La idea es que
la cognicién humana desarrolla lo que los autores llaman una teoria
de los enteros como un género de objetos abstractos, en contraste
con una comprension adjetiva de los niimeros como propiedades de
colecciones de cosas. El analisis se enfoca en el estadio en torno a
los 8 afios, cuando los niflos categorizan los niimeros como un género
de cosas con propiedades caracteristicas, una de las cuales resultara
ser su infinitud. Esto es, ser una sucesidon ordenada literalmente
interminable. De acuerdo con los autores, el objetivo es sugerir una
nueva aproximacién a la adquisicion de los enteros positivos dirigida
a determinar qué facultades independientes contribuyen a la misma.

El articulo sostiene que hay al menos dos teorias acerca de los
enteros en los adultos:

a) Una teoria de los enteros como expresion de diferentes cardi-
nalidades. Es decir, medidas exactas de multiplicidades de elementos
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identificables contando (esta teoria se refleja implicitamente en el uso
lingiiistico de los numerales como adjetivos); y

b) Una teoria de los enteros como objetos abstractos mutuamente
relacionados, denotados o bien informalmente, en un lenguaje en
el que los numerales desempefian un papel de nombres, o (mis o
menos) formalmente usando un sistema especifico de simbolos, como
el sistema decimal posicional.

La interconexién de estas dos teorias parece ser tipica de la cogni-
cién numérica de los humanos en sus formas mas maduras. En con-
traste, los preescolares parecen poseer una teoria de los enteros como
cardinalidades, que desarrollan mientras aprenden a contar, pero no
una teoria de los enteros como objetos abstractos. Las cardinalidades
son Gnicamente propiedades de multitudes de objetos espacio tempo-
rales. Los autores conjeturan que ésta podria ser la causa de que la
teoria de los cardinales de los preescolares no dé informacién respecto
a si los enteros son o no infinitos (mas adelante, al adquirir la teoria
b), los nifios serdn capaces de dar esta informacién). La pregunta
obvia aqui es como se pasa de la competencia en una teoria del
tipo a) hacia una del tipo b). (Un cuestionamiento similar surge para
el caso de la explicacion que Valeria Giardino ofrece en el articulo
anterior.) La siguiente, pudiera ser la respuesta de los autores a la
mencionada cuesti6n.

Se puede apartar a las cardinalidades del mundo espacio temporal, sien-
do vistas como medidas de la multiplicidad de cualquier tipo, incluyen-
do objetos imaginarios. Bajo estas circunstancias, apelando a nuestra
capacidad para extender por medio de la imaginacion cualquier multi-
tud de objetos, y considerando la totalidad de las multitudes que pueden
ser asi generadas, podemos llegar a la infinitud de los enteros. (p. 54)

El problema es que esto requiere cierta capacidad mental, que no
ha sido explicada: quiza una capacidad de abstraccién lo bastante
sofisticada para atribuirles propiedades a las entidades resultantes de
este proceso. Sigue siendo crucial para todas estas teorias explicar de
ddonde proviene este tipo de habilidad. Para brindar una respuesta, los
autores pueden apelar a que la ontogénesis de la cognicion humana
de los enteros desempefia un papel fundamental en la habilidad de
los nifios de: a) tratar a los enteros como objetos; b) hacer esto a pesar
de que no tengan caracteristicas espacio temporales; c¢) adscribirlos
a un tipo determinado, independientemente de la disponibilidad de
informacion estable explicita acerca de las propiedades que deberian
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compartir (para que pertenezcan al mismo tipo). De acuerdo con
esto, los nifios parecen darse cuenta de que los ntimeros son infinitos
y de que cada uno de ellos tiene un sucesor, como hechos que
pertenecen a un tipo determinado en el que comparten una naturaleza
en comin al que ellos se refieren con la expresion los ndmeros.
Aun asi, parece haber un hueco explicativo en lo que se refiere a
la habilidad de los nifios para hacer correctamente las adscripciones
a los nimeros como correspondiendo al tipo de entidades al que
pertenecen. Presumiblemente, esta habilidad tendrd alguna especie
de relacién con las capacidades lingiiisticas desarrolladas.

La observacion final de los autores es que, el que los enteros sean
abstractos y causalmente inertes para nosotros no es un motivo para
evitar que los tratemos como objetos (lingiiistica y cognitivamente).
En vez de negar el estatus de objeto a entidades no espacio temporales
y causalmente inertes, a las que tratamos como tales, deberfamos ex-
tender nuestra nocién de lo que cuenta como objeto para los humanos
de manera que acomode también a entidades como los enteros que
son, de facto, objetos para nosotros (lingiiistica y cognitivamente).
Desde luego, esto es materia mas de la metafisica que de las ciencias
cognitivas (para una aproximacion a este debate, véanse, por ejemplo,

Balaguer 1998; Linnebo 2018).

2.3 . Filosofia de la biopsicologia del ntmero (Hourya
Benis-Sinaceur)

Este articulo presenta una aproximacién mas técnica que la de los
anteriores. En él se presentan resultados sobre las bases neurocienti-
ficas de la captacion de numerosidad. Estos resultados se toman de
algunos articulos especializados y de tres renombrados libros en la
materia (The Number Sense. How the Mind Creates Mathematics,
de Stanislas Dehaene; Seeing and Visualizing, de Zenon Pylyshyn;
y The Origin of Concepts de Susan Carey).

Benis-Sinaceur realiza una interpretacion de los datos, resultado
de diferentes experimentos, desde una aproximaciéon de interés pro-
piamente filos6fico. De esta manera, la autora pretende relacionar
los datos obtenidos en estudios neurobiolégicos y psicoldgicos con
preguntas como jQué es anterior cognitivamente, lo continuo o lo
discreto? ;la cantidad o la cualidad? Respecto al sentido numérico y
al contar efectivo, jcudl precede a cual?

Tipicamente, la pregunta de interés desde el punto de vista de las
ciencias cognitivas es como captan el cerebro y la mente la dimension
cuantitativa de los eventos y fendmenos del mundo. Benis-Sinaceur
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sefiala —acertadamente, creo— que las respuestas al como no exclu-
yen un replanteamiento de las concepciones sobre la naturaleza o el
origen de los ntimeros. Pero en vista de que la autora pretende hacer
una asociaciéon entre los estudios en ciencias cognitivas y las cues-
tiones filosoficas sefialadas, cabe mencionar que no es claro tampoco
que dichas respuestas aporten evidencia para la aceptacion de alguna
concepeidn filoséfica sobre los ntimeros. Muchos estudios en ciencias
cognitivas han intentado encontrar en los datos empiricos resultados
que apoyen resultados filosoficos. Pero ya sea para descartar posibi-
lidades o para fortalecer tesis, siempre serd necesario presentar un
argumento filoséfico en algin sentido plausible.

No es ningan misterio que los fenémenos neurobiolégicos y psico-
logicos inducen cuestiones de caracter filosofico. La autora logra de
manera clara sefialar la existencia de algunas asociaciones entre los
fendémenos empiricos y las concepciones filosdficas. Sin embargo, este
hecho no parece ser realmente controversial. Lo que resultaria mas
interesante, seria sefialar en donde y como se dan dichas asociaciones.
El articulo no parece ofrecer alguna propuesta positiva al respecto.
Consideremos algunos ejemplos.

De acuerdo con Benis-Sinaceur, ademas de la divisién entre lo
innato y lo adquirido, los test experimentales que implican cantida-
des o conjuntos de objetos suponen, o inducen, opciones relativas a
las relaciones entre el contar y la evaluacion de la cantidad; entre
continuo y discreto; entre el aspecto ordinal y cardinal del namero;
entre percepcién sensorial y concepto; entre percepcion cualitativa
y percepcion cuantitativa; entre intuicién e inferencia; entre imagen
y pensamiento; entre pensamiento y lenguaje. La determinacion de
dichas relaciones en el seno de la anterioridad ontoldgica o cognitiva
de cada una de estas parejas, como ejemplo de lo continuo sobre lo
discreto, de la cualidad sobre la cantidad, y de la cantidad sobre con-
tar, depende no solo de la edad de los sujetos estudiados, de los tipos
de cuestiones planteadas, de las técnicas de investigacion privilegia-
das y de sus diversas puestas en practica, sino también de opciones
filosoficas declaradas o ticitas que enmarcan la interpretacion de las
respuestas.

Por un lado, no resulta muy controvertida la afirmacién de que
los compromisos epistémicos de quien realiza los test experimentales
influyen en la interpretacién de los datos obtenidos (si acaso, habra
desacuerdo en la manera en la que se da esta influencia, o en qué
grado). Por el otro lado, si, como dice la misma autora, los com-
promisos epistémicos interfieren en la interpretacién de los datos, no
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podemos ver de forma inmediata como los estudios neurobioldgicos y
psicologicos aportan evidencia sustantiva (u objetiva) a las diferentes
concepciones filoséficas. Sigue sin ser claro como se da la relacion
entre la evidencia empirica y las concepciones filoséficas.

La autora presenta los estudios como un material distribuido en
modelos destinados a reformar nuestra visién filoséfica sobre la natu-
raleza y origen de los nimeros y nuestros principios educativos, para
facilitar la adquisicion de habilidades aritméticas. Su conclusion es
que estos modelos son tributarios de puntos de vista correspondientes
a una preferencia filosdfica o a un estado del desarrollo de la ciencia
y la cultura caracterizado por la abundante utilizacién de estructuras
como medio de investigacion, de organizaciéon y de anilisis de los
datos. Este resultado no deberia generar mayor controversia. Lo in-
teresante aqui seria tener un mapa que ejemplifique de manera clara
las relaciones entre los estudios empiricos y el analisis filoséfico.

3. Parte II: l6gica

Los articulos compilados en la segunda parte del libro examinan
diferentes aspectos de caracter 16gico y matematico de los niimeros
enteros. Esta parte resulta interesante no sélo por el analisis filos6fico
y su énfasis en la adecuacion de cada teoria respecto a un sistema
logico, sino también porque dibuja un panorama histérico desde el
cudl se toman en consideracion las aportaciones de filsofos y mate-
maticos de la talla de Frege, Dedekind, Peano, Russell, Whitehead
y Godel. En esta seccion 16gico-matematica se recopilan trabajos de
Oswaldo Chateubriand, Concha Martinez Vidal, Thomas Sautter y
Sérgio Shultz.

3.1. Nameros como propiedades de segundo orden (Oswaldo
Chateubriand)

Es bien conocido el argumento de Frege en contra de que los niime-
ros son propiedades de objetos fisicos. Este se enfoca en mostrar que
las propiedades numéricas no son distributivas y que, dado un objeto,
no siempre es posible determinar su ntimero. Esto llevo a Frege a
decir que las atribuciones numéricas son hechas a conceptos y no a
cosas, es decir, que son conceptos de conceptos (o propiedades de
propiedades). Tomando este hecho como punto de partida, Oswaldo
Chateubriand argumenta a favor de que los nimeros son propiedades
de segundo orden, es decir, propiedades de propiedades.

Desde luego, la vision extensional que Frege tiene de las pro-
piedades y la insistencia de que (dentro de una ontologia dividida de
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manera exhaustiva entre objetos y conceptos) los nimeros son objetos
deriva en que la postura de Frege no se considere una teoria de los
ntmeros como propiedades. Sin embargo, retomando la propuesta del
autor, es facil ver que, si eliminamos la idea de considerar el niimero
n como la extension del concepto ser equinumeroso con n, y nos
quedamos s6lo con el concepto (ser equinumeroso con n), la teoria de
Frege pasa a ser una teoria de los niimeros como propiedades (pues al
eliminar la extension desaparece el objeto). Esta teoria tiene la virtud
de evitar la paradoja de Russell, debido a que ya no es necesaria la
famosa Ley bésica V que esencialmente dice que, si dos conceptos son
coextensionales, entonces hay dos objetos (uno para cada concepto)
que son iguales. Es evidente que esta forma de resolver el problema
de la paradoja no seria satisfactoria para Frege, entre otras razones,
porque su idea de concepto es extensional, por lo que ni siquiera tiene
sentido hablar de quitar la extensién y quedarnos con el concepto.
También es importante sefialar que, como el mismo Chateubriand
reconoce, esta teoria fregeana de los nimeros como propiedades tiene
sus propios problemas (p. 126).

Otra de las objeciones comunes en contra de un realismo que
presente a los ntmeros como propiedades proviene de un prejuicio
de caracter lingiiistico (Hofweber 2000, 2005). Existe una idea gene-
ralizada de que los objetos desempefian el papel nuclear en el sujeto
de una oracién. Es cierto que paradigmaticamente los objetos hacen
las veces de los individuos por los que estan los términos singulares
que constituyen al sujeto, pero esto no excluye que las propieda-
des puedan desempenar este papel, jacaso no predicamos también
sobre propiedades? Como bien sefiala Chateubriand, podemos tener
una teoria de las propiedades como objetos, es decir, como indivi-
duos. La teoria de ntimeros tiene los nimeros como individuos; la
teoria de conjuntos tiene los conjuntos como individuos; y podemos
tener una teoria de funciones donde las funciones son los individuos.
Incluso en el lenguaje cotidiano hay expresiones que estan por propie-
dades y que aparecen en los enunciados como individuos. Por ejem-
plo, expresiones como “El azul es mi color favorito” o “La longitud
es una forma de medida”. Ademas, existe también la posibilidad de
nominalizar las propiedades. La conclusion es que, el hecho de que
los niimeros sean propiedades y aparezcan como individuos en los
enunciados aritméticos no representa ningiin problema. Simplemente
podria generar alguna tensién con cierto paradigma lingiiistico en el
que hay una correspondencia entre los objetos y los términos singu-
lares, y de forma paralela, entre las propiedades y los determinantes
o modificadores.
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Otro problema que discute Chateubriand es que hablar de pro-
piedades de propiedades nos conduce a un sistema de jerarquias, y
cuando empezamos a hablar de jerarquias no sabemos dénde parar.
Sin embargo, una jerarquia puede generalizarse de muchas maneras
que ontolégicamente tienen sentido. De hecho (aunque Chateubrian
no lo menciona) existen teorias de propiedades que no implican la
existencia de jerarquias, por ejemplo, las llamadas type-free (véanse
Menzel 1986; Orilia 1991).

En su contribucién, Oswaldo Chateubriand parece mostrar satis-
factoriamente que una teoria de los nimeros como propiedades puede
proporcionar respuestas simples a una gran parte de las objeciones
que tradicionalmente se les han presentado a este tipo de explica-
ciones.

3.2. Relaciones euclidianas de equinumerosidad (Thomas Sautter)

De acuerdo con Thomas Sautter, los resultados presentados en este
articulo sugieren que abdicar de la relacion cantoriana de equinume-
rosidad en favor de una relacién euclidiana, que respete el principio
de que el todo es mayor que cualquiera de sus partes propias, nos
quita mas de lo que estamos dispuestos a ceder en pro del sentido
comin. El autor pretende mostrar que, en el terreno de las intuicio-
nes, una relacién de equinumerosidad cantoriana pierde frente a una
relacién de equinumerosidad euclidiana al violar nuestra intuicién de
que el todo es mayor que sus partes. Cuando medimos conjuntos
desde un marco cantoriano, obtenemos resultados que parecen con-
traintuitivos, por ejemplo, que los enteros negativos tienen la misma
cardinalidad que el conjunto completo de los enteros, o que el inter-
valo (0,1) contiene la misma cantidad de puntos que la recta de los
ntmeros reales. Pese a esto, una relacion euclidiana de equinumero-
sidad elimina la posibilidad de tener una aritmética tan simple y bien
determinada como la aritmética de cardinales de Cantor.

La presente estrategia consiste en proponer varias relaciones eu-
clidianas de equinumerosidad. La existencia de una biyeccion entre
dos conjuntos es una condicion necesaria pero no suficiente para
determinar que éstos son equinumerosos. A partir de la propuesta
de una relacion en la que se adopta este requisito de la manera mas
fuerte posible, se proponen otras relaciones que resultan del sucesivo
debilitamiento de las anteriores. La idea es que la relacién cantoriana
es demasiado liberal: la simple existencia de una biyeccién entre con-
juntos los califica como equinumerosos. La relaciéon euclidiana tendria
que ser mds estricta en este sentido. Por ejemplo, en un conjunto fi-
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nito la relaciéon de equinumerosidad siempre es euclidiana (cualquier
subconjunto propio tendrd menos elementos que el total). En este
caso, se tiene que se cumple la condicion de que para cualquier
funcién inyectiva f entre dos conjuntos equinumerosos, f es también
suprayectiva (esta condicion no se cumple de manera general para
conjuntos infinitos dentro de la aritmética cantoriana). Lo que resul-
ta de este ejercicio es un ejemplo de la tension que puede darse en
matemaéticas entre nuestras intuiciones mas naturales y los beneficios
que provee la practica matematica.

3.3 . Godel versus Hilbert y su concepciéon simbélica del
conocimiento matemético (Sérgio Schultz)

Como es bien sabido, para Hilbert el conocimiento matematico era
esencialmente conocimiento simbélico. Sérgio Shultz defiende la idea
de que Godel adoptd esta concepcion simbdlica de la matematica,
de un modo que esto no excluyera su platonismo. Segin el autor,
la tension entre dicho simbolismo y el platonismo surge Gnicamente
cuando pensamos a los simbolos como el asunto del que trata la ma-
tematica. Para lograr este contraste, Schultz parte de las concepciones
de Godel que se desarrollan a partir de los afios treinta, hasta el pla-
tonismo que comienza a surgir a mediados de los afios cuarenta. La
estrecha conexion entre la obra 16gico-formal de Gédel y sus preocu-
paciones marcadamente filoséficas acerca de la fundamentacion y la
naturaleza del conocimiento matematico sugiere que las concepciones
filosoficas de Hilbert tienen una mayor importancia para la ontologia
y epistemologia goedeliana de lo que se ha reconocido en la literatura.
El ntcleo del argumento es que el programa de Hilbert representa
no solamente el marco logico-formal en el cual se inserta la obra
logica de Godel, sino también el marco conceptual previo donde se
sitGan y, a partir del cual, se desarrollan las concepciones goedelianas.
Respecto al marco 1ogico-formal, puede que no haya duda de que se
da dicha coincidencia. Pero queda pendiente la clarificacion de lo que
Schultz estd tomando como “el marco conceptual”. La estrategia del
autor es realizar una interpretacién de ambos sistemas matematicos y
filosoficos para destacar el espacio de concurrencia. De este modo, es
necesario presentar cada uno de ellos de acuerdo con este objetivo.
Por el lado de Hilbert, Schultz sostiene que el formalismo hilber-
tiano es un formalismo metodoldgico. Desde una perspectiva funda-
cional, la matematica transfinita no tiene contenido y el platonismo
es inaceptable. La tesis sustancial que subyace al formalismo hilber-
tiano es que el acceso y el conocimiento de los entes matematicos se
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obtienen por medio de simbolos. La prueba finitaria de consistencia
mostraria la correccion del acceso simbélico propio de las teorias
matemaéticas y con esto, reivindicaria la concepcién simbélica. Por el
otro lado, Schultz sefiala que Gédel adoptd los trazos generales de una
concepcion simbdlica de la matematica como el legado de Hilbert.

Quizad muchos concordariamos en que para Godel el problema de
los fundamentos era comprendido en términos hilbertianos, en el
sentido de que hay que formalizar la teoria de nimeros, y, por medio
de la btasqueda de una prueba de consistencia, dar una respuesta
al problema fundacional. Lo que resultarfa mas controversial es la
afirmacién de Schultz de que esto tenia como finalidad garantizar
las suposiciones platénicas de Godel que, desde un punto de vista
fundacional, no pueden ser aceptadas sin justificacion.

En conclusién, el desarrollo de las concepciones de Godel en los
aflos treinta marca la transicion de una perspectiva filosofica de los
fundamentos de la matematica heredada de Hilbert hacia el plato-
nismo ontoldgico y epistemologico que serd defendido a partir de la
mitad de los afios cuarenta y hasta el final de su vida. La concepcién
simbdlica hilbertiana involucra un anti-platonismo fundacional que es
adoptado por Godel. No obstante, esta posicion es compatible con el
platonismo ontoldgico, en especial, con la tesis de que la matematica
transfinita tiene contenido.

Es decir, pareciera que los teoremas de incompletud fueron la
bifurcaciéon de un marco conceptual compartido por Hilbert y Godel.
Sin embargo, vale la pena mencionar que en esta exégesis no se estan
considerando otras ideas filoséficas que ambos autores defendieron
de forma tangencial a la teoria de la prueba y a los teoremas de
incompletud, respectivamente. Por ejemplo, la idea de Hilbert de
que la matematica es completa, en contraste con la idea de Gédel de
que, o bien, la matematica es incompleta, es decir, la mente humana
es infinitamente superior a cualquier maquina finita, o bien, existen
problemas diofanticos absolutamente irresolubles (Godel 1951).

3.4. A vueltas con la intuicién y el conocimiento matemético

(Concha Martinez Vidal)

En su aportacion a esta coleccion, Concha Martinez Vidal explora
el tema de la intuicién y su papel en las teorias de Godel, Parsons
y Bealer. El objetivo es aclarar esta nocién, muy discutida en la
tradicién filosofica, y explorar posibilidades para interpretarla des-
de el naturalismo. Asi, la autora nos presenta una explicacién de
qué es y como fundamenta la intuiciéon el conocimiento matematico
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persiguiendo la metafora segin la cual la intuicién seria andloga a la
percepcion. Ademas, se presenta la caracterizacion que Bealer hace de
las intuiciones —en tanto que actitudes proposicionales irreductibles
y vinculadas a la posesién de conceptos— asi como su concepcion
del tipo de fundamentaciéon que asi entendidas proporcionarian para
el conocimiento a priori en general.

Como bien lo sefiala Martinez Vidal, una vez que se asume que
la intuicion puede ser un elemento fundamental en la justificacién
del conocimiento matematico, el problema que se plantea es esbozar
una concepcién de la intuicién que dé cuenta de como es posible ese
tipo de conocimiento sin postular una facultad misteriosa y oscura,
que resulte muy diferente de fuentes de conocimiento méas familiares,
como la percepcion, la introspeccion, la memoria o el testimonio. La
tarea es revisar las propuestas de Gddel, Parsons y Bealer desde esta
perspectiva.

Para Godel, la intuiciéon matematica resulta una fuente confiable de
conocimiento, no en el sentido de que, si intuimos p, entonces p es el
caso, sino en el sentido de que en ciertos dominios y siempre que se
cultive adecuadamente, la intuicion tiende a conducirnos al genuino
conocimiento matematico. Por ejemplo, cuando intuimos la verdad
de un axioma de la teoria de conjuntos, algo ha de sernos dado en
esa intuicién. Ese algo serian los objetos y conceptos de la teoria de
conjuntos que figuran en ese axioma. Por su parte, para Parsons, la
intuicién es primariamente intuicién de (intuition of) objetos y por
tanto particular. Lo esencial de la aritmética es la estructura que los
axiomas de Peano caracterizan. Un ntumero no es més que un lugar en
esa estructura. Parsons consigue dar cuenta a partir de la intuicién
de objetos de como nos son dados los nimeros y de la nocién de
sucesi6n, pero dificilmente puede dar cuenta, segiin €l mismo indica,
de la idea de iteracion indefinida o infinito.

Finalmente, esta la postura de Bealer. El es, como Martinez Vidal
dice, un racionalista moderado que considera que la intuicioén a priori
es una fuente de evidencia basica lo mismo que la percepcion. Bealer
vincula la intuicién a la posesion de conceptos y no al contrario. Las
objeciones de Martinez Vidal a esta propuesta son, a) que no explica
por qué las intuiciones a priori son fuente de evidencia basica; y b)
que no justifica que la intuicion no sea reducible a otras actitudes
proposicionales como la creencia.

La autora muestra que ninguna de las propuestas analizadas arroja
resultados demasiado esperanzadores para la intuicién. Sin embargo,
las objeciones contra Bealer parecen estar lejos de ser concluyentes.
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Respecto a a), tenemos que para Bealer la intuicion es fuente de
evidencia basica debido a su confiabilidad (de manera analoga a la
percepcidn), pues éstas son derivadas de la posesion de conceptos
debido a que hay un vinculo modal entre ellas y la verdad. En conse-
cuencia, tenemos que en la mayoria de los casos estas intuiciones son
correctas. La objeciéon b) suena un tanto extraiia; no hay razon para
pensar que la afirmacion de que las intuiciones sean derivadas de la
posesion de conceptos, implique que éstas no son (o son) atémicas.

Se podria decir que la propuesta de Bealer seria una alternativa que
da a las intuiciones el papel fundamental pretendido. Sin embargo,
se le concede a la autora que, si se pretenden utilizar las intuiciones
para resolver la cuestion de cudl, entre dos conceptos semanticamente
estables y poseidos con estabilidad a priori, por parte del sujeto es el
correcto, atin queda trabajo por hacer.

4. Parte III: practica matemdtica

En la tercera y ultima parte de la compilacion se recogen articulos
de José Ferreirds, Abel Lasalle Casanave y José M. Sagiiillo. Esta
parte se encuentra mas dirigida a la cuestién epistémica de la certeza
aritmética desde la perspectiva de la prictica matematica. Lo que se
considera en esta seccién como prdctica aritmética es amplio y va
desde la practica de contar, hasta actividades matematicas mas com-
plejas que involucran un importante papel epistémico de mecanismos
como la intuicién y el manejo de simbolismos.

4.1. Sobre la certeza de la aritmética (José Ferreiros)

La primera contribucion de esta parte es una muy interesante pro-
puesta de José Ferreirés en la cual sefiala la distincién entre arit-
mética basica y la(s) teoria(s) de niimeros. La aritmética basica esta
fundada en dltima instancia en las practicas de contar y formalizada
en la aritmética de Peano. La(s) teoria(s) de ntimeros, en contraste,
surgen al examinar propiedades particulares de niimeros naturales.
Dentro de estas teorias se incluye el estudio de los modelos de la
aritmética de Peano, a saber, la teoria logica de ntmeros. En su
articulo, Ferreir6s da una respuesta aparentemente satisfactoria al
problema epistémico de como se adquiere el conocimiento aritméti-
co. Sin embargo, dicha respuesta funciona Gnicamente para lo que
él llama aritmética basica. De acuerdo con el autor, ésta goza de
certeza, pero no por ser a priori, sino porque reconocemos la verdad
de los principios de Peano en relacion con los nimeros de contar;
mientras que, respecto a la teorfa de niimeros, dado que sus métodos
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pueden exceder la aritmética bésica, la certeza (si la hay) no podra
estar fundada en las mismas practicas. Ferreirds hace énfasis en que
afirmar certeza en el conocimiento aritmético no implica en abso-
luto afirmar su analiticidad ni defender la dicotomia entre verdades
empiricas y de razon. Pero lo que si implica esta tesis es un limitante
claro a las nociones pluralistas acerca de las matematicas.

La clave del resultado epistémico presentado es que el conocimien-
to matematico se constituye sobre una red de practicas y de estados
cognoscitivos. Red que en tltimo término es enlazada con practicas
y técnicas concretas como la de contar y medir. El autor define arit-
mética bdsica como el estudio de las propiedades fundamentales y
generales de los ntimeros naturales; un cuerpo de teoria que queda
bien sistematizado por los axiomas de Peano. Por su parte, una teoria
de niimeros es un dominio tedrico mucho mas amplio, que se origina
a partir del estudio de las propiedades particulares de ciertos tipos
de nGmeros naturales, por ejemplo, los primos. De este modo, la
“teoria” de ntmeros es una disciplina, no un cuerpo de teoria bien
definido; es mas bien un complejo de practicas matematicas y de
cuerpos tedricos asociados, en plural.

La tesis defendida es que los axiomas de Peano son verdaderos de
los nimeros de contar. Por medio de la reflexion sobre la practica de
contar y los numerales, advertimos que dichos axiomas son enuncia-
dos correctos, verdaderos. El niimero de contar no es otra cosa que
un ingrediente lingiiistico o simbolico dentro de un proceso, dentro
de una préctica (técnica) razonablemente bien definida: los nimeros
de contar se conciben como producto de un proceso de conteo. El
sistema de Peano se construye con s6lo un célculo 16gico elemental y
una nocion de clase o conjunto.

La pregunta que se puede responder desde la mencionada distin-
cién es la de como puede argumentarse la certeza del conocimiento
aritmético, y en relacion con el sistema PA de primer orden, cuando
es bien conocido que este sistema no puede definir o caracterizar una
Gnica estructura.

Es bien sabido que junto al modelo estandar o modelo pretendi-
do de PA, que podriamos describir como la estructura conjuntista
que responde a nuestra concepcion informal de la totalidad de los
ntmeros naturales, existe una infinidad de modelos no estandar (nu-
merables y no numerables). Si no podemos caracterizar axiomatica-
mente, de manera univoca, la estructura NV = < N, +, ¥ >, si nuestros
mejores sistemas logico-matematicos s6lo alcanzan a determinar una
pluralidad de modelos de la aritmética, jno habra que abrazar el
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pluralismo también en este nivel? Ferreirds se pregunta si serd esto
el fin de toda aspiracion a la certeza del conocimiento aritmético.

La cuestion es que los modelos no estandar pertenecen a la Teoria
de modelos, que estudia las relaciones entre estructuras conjuntistas,
de un lado, y sistemas logicos-formales, del otro, no pertenecen a la
aritmética misma. Igual que se ha dejado otras ramas de la Teoria
de ntimeros fuera de la tesis de certeza defendida, lo mismo vale
para la teoria logica de ntimeros, que no consideramos cierta, sino
parte de una matematica avanzada. Como aparecen las cosas una vez
que sumergimos la aritmética basica via PA, en el universo de los
modelos conjuntistas, no nos informa acerca de la naturaleza del co-
nocimiento aritmético basico: nos informa acerca de la riqueza del
universo conjuntista y modelista, el cual surge de la aceptacion de
una serie de hipdtesis. Nuestro conocimiento numérico basico emerge
en la perspectiva bottom-up que va de las practicas mas elementales
a las mas avanzadas.

En conclusiéon, muchas de las objeciones que surgen en contra
de una tesis que afirme la certeza aritmética, en realidad conciernen
a proposiciones que no corresponden a la aritmética misma (a la
aritmética basica). A pesar de la claridad del argumento, es de notar
la ausencia de ejemplos concretos que ayuden a ilustrar la distincién.
La idea parece ser que tenemos certeza acerca de enunciados como
“2+2 = 4” en virtud de nuestras practicas de contar, pero esto no
tiene una implicacién epistémica inmediata respecto a enunciados
pertenecientes a alguna teoria de nimeros. Esto es, enunciados arit-
méticos de teorias correspondientes a modelos no-estandar o enuncia-
dos del tipo “Existe una cantidad infinita de ntimeros primos”. Para
un lector que no sea experto en el tema seria de gran utilidad contar
con ejemplos que le permitan comprender con mayor profundidad la
distincion (crucial para los fines del autor) entre aritmética y teoria(s)
de nmeros.

4.2 . Conocimiento simbélico y aritmética en Hilbert (Abel Lasalle
Casanave)

En su aportacién a la compilacion, Abel Lasalle Casanave considera
algunos aspectos del programa de Hilbert en términos de la distincion
entre conocimiento intuitivo y simbdlico. En este marco, la aritmé-
tica finitaria seria una variante de conocimiento simbélico sucedanea
del conocimiento intuitivo. Por su parte, la teoria de nimeros, tras
la formalizacion y la justificacion proporcionada por una prueba de
consistencia, seria conocimiento simbélico formal. El articulo es com-

DOI:10.22201/iifs.18704905¢.2019.1148 Critica, vol. 51, no. 153 (diciembre 2019)



78 MELISA VIVANCO

parable con algunos otros trabajos presentados en esta compilacion;
en particular con el trabajo de José Ferreirds y con el de Sérgio
Schultz. Respecto al primero, Lasalle Casanave concede certeza tni-
camente para la aritmética finitaria. En contraste, para Ferreiros, ésta
se extiende para toda la aritmética basica formalizada en la aritmética
de Peano, incluyendo entonces el principio de induccion. Respecto
al trabajo de Sérgio Schultz, parece que ambos autores coinciden
en que el formalismo de Hilbert era meramente metodolégico. Re-
cordemos que Schultz menciona que éste es compatible incluso con
un platonismo como el de Godel. Lasalle Casanave toma esta misma
suposicion para obtener un resultado epistémico respecto al conoci-
miento simbélico.

Para presentar su tesis el autor retoma algunas distinciones clasicas
del sistema hilbertiano. En particular, las dualidades ideal-real; finito-
transfinito; concreto-abstracto; con contenido (o contentual)-sin con-
tenido; no problematico-problematico. A partir de estas dualidades se
puede distinguir entre dos tipos de formalismo. Por un lado, tenemos
el formalismo moderado: una parte de la matematica tiene significado
—Ila contentual, finitaria, intuitiva, real, concreta, y no problemati-
ca; la otra parte es manipulaciéon simbélica (sin significado)— la no
contentual, transfinita, formal, ideal, abstracta y problematica. Por
otro lado, tenemos el formalismo extremo, que se limita a ignorar los
primeros miembros de las dualidades mencionadas, declarando pura
y simplemente que la matematica es manipulacién de simbolos sin
significado o contenido.

Los primeros términos de las dualidades caracterizan una parte
de la matematica como confiable. Los segundos describen otra parte
de la matematica como no confiable. La matematica cuestionada por
meramente simbdlica se justifica a través de una demostracion de con-
sistencia. Pero de aqui no se sigue que si el contenido no es intuitivo
o concreto se trate sin mas de sin-contenido. Para Hilbert, hay conte-
nido transfinito o abstracto, hay proposiciones reales transfinitas, no
solamente finitarias, etc. Pero obviamente no hay proposiciones trans-
finitas intuitivas: lo intuitivo esta restricto al punto de vista finito.

Desde el punto de vista finito, las que corresponden a los segundos
términos de las dualidades no son afirmaciones confiables y la teoria
que las incluya debe ser demostrada como consistente. Se deben
también formalizar las operaciones logicas y las leyes que gobiernan
su uso para cumplir la tarea de demostrar consistencia. Segin la
perspectiva de Lasalle Casanave, ésa es la teoria formal (en sentido
puramente sintictico) de niimeros, en la cual el contenido es rempla-
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zado por manipulacién simbdlica, y que de esa manera, se constituye
en objeto de demostracion de consistencia por métodos finitarios.

Respecto a la cuestion epistémica, el autor explica que por la via
simbélica se introducen conceptos y métodos sin contrapartida intui-
tiva, cuya finalidad es alcanzar el conocimiento que podriamos alcan-
zar también por procedimientos intuitivos, pero cuya ejecucion seria
eventualmente muy compleja. Finalmente, reconocemos una tercera
variante de conocimiento simbélico como conocimiento de estructu-
ras, formas o relaciones, en cuyo caso, hablamos de conocimiento
simbélico como conocimiento formal.

Abel Lasalle concluye que la ontologia mas adecuada para las ideas
de Hilbert serfa una de la cual los objetos matematicos usualmente
asumidos no expresasen nada mas que nuestra necesidad epistemold-
gica de suponerlos para alcanzar conocimiento (formal) acerca de sis-
temas de relaciones cuyo acceso es exclusivamente simbélico. Usando
terminologia moderna, Lasalle Casanave parece considerar a Hilbert
como un nominalista hermenéutico: un nominalista que no se com-
promete con la no existencia de los objetos matematicos (Burgess
y Rosen 1997). Pero, como ocurre cada vez que nos centramos en
una postura metafisica, esta posicién tiene diversas consecuencias
filosdficas, muchas de las cuales derivardn en objeciones. Es dificil
saber si Hilbert se hubiera asumido a si mismo como un nominalista
hermenéutico, como pareceria sugerirlo Lasalle Casanave.

4.3 . Nameros y proposiciones numéricas en las formalizaciones
de la aritmética de Peano, Godel y Whitehead-Russell (José M.
Sagiiillo)

En el altimo trabajo de la compilacion, José M. Sagiiillo analiza com-
parativamente tres formalizaciones de la aritmética. Con este propdsi-
to en mente, el autor sefala dos nociones que a menudo se confunden
entre si. Por un lado, esta el dominio de investigacion de una cien-
cia, esto es, su asunto o su género. Este representa el compromiso
ontolégico comin de todos los que la practican. Por el otro, esta el
universo de discurso de formalizacion de una ciencia. Este se da
en un lenguaje formal y representa el compromiso ontolégico de las
personas que proponen o suscriben dicha formalizacion. El universo
del discurso establecido en una discusion cientifica dada, puede o no
coincidir en extensién con el dominio de la ciencia que se considera.
Més atin, una y la misma ciencia con un dominio fijo de investigacion
puede formalizarse en diferentes lenguajes de diferentes discursos con
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diferentes participantes o grupos y presuponiendo diferentes univer-
sos de discurso.

En la formalizacién de la aritmética de Peano (AP), el dominio es
una clase restricta de individuos, mientras que el universo del discur-
so es la clase irrestricta de todos los individuos. En la formalizacion
de la aritmética de Godel (AG), el dominio es la clase restricta de
individuos como en la formalizacion de Peano, pero el universo del
discurso coincide en extensién con el dominio. En la formalizacion de
Whitehead-Russell (W-R) el dominio es una clase de nociones logicas
en el sentido de Tarski, las cuales no necesariamente son individuos
sino ciertas clases de clases de individuos, mientras que el universo
del discurso se basa en la clase irrestricta de los individuos como
ocurre en la formalizacién de Peano.

El articulo resulta sumamente enriquecedor, pues ademas de mos-
trar la distincién entre universos que el autor propone, aporta cla-
ridad al entendimiento via el contraste de los sistemas acerca de la
aritmética de Peano, Gddel y Russell-Whitehead. La distinciéon entre
dominio de discurso de formalizacion y dominio de investigacion
provee una buena herramienta teérica para mirar desde una perspec-
tiva filoséfica hacia diferentes ramas de la matematica. Por ejemplo,
esta distincién resulta muy apropiada cuando tenemos en mente la
teoria de conjuntos, que con frecuencia es identificada como el do-
minio de investigacién (el tema) del que tratan mdltiples ramas de
la matematica. Siendo que lo tnico que es claro, es que la teoria de
conjuntos contribuye a estas ramas con un dominio de discurso de
formalizacion. Quiza valdria la pena enriquecer este trabajo con una
explicacion sobre la relacion entre el dominio de investigacién y el
dominio de discurso de formalizacién de una ciencia, asi como la uti-
lidad o relevancia filosofica de la distincién que ha resultado expuesta.

El arbol de los nimeros es una compilacién de articulos que pre-
senta, de forma exhaustiva y a la vez interesante, debates contempo-
raneos en filosofia de la mente, filosofia de las matematicas y logica
relacionados con la nocién de nimero. Los articulos desarrollan el
tema de los nimeros enteros no negativos desde diferentes perspec-
tivas filosoficas que, sin lugar a dudas, resultan enriquecedoras, aun-
que, como suele ocurrir en filosofia, no estdn completamente exentas
de objeciones.
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